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TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  DESCRIPTiVË 
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La  2'  partie  du  présent  Traité,  à  l'usage  des  élèves  des 
classes  de  Mathématiques   A  et,  B  {programme  de  iif05), 


est  sous  presse 


TRAITÉS  DE  MATHÉMATIQUES 

l'usage  des  élèves  des  classes  de  sciences  et  des  aspirants  aux  Baccalau- 
'  '     "  "  c  des  Compiémenls  destinés  aux  candidats  aujt  Écoles  du  Gou- 
■     -  Volumes  22/14=°',  brochés  : 


1,  professeur  agiege  . 

Géométrie  (classes  lie  Mitlipraitlques  A  et  B),  par  A.  Gkéït.     . 

(Séométrie  desciiptiTe  pm  T    Lbollet,  professeur  agrégé  a 
d'Orléans  : 
2'  partie  :  Classes  de  Math.  A  et  B,  2»  édit.  (Progr,  de  1902). 


:  Classes  de  Mith.  A  et  B,  2"  édit.  (prog.  de  1902).    2  fr. 


Traité  d'Algrâbre  élémentaire,  à  l'usage  des  élèves  de  Mathématiques 
et  des  aspiriints  aus  baccalauréats  scientifiques,  avec  des  Complemutls 
des iinés  aux  candidats  aux  grandes  écoles  du  eouveruement,  parr4.  Cor, 
professeur  agrégé  au  lycée  Saint-Louis,  et  J.  ItieHANM,  professeur  agrégé 
au  lycée  Louis- le-Grand,  docteur  es  sciences.  —  Vol,  22/i4':ni.    g  fr,    „ 

Traité  de  Géométrie,  par  C.  Gdicuarl),  Membre  correspondant  de  l'Ins- 
titut, professeur  à  l'Université  de  Cjermont.  —  2  vol.,  pria  ensemble, 

10  fr.     . 
On  Tend  séparément  : 
(î^û»!^(rifl^WTOm(oir«(planeetdansrespace),  3'édition.  .     .     .    H  fr.    » 
Compiémenls 6  fr,     " 

Eléments  de  Méthodologie  mathématique,  à  l'usage  de  tous  ceux 

Jui  s'oeeupent  de  mathématiques  élémentaires,  par  M.  Dauk».t,  inspecteur 
■Académie.  —  On  vol.  23/14=1"  de  1100  p.,  arec  figures     .     .     10  fr.     » 
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PROGRAMME  OFFICIEL 


Projection  et  cote  d'un  point. 

Représentation  de  la  droite.  Pente,  Distance  de  deux  points.  Droites 
concourantes.  Droites  parallèles. 

Représentation  du  plan.  Échelle  de  pente.  Plans  parallèles. 

Rabattement  sur  un  plan  horizontal.  Angle  de  deux  droites.  Dis- 
tance d'un  point  à  une  droi^. 

Intersections  de  droites  et  de  plans.  Applications  aux  problèmes 
d'ombres  et  de  sections  planes  de  prismes  et  de  pyramides. 

Droites  et  plans  perpendiculaires.  Distance  d'un  point  à  un  plan. 

Angle  d'une  droite  et  d'un  plan.  Angle  de  deux  plans.  Application 
k  la  construction  de  polyèdres  simples. 

Représentation  du  point,  de  la  droite  et  du  plan  à  l'aide  de  deux 
plans  de  projection. 

Intersections  de  droites  et  de  plans.  Droites  et  plans  parallèles. 

Droites  et  plans  perpendiculaires. 

Rabattement  d'un  plan  sur  un  plan  horizoniaî. 

Changement  du  plan  vertical. 

Reprendre  les  problèmes  précédemment  énoncés  relatifs  aux  dis- 
tances, angles,  ombres  et  sections  planes. 
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PRÉFACE 


Ce  -volume  contient  l'exposé  du  programme  de  géométrie 
descriptive  de  la  classe  de  Première  {Sections  C  et  D),  tel  qu'il  a 
été  fixé  par  l'arrêté  du  27  juillet  1905.  Nous  n'avons  pas  suivi 
exactement  l'ordre  du  programme  officiel,  usant  en  cela  de  la 
liberté  laissée  par  les  instructions  relatives  à  l'enseignement  des 
mathématiques  qui  accompagnent  cet  arrêté  et  débutent  ainsi  : 
(I  Les  programmes  de  mathématiques  doivent  être  considérés 
comme  des  tables  des  matières  à  enseigner  dans  les  différentes 
classes  ;  toute  latitude  est  laissée  au  professeur  pour  adopter  tel 
ordre  qui  lui  conviendra,  pour  employer  les  méthodes  qui  lui 
paraîtront  les  plus  profitables  aux  élèves  qu'il  dirige.  » 

Nous  n'avons  pas  hésité  à  appliquer  les  méthodes  générales  à 
de  nombreux  exemples.  C'est  là,  en  efl'et,  avec  lapratiquede  la  règle 
et  du  compas,  le  meilleur  moyen  de  faire  acquérir  à  l'élève  l'ha- 
bitude des  constructions  et  de  Taccoutumer  à  choisir,  dans  cha- 
que cas  particulier,  lés  méthodes  les  plus  simples.  S'il  peut  en 
outre  résoudre  quelques  exercices  d'application,  il  s'assimilera 
facilement  la  géométrie  descriptive  et  y  prendra  rapidement 
goût. 

Pour  ne  pas  interrompre  l'exposition  des  résultats  fondamen- 
taux et  des  méthodes  générales,  nous  avons  rejeté  dans  deux 
notes  placées  à  la  fin  du  volume  le  développement  des  proprié- 
tés relatives  aux  plans  bissecteurs  et  les  solutions  de  quelques  pro- 
blèmes sur  les  droites  de  profil  et  les  plans  parallèles  à  la  ligne 
déterre.  Ces  questions  sont  en  effet  d'importance  secondaire; 
aussi,  dans  une  première  étude,  elles  doivent  être  laissées  de  côté; 
mais  dans  une  revision,  elles  pourront'  être  étudiées  avec  profit 
par  les  bons  élèves  qui  y  trouveront  des  applications  intéressantes 
des  tliéories  générales. 

Enfin,  dans  une  courte  note  historique,  nous  avons  cru  utile 
de  donner  quelques  détails  au  sujet  de  l'influence  décisive  exercée 
par  Mouge  sur  la  création  de   la   géométrie  descriptive. 
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TRAITÉ 

DE 

GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE 

NOTIONS    PRÉLIMINAIRES 


Objet  de  la  géométrie  descriptive. 

i .  En  regardant  une  photographie  ou  un  dessin  exécute  d'après  les 
vègles  ordinaires  de  la  perspective,  on  n'aperçoit  qu'une  partie  des 
objets  représentés.  En  outre,  ce  mode  de  représentation  ne  permet 
pas  la  détermination  des  dimensions  des  corps  (angles,  distances,  sur- 
faces, etc.).  Par  exemple,  le  croquis  d'une  maison  ne  laisse  voir  que 
la  façade  :  la  distribution  intérieure  des  pièces,  leurs  dimensions  res- 
tent cachées  aux  yeux  qui  regardent  le  croquis.  Le  dessin  ordinaire 
est  donc  insufEsant  pour  représenter  et  pour  étudier  complètement 
les  corps. 

La  géométrie  descriptive  remédie  à  cette  insuffisance  ;  elle  permet, 
par  l'application  des  principes  et  des  théorèmes  de  la  géométrie  pro- 
prement dite,  et  grâce  à  certaines  conventions  simples,  d'exécuter 
des  dessins  d'après  lesquels  on  peut  se  rendre  compte  des  moindres 
détails  des  objets  représentés  et  calculer  leurs  dimensions. 

2.  Avant  d'aborder  la  géométrie  descriptive,  nous  rappellerons  les 
principes  de  géométrie  qui  seront  plus  particulièrement  utiles  dans 
la  suite. 

Ghollet  et  Mireub,  I,  I 
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NOTIONS   PRÉLIMINAIRES 


Projections  des  figures  sur  un  plan. 

Déflnilions.  ^  On  appelle  projection  d'un  point  k  sur  un 

plan    P   le  pieti  a  de  îa  pcrpendicu- 

y-  laire   abaissée  de  ce  point  sur  le  plan 


plan  P, 
projeo 


I  La  perpendiculaire  k.a  est  appelée  la 

Z]                  /  projetante  du  point  A. 
^             /  Si  le  point  A  appartient 
/  il  coïncide  évidemment  avi 

Fis.  1  """■ 

La  projection  sur  un  plan  P  d' 

ligne  quelconque  (L)  de  l'espace  {^,  2)  est  le  lieu  géométrique 

projections  a,   b,  e,...  sur  le    plan  P 

des  divers  points  A,  B.  C,. , .  de  cette 

ligne  ;  les  points  o,  6,  c, . . .    forment 

généralement  une  ligne  continue  {l)  qui 

est  dite  la  projection   de  la  ligne  (L) 

sur  le  plan  P. 


4.  Théorème.   —  La  projection  d' 
droite  non  perpendicnlaire  au  plan  de  pjg  ^ 

projection  est  ane  droite. 

En  effet,  les  projetantes  Aa,  B6,  Mtn,...  des  divers  points  de  la 
droite  AB  (fig.  3)  sont  distinctes  et 
parallèles  entre  elles,  puisqu'elles  sont 
toutes  perpendiculaires  au  plan  de  pro- 
jection P  ;  elles  appartiennent  donc  au 
plan  déterminé  par  la  droite  AB  et 
l'une  d'entre  elles,  Aa  par  exemple;  par 
suite,  le  lieu  de  leurs  points  de  rencon- 
tre avec  le  plan  P  est  la  droite  ab  sui- 
vant laquelle  ce  plan  coupe  le  plan  P. 
'''^  ^  Le  plan  Aa6B,  qui  est  le  lieu  géomé- 

trique des  projetantes  des  divers  points  de  la  droite  AB,  est  appelé 
ia  pian  projetant  cetle  droite;  on  peut  dire  alors  que  la  projection 
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d'une  droite  sur  un  plan  est  l'intersection  du  plan  de  projectior 
le  plan  projetant  la  droite. 


5.  —  I.  LorsqueladroiteAB  est  perpendiculaire  au  plan 
de  projection  P  (  fig.  i),  le  plan  proje- 
tant n'est  plus  défini,  car  ABct  \.a 
sont  confondues  ;  la  droite  AB  est  elle- 
m('ine  la  projetante  de  tous  ses  points 

A,   B,    M,...  :  sa  projection  se   réduit 

/         alors  au  point  a  où  elle  perce  le  plan  P. 

/  II.  —  Lorsque  la  droite  AB  n'est  pas 

perpendiculaire  au  plan  de  projection 
(ftg.  5  et  6),  sa  projection  est  la  droite  ab 
de  deux  points  quelconques  A  et  B  de  celte 
.   est  dit  la 


qui  joint  les  projectii 
droite.    Le   segment    ab    e 
projection  du  segment  AB. 

Si  la  droite  AB  n'est  ni  parallèle 
ni  perpendiculaire  au  plan  P  [flg.5), 
elle  coupe  ce  plan  en  un  point  O  qui 
est  à  lui-même  sa  projection  ;  il  en 
résulte  que  la  projection  ab  de  1e 
droite  AB  passe  par  le  point  0. 


III, 


Si  la  droite  AB  est  parallèle 
plan  P  {fig.  8),  sa  projection  ab   h 


parallèle,  car  tout  plan 
passant  par  AB,  et  en  particulier  le 
plan  projetant  cette  droite,  coupe  le 
plan  Psuivantune  droite  parallèle  àAB. 
Dans  ce  cas,  tout  segment  AB  de  la 
droite  est  égal  à  sa  projection  ab,  car  la 
figure  ABba  est  un  rectangle,  et  les 
côtés  opposés  AB  et  ab  de  ce  rectangle 


6.  Théorème.  —  Les  projections  sur  un  même  plan,  de  deinc  droites 
pc^allèles  sonl  des  droites  parallèles. 

Soient  AB,  CD  dens  droites  parallèles  dans  l'espace,  ab.  cd  leurs 
projections  sur  un  plan  P  {fig.  7)  ;les  plansprojetantrespectivemcnt 
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les  deux  droites  AB  et  CD  sont  parallèles,  car  Icpreniier  est  déterminé 

parla  droite  AB  et  la  projetante  Aa,  droites  respectivement  parallèles 

à  CD  et  à  la  projetante  Ce,  qui  déterminent  le  second.  Cesplans  étant 

j,  parallèles,  leurs   intersections   ab  et  cd 

avec  le  plan  P  sont  des    droites  paral- 


Remarqub.  —  Le  théorème  précédent 
estévidemmentendéfautlorsquelesdroi- 
les  AB  et  CD  sont  perpendiculaires  au 
plan  P,  puisque  leurs  projeclions  se 
réduisent  dans  ce  casà  deuxpointaaet  c. 


7.  Théorème.  —  Le  rapport  de  deucc  segments  parallèles  est  égal  au 
rapport  de  leurs  projections  sur  un  même  plan . 

Soient  AB,  CD  deux  segments  parallèles,  ab.  cd  leurs  pmjections 
surun  plan  P  {fig.  7).  D 'abord,  si  les  segments  AB  et  CD  sont  parallèles 
au  plan  P,  on  a    AB  =  ab,     CD  :=  cd    (5,  III),  et  la  proportion 

CD=^ld      estévidenle. 
Supposons  maintenant  que  les  segment-s  AB  et  CD  ne  soient  ni  pa- 


rallèles ni  perpendiculaires  au  plan  de  projection  (fig.  8)  ;  dans  le 
plan  ABba  qui  projette  le  segment  AB,  menons  AA'  parallèle  à  ab  :  de 
même,  dans  le  plan  CDdc  projetant  CD,  menons  CC  parallèle  à 
cd;  dans  les  rectangles  kk'ba  et  CC'dc,  on  a  AA'  =  ab,  CC  =  cd. 
D'autre  part,  ab  et  cd  sont  i»arallèles  (6)  ;  par  suite  AA'  et  CC  sont 
aussi  parallèles,  et  les  triangles  rectangles  ABA',  CDC  sont  semlila- 
bles  comme  ayant  leurs  côtés  parallèles  ;    on  a  donc 
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AD    Alv  An    ^^    «Il  r    (r    f    d 

CD"  ~  Tlf'  '^"  CD"  ~  "ëd" 

Si  les  segments  AB,  CD  sont  situés  sur  la  même  droite  (fig.  o).  la 
démonstration  est  évidente.En  effet  les  projetantes  des  quatre  poinIsA., 
B,  C.  D  sont  des  parallèles  qui  interceptent  des  segments  proporlion- 
nels  sur  les  droites  AB  et  ab.  On  a  donc 


8  Coi  ollalt  e  —  Les  projeciions  sur  un  même  plan  de  deux  segments 
égaux  porléi  par  une  même  droite  ou  par  des  droites  parallèles  sont  des 
segments  iganx 

En  etîet,  si  les  segments  parallèles  AB,  CD  sont  égaux,  AB  ^  CD, 

1  .  AB  ab  ^,  .  ,  j 

la  piopoition      pj^  ==  -^     entrame     ab  :=  éd. 


LD  " 


cd 


Conséquences.  —  1.  Le  milieu  d'un  segment  se  projette  au  milieu 
du  segment  projection. 

II.  —  Les  médianes  d'un  triangle  se  projettent  suivant  les  mé- 
dianes du  triangle  projection. 

Par  suite,  le  point  de  concours  des  médianes  d'un  triangle  se  pro- 
jette au  point  de  concours  des  médianes  du  triangle  projection. 

9.  La  projection  d'une  ligne  brisée  ABCD...  de  l'espace  est  une 


7 


Fig.    10  Fig,  H 

ligne  brisée  abcd...,  dont  les  sommets  sont  les  projections  des  sommets 
de  la  première  (fig.  lo). 

La  projection  d'une  ligne  courbe  est  généralement  une  ligne  courbe 

fv-  ». 
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Remarque.  —  Lorsqu'une  ligne,  brisée  ou  courbe,  estj>iane  et  ci 
■enae  dans  an  plan  Q  perpendiculaire  an  plan  de  projection  P  Ifig.  i 


les  projetantes  Aa, 
toutes  au  plan  Q; 


rs  points  de  cette  ligne  appartiennent 
de  ces  points  sont  donc  situées  sur 
la  droite  ab  suivant  laquelle  le  plan 
Q  coupe  le  plan  P.  et  la  projection 
de  la  ligne  considérée  est  la  droite 
ab  ou  un  segment  de  cette  droite. 

Par  exemple,  la  projection  d'un 
cercle  0  du  plan  Q  [flg.  la)  est  la 
projection  àb  du  diamètre  AB  de  ce 
cercle  parallèle  au  plan  de  projec- 
tion  P. 


Méthodes  de  la  géométrie  descriptive. 

10,  Nous  avons  vu  que,  lorsqu'on  se  donne  un  point  de  l'espace, 
sa  projection  sur  un  plan  donné  est  déterminée. 

La  réciproque  n'est  pas  vraie  :  si  l'on  se  donne  la  projection  a  sur  un 
plan  P  d'un  point  de  l'espace,  ce  point  n'est  pas  déterminé;  on  sait 
simplement  qu'il  se  trouve  sur  li  perpendiculaire  élevée  en  a  au  plan 
P,  autrement  dit  on  connaît  sa  projetante;  de  là,  la  nécessité  d'un 
second  élément  de  construction  qui  aclièvera  de  déterminer  complè- 
tement le  point. 

On  peut,  par  exemple,  se  donner  une  deuxième  projection  du  point 
sur  un  deuxième  plan  de  projection  non  parallèle  au  premier,  ce  qui 
permettra  de  connaître  une  deuxième  projetante  du  point,  non  paral- 
lèle à  lapremière;  ces  deux  projetantes  pourront  alors,  sous  certaines 
conditions  que  nous  examinerons  plus  loin,  se  rencontrer;  leurpoint 
d'intersection  sera  le  point  clierché. 

Ou  bien  l'on  peut  adjoindre  à  la  projection  a  du  point  sur  un  plan 
la  dislance  de  ce  point  au  plan  de  projection,  instance  qu'on  nomme 
la  cote  du  point;  le  point  cherché  estalorssituéaurla perpendiculaire 
élevée  en  a  au  plan  de  projection,  à  une  distance  du  point  a  égale  à 
sa  cote;  cette  dislance  pouvant  être  portée  dans  deux  sens  différents  à 
I>artir  du  point  a.  pour  faire  disparaître  toute  ambiguïté,  on  convient 
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d'affecter  du  signe  +  les  cotes  dos  points  situés  d'un  certain  côté  du 
plan  de  projection,  du  signe  —  les  cotes  des  poinls  situés  de  l'autre 

De  là  deux  niétliodes  pour  définir  un  point  de  l'espace  ; 

i"  la  méthode  des  plans  cotée  ou  Géométrie  cotée  ; 

a"  la  méthode  des  deux  plans  de  projection,  qui  constitue  la  Géomé- 
trie descriptive  proprement  dite. 

Ces  deux  méthodes  nesont  pas  d'ailleurs  essentiellement  distinctes; 
pour  les  appliquer  l'une  et  l'autre,  on  fait  appel  aux  mêmes  théo- 
rèmes de  géométrie,  théorèmes  dont  la  démonstration  est  évidem- 
ment indépendante  de  l'application  qu'on  en  peut  faire.  Si  les  deux 
systèmes  sont  employés  concurremment,  c'est  que  certaines  con- 
structions sont  plus  simples  en  géométrie  cotée  qu'en  géométrie  des- 
criptive ordinaire  ;  que  d'autres,  au  contraire,  se  font  plus  rapidement 
en  Bppliquantia  méthode  des  deuï  plans  de  projection  qu'en  se  ser- 
vant de  la  méthode  des  plans  cotés.  Au  surplus,  nous  verrons  qu'il 
est  aisé,  connaissant  la  représentation  d'une  figure  dans  l'un  des  sys- 
tèmes, de  passer  à  sa  représentation  dans  l'autre. 

il.  Dans  le  système  des  plans  cotés,  le  plan  de  projection  est  sup- 
posé horizontal.  Lorsqu'on  fait  usage  de  deux  plans  de  projection,  ces 
plans  sont  supposés,  l'un  horizontal,  l'autre  vertical,  ce  qui  exige 
qu'Us  soient  perpendiculaires  entre  eux.  Cela  tient  à  ce  que,  dans  les 
applications  pratiques  de  la  géométrie  descriptive  (stéréotomie,  char- 
pente, levé  de  plans,  etc.),  les  plans  de  projection  sont  effectivement 
horizontaux  ou  verticaux. 
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PREMIERE  PARTIE 
GÉOMÉTRIE     COTÉE 


CHAPITRE  I 

LE  POINT  ET  LA  LIGNE  DROITE 


i  1- 

Projection  et  cote  d'un  point. 

12.  En  Gcomélrie  cotée,  on  n'emploie  qu'un  plan  de  projection. 
Ce  plan,  qui  est  toujours  horizontal,  3e  nomme  le  plan  de  comparaison. 
La  projetante  d'un  point  est  la  l'erlicale  de  ce  point.  Un  point  A  de 
l'espace  est  alors  défini  par  sa  projection  a  sur  le  plan  de  comparaison 
et  sa  cote,  qui  est  la  distance  du  point  A  au  plan  de  comparaison,  ou, 
plus  exactement,  le  nombre  qui  mesure  cette  dislance  avec  l'unité  de 
longueur  choisie  (le  centimètre  ou  le  mètre,  par  exemple). 

Lescotes  des  points  situés  aa-dessus  duptan  de  comparaison  sont  posi- 
tives,ceHes  des  points  situés  au-dessous  du  plan  de  comparaison  sont  néga- 
tives. Généraiemenl,  on  suppose  le  plan decomparaison suffisamment 
bas  pour  que  lous  les  points  d'une  même  figure  aient  des  cotes 
positives. 

On  désigne  les  points  de  l'espace  par  de  grandes  lettres  A,  B,  C, . . . 
et  leurs  projections  par  les  petites  lettres  correspondantes  a,  b,  c,. . . 

La  cote  d'un  point  s'écrit,  entre  parenthèses,  près  de  la  lettre  dési- 
gnant sa  projection. 

L'ensemble  ainsi  formé  s'appelle  la  projection  cotée  da  point  ou 
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épure  da  point.  —  Ainsi,  le  point  a,3,a)  (Jî^f.  1 3)  représente  le  point 

A  de  l'espace,  situé  sur  la  verticale  qui  perce  le  plan  de  comparaison 

BU    point    a,  k  une  distance 

<  a  (3,ï)  au-dessus  de  ce  plan  égale  à 

3  unités  a  dixièmes. 

I I        I        I        I        I        I  On    appelle  points   de  cote 

'"    S    "  12         3         +         5  ^|,„jjg    ggy^    ^Qni  jji   pdjg   gjt 

mesurée     par      un      nombre 
entier. 
Les  points  du  plan  de  comparaison  ont  une  cote  nulle;  ils  coïnci- 
dent avec  leur  projection.  Ainsi  le  point  a(o)  (fig.  i4) 
•  a  (o|      représente  le  point  A  du  plan  tiorizontal,  qui  est  d'ail- 
Fig.  14.       leurs  confondu  avec  a, 

13.  Projection  cotée  ou  épure  d'une  figui-e  quelconque-  — 

Lorsqu'on  connaît  la  position  d'une  figure  F  dans  l'cspac*,  il  est 
possible  de  construire  les  projections  des  points  et  des  lignes  qui  ser- 
vent à  la  définir.  On  peut  aussi  inscrire  les  cotes  des  différents  points 
de  la  figure  près  de  leurs  projections.  L'ensemble  des  projections 
cotées  des  points  de  la  ligure  F  constitue  la  projeelion  eolêe  de  la 
figare  ou  encore  l'apure  de  la  figure. 

Inversement,  lorsqu'on  a  la  projection  cotée  d'une  flgrire  de  l'es- 
pace, on  peut  connaître  sa  position,  puisque  la  position  occupée  par 
chaque  point  de  la  figure  est  déterminée  par  sa  projection  cotée  (la). 
Nous  verrons  plus  lard  qu'on  peut  délerminer  la  grandeur  de  tous 
les  éléments  de  la  figure. 

14.  Ëctaelle  nuniérique;éclielle graphique.  —  11  arrive  souvent 
que  les  dimensions  des  projections  de  l'objet  à  représenter  sont  trop 
grandes  pour  pouvoir  être  portées  sur  la  feuille  de  papier  qu'on  sup- 
pose placée  dansle  plan  de  comparaison  et  sur  laquelle  on  dessine  la 
projection  cotée  de  l'objet.  Dans  ce  cas,  on  réduit  dans  le  même  rap- 
port toutes  les  longueurs  de  l'espace  et  de  la  projection  horizontale. 
Ce  rapport  numérique  s'appelle  Yéekelle  nantérïqae  ou  de  réduclion. 

Par  esemple,  faire  l'épure  d'une  figure  à  l'échelle  de  i/5o,  veut 
dire  qu'une  longueur  de  la  projection  ou  de  l'espace  doit  être 
figurée  sur  l'épure  paj  la  longueur  cirt'iannte  fois  plus  petite. 

Cette  réduction  revient  à  remplacer  la  projection  réelle  de  la 
figure  iwr  une   figure  semblable,    le    rapport   de   similitude    des 
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deux  figures  étant  i/5o.  Les  cotes  sont  réduites  aussi  dans  le  même 
rapport,  maïs  les  angles  resleni  invariables . 

Inversement,  on  passe  d'une  longueur  obtenue  sur  l'épure  à  la 
longueur  correspondante  de  la  projection  réelle,  en  prenant  une  lon- 
gueur 5o  fois  plus  grande. 

Pour  éviter  les  calculs  nécessités  par  l'usage  deTéchelle  numérique, 
on  a  recours  à  VéchetU  graphique. 

Une  échelle  graphique  est  une  ligne  droite  tracée  généralement 
au-dessous  de  l'épure  (Jlg.  i3)  et  sur  laquelle  on  a  porté  bout  à  bout 
plusieurs  fois  l'unité  de  longueur  choisie,  ou  cette  unité  réduite 
d'après  l'échelle  numérique  adoptée  ;  les  points  de  division  sont  numé- 
rotés o,  I,  s,  3,. . ,  de  gauche  à  droite.  Pour  qu'on  puisse  mesurer 
les  longueurs  à  i/io  près,  on  prolonge  l'échelle  graphique  d'une 
division  vers  la  gauche  et  l'on  partage  cette  division  en  lo  parties 
égales,  chiffrées,  cette  fois  de  droite  à  gauche,  de  o  à  lo.  Cette  partie 
de  l'échelle  est  le  talon. 

Pour  mesurer  une  distance  à  l'aide  de  l'échelle  graphique,  on  place 
une  bande  de  papier  rectiligne  sur  l'épure,  de  façon  que  son  bord 
passe  par  les  points  dont  on  veut  connaître  la  distance  et  l'on  marque 
ces  points  sur  la  feuille  avec  un  crayon  ;  ou  bien  encore  on  place,  à 
chacune  des  extrémités  de  la  longueur  à  mesurer,  les  pointes  d'un 
compas  convenablement  ouvert.  On  porte  ensuite  la  longueur  obte- 
nue sur  l'échelle,  de  façon  que  l'une  de  ses  extrémités  tombe  exacte- 
ment sur  l'une  des  divisions  de  l'échelle  et  l'autre  dans  le  talon. 

Si  la  première  extrémité  se  trouve  par  esemple  sur  la  division  8  de 
l'échelle,  et  l'autre  extrémité  entre  les  divisions  i  et  5  du  talon,  la 
longueur  cherchée  est  comprise  entre  8  unités  i  dixièmes  et  8  unités 
5  dixièmes. 
L'échelle  graphique  sert  également  à  la  mesure  des  cotes. 


La  ligne  droite. 

iS.  Représentai  ion  de  la  ligue  droite.  —  Si  la  droite  n'est  pas 
verticale,  c'est-à-dire- n'est  pas  perpendiculaire  au  plan  de  comparai- 
son, sa  projection  est  une  droite  (/i),  qu'on  obtient  en  joignant  les 
projections  de  deux  de  ses  points. 
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Exemple.  —  La  droite  définie  par  les  points  a(3,a),  6(7.8)  (fiff.  i5) 
a  pour  projection  la  droite  ab. 

Horizontale  ■  —  Une  horhontale  est  une  droite  parallèle  au  plan  de 
comparaison. 


0(31 


bm 


Par  suite,  tous  ses  points  ont  la  même  cote. 

Elle  peut  donc  être  définie  par  deux  points  do  même  colc  :  û{3)  cl 
6(3)  ifig.  i6). 

D'après  la  Remarque  III  du  n"  5.  le  segment  ab  est  égal  à  la  lon- 
gueur AB  de  l'espace. 

Verticale.  —  Une  verticale  csl  une  perpendiculaire  au   plan  de 

comparaison  ;  tous  ses  points  ont  leurs  projections  confondues  avec 

sa  trace  sur  le  plan  de  comparaison  (5,  1). 

•  V  Une  verticale  est  donc  complètement  définie  par  sa 

Fig.  17        trace  v{fi.g.  17),  sans  qu'il  soit  besoin  d'inscrire  aucune 

cote  à  côté. 

16.  Rabaitonient  d'un 
plan  vertical  *ur  leplan  de 
comparaison.  —  Rabattre 
un  plan  vertical  V  (c'est-à- 
dire  un  plan  perpendiculaire 
auplandecomparaisonH)sur 

le  planH(^fl.  18),  c'est  faire 
tourner  V,  dans  un  sens  dé- 
termine, autour  de  son  inter- 
section ccy  avec  H  jusqu'à  ce 
qu'il  soit  confondu  avec  H. 
Après  celte  rotation  effectuée, 
un  point  A  du  plan  V  vient 
occuper  ia  position  a'  sur  H  ; 
le  point  a' s'appelle  le  radoi-  Fig.  18 

iement  do  A. 

•L'axe  !f:y  de  cette  rotation  s'appelle  la  charnière  du  rabattement. 
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17.  Problème.  —  Connaissant  la  projeclion  calée  a[2)  d'un  point 
da  plan  vertical  V,  délerminer  son  raballement  a'  sur  H. 

Remarquons  (Jig.  i8)  que  k  projetante  A.a  perpendiculaire  au  plan 
de  comparaison  H  est  aussi  perpendiculaire  à  la  charnière  ary,  et  reste 
perpendiculaire  à  cette  droite  pendant  la  rotation  du  plan  V.  Après 
le  rabattement,  ka  coïncide  donc  avec  la  perpendiculaire  élevée  en  a 
à  ivy  dans  le  plan  de  comparaison,  et  A.  se  trouve  rabattu  au  point  a' 
de  cette  perpendiculaire  tel  que   aa'  ^  Aa  (cote  du  point  A). 

D'où  la  règle  suivante,  que  nous  formulons  à  cause  de  son  applica- 
tion fréquente  : 

Règle.  —  Lorsqu'on  rabat  an  plan  vertical  sur  le  plan  de  comparai- 
son, le  rabatteiçenl  d'tin  point  de  ce  plan  verlteal  s'obtient  en  abaissant 
de  la  projection  da  point  la  perpendiealaire  sur  la  charnière  et  en  por- 
tant sur  cette  perpendiculaire,  à  partir  de  la  charnière,  ane  lonyaeur 
égale  à  la  cote  du  point. 

Supposons,  par  exemple,  que  le  point  A  {fig.  18)  ait  une  cote 
égale  à  3.  La  feuille  du  dessin  étant  supposée  placée  sur  le  plan  de 
comparaison  H,  le  plan  vertical  V  est  complètement  défini  dans- 
l'épure  par  sa  trace  a:y  (Jig.  19}  :  ce  plan  est, 
en  effet,  le  plan  mené  par  xy  perpendiculai- 
rement au  plan  de  la  feuille  du  dessin,  La 
projection  a  du  point  A  est  sur  «y,  d'après 
la  remarque  du  no  9. 

En  appliquant  la  règle  précédente,  et  en 
remarquant    que    xy    est    la    charnière    du 
rabattement,  on  obtient  alors,  dans  l'épure,  le 
Ji    I    j — J —  rabattement  a'  du  point  A  en  élevant  en  a  la 

ff.chelie  perpendiculaire  a  xy  et  en  portant  sur  cette 

p-jj,   li)  perpendiculaire    la  longueur   aa'   égale   à  3- 

unités  de  l'échelle. 
Rbuarque  ] .  —  Si  l'on  prend  un  point  B  du  plan  vertical  V  sur 
la  charnière  {Jig.  18),  le  rabattement  le  laisse  immobile,  puisqu'il  est 
sur  l'axe  de  rotation.  Son  rabattement  coïncide  donc  avec  sa  projec- 
tion b  (flg.  ig). 

Remarque  II.  —  Un  point  C  du  plan  V  [fig.  18),  à  cote  négative,  se 
rabat  du  côté  de  la  charnière  opposé  à  celui  où  se  rabattent  les  points 
à  cote  positive,  comme  A,  par  exemple;  en  effet,  à  cause  du  sens 
choisi  pour  la  rotation,  si  le  demi-plan  V  vient  sur  le  demi-plan  H,, 
le  demi-plan  V  vient  sur  le  demi-plan  H'. 
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n  en  résulte  que  si  le  point  G  a  pour  cote  {—  ï),  son  rabattement 
(^p.  19)  est  le  point  e'  situé  sur  la  perpendiculaire  élevée  en  c  à 
xy,  à  1  unités  de  xy  du  côté  opposé  à  rf. 

18.  Problème.  —  Une  droite  étant  définie  par  les  projections  aotées 
de  deux  de  ses  points,  trouver  la  coted'anpoint  de  «elle  droite,  connais- 
sant sa  projection  horizontale. 

Soit,  par  exemple  iflg.  ao),  a  trouver  la  cote  de  celui  des  points  de 
la  droite  0  {a)  6  [7)  projeté  en   m. 

i"  Méthode  gkaphujue.  —  On  rabat  le  plan  vertical  V  projetant  la 


droite  AB  sur  le  plan  de  comparaison  (/jg.  ^i).  La  charnière  du 
rabattement  n'est  autre  que  la  projection  ab  de  la  droite  AB,  et  les 
rabattements  a'  et  b'  des  points  A.  et  B  s'obtiennent,  d'après  la  règle 
précédente  (17),  en  menant  les  perpendiculaires  en  a  et  6  à  ai)  et 
en  portant  sur  ces  perpendiculaires  les  longueurs  aa!  et  6b'  res- 
pectivement égales  à  3  et  à  7  unités  de  l'échelle  (/ig.  ao).  a'h'  est 
alors  le  rabattement  de  la  droite  AB.  Le  point  M  de  cette  droite  se 
rabat  évidemment  sur  œ'ft',  et  comme,  d'après  la  règle  du  rabatte- 
ment, il  se  rabat  aussi  sur  la  perpendiculaire  élevée  à  la  charnière 
ab  au  point  m,  son  rabattement  est  le  point  m.'  où  cette  perpen- 
diculaire rencontre  a'b'.  Quant  à  sa  cote,  c'est,  d'après  la  règle  du 
rabattement,  la  longueur  mm'.  On  peut,  si  l'on  veut,  mesurer  cette 
longueur  à  l'aide  de  l'échelle  et  inscrire  le  nombre  obtenu  (environ 
5,  4  dans  l'épure)  près  du  point  m. 

3°  MÉTHODE  NUUÉHiQUE.    —  La  Construction  prérédenle  peut  èti'c 
remplacée  par  un  calcul. 


y  Google 


LE  POINT  ET  LA  LIGNE  BROITE  13 

Considérons  le  plan  vertical  V   projetant  la  droite  tfig.  ai)-  Soient 
l-i  et  p  les  points  où  !a  parallèle  menée  par  A  à  la  charnicro  ab  ren- 
contre les  projetantes  des  points    M  et  B.    La  cote  du  point    M  est 
Mm  =  Mm-  liin.    ou,  puisque    nm  =  Aa, 
Mm  =:  Mn-J-Aa. 

En  outre,  les  triangles  semblables  AM^i  et  ABp  donnent 


d'où  M,  =  BPXy  =  (Bi.-5(,)^. 

ouencorc    (i)  Mjj.  =  (Bb  ~  Aal  x  ■^• 

Or,  on  connaît  ka  et  B6,  cotes  des  points  A  et  B,  et  e 
dans  répure (_^jr. ko),  avec  une  unité  orbitraire.le»  longueurs  am  etab, 

on  peut  calculer  le  rapport  numérique  — —.  On  en  déduit  la  va- 
leur numérique  de  Mjt  ;  en  luiajoutant  Aa,  cote  de  A.  on  a  la  cote 
Mm  du  point  M. 

Ce  procédé  dispense,  comme  on  le  voit,  de  toute  construction 
graphique. 

Cas  particulier.  —  Si  m  est  au  milieu  de  ub,  Mm  est  une  droite 

cquidistante  des   bases  du  trapèze  AubB   Ifig.    ai),  et  l'on  a  d'après 

une  propriété  connue  du  trapèze 

AB-l-ltb 
Mm  = ■ 

Autrement  dit,  la  cote  de  M  est,  dans  ce  cas,  la  moyenne  arithmé- 
tique des  cotes  des  points  A  et  B. 

Remarque  I.  —  La  méthode  précédente  se  prête  à  une  évaluation 
rapide  de  la  cote  du  point  M  projeté  en  m.  La  formule  établie 
ci -dessus  peut  s'écrire 

C6  — Aa 
ab 


Mil 


Comme  le  rapport est  indépendant  de  la  position  du 

point  M  sur  la  droite  AB,  cette  formule  montre  que  Mji,  différence 
des  cotes  des  points  M  et  A,  varie  proportionnellement  à  am,  distance 
des  projections  de  ces  mêmes  points. 

Supposons  par  exemple  (/iff.  sa)  que  m  so'il,  à  vue,  sensiblemeiil  am 
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tiers  dùab  (fig.  aa|.  Puisque,  lorsque  le  point  m  va  de  a  en  biacote 
de  M  s'ac«roit  de  6  unités,  lorsque  le  point 

0(3)    m)     ~~iH)    "■  '■^"^*''  ^"  "^'■^  ^^  "'''  ^^  ""^^  '^^  ^^  ^■«'^- 

croît  seulement  du  tiers  de  6  unités,  c'est- 
à-dire  de  1  unités.  La  cote  de  M  est  donc 
à  peu  prés    3  -H  ï  =  5. 

Cette  évaluation  approximative  de  la  cote  est  sufDsante  dans  la  plu- 
part des  cas. 

Remarque  II.  — ■  Lorsque  la  droite  donnée  est  horizontale,  la  déter- 
mination de  la  cote  d'un  point  est  un  problème  qui  ne  se  pose  pas, 
puisque  tous  les  points  de  l'horizontale  ont  la  même  cote. 

Si  la  droite  est  verticale,  le  problème  est  indéterminé,  car  un  point 
n'est  pas  défini  par  la  seule  donnée  de  sa  projection  (lo). 

19.  Problème  Invei'se.  —  Une  droite  étant  définie  par  les  projee- 
tions  cotées  de  deux  de  ses  points,  déterminer  la  projection  d'un  point 
de  celle  droite  connaissant  sa  cote. 

Soit  à  déterminer  sur  la  droite  a(3j  6(7)  la  projection  du  point  de 
cote  !t  [ftg.  .3). 

1°  Méthode  cRArniQUE.   .—  On  rabat,  comme  au  |problème  précé- 
dent, le  plan  vertical  projetant  la  droite 
^,-1  "(3)  l>(l)  sur   le  plan  de  comparaison: 

,^''''      ]  on  obtient  en  a'b'  le  rabattement  de 

^'  ^--'T^- 1"^'       cette    droite.  Le    rabattement    m'    du 

I  j  ]  point   cherché  se  trouve  d'une  part  sur 

;  I I  ab     dautie  part    d  après  la   règle  du 

flO)    "'  m      rabattement  dun  plan  veitical  (17)     il 

est  à  une  distance  de  la  charnière  égale 

.  ah  cote  du  pomt  On  obtient  donc  un 

pj     23  setond  lieu  du  point  cheiche    m'    en 

portant  sur  bb  II  longueur  bc  égale 
à  4  unités  de  l'échelle  et  en  menant  pai  c  la  paiallèle  à  ab 
L'intersection  m'  de  cette  paiallele  et  de  ab  est  le  rabattement 
du  point  cherché:  On  en  déduit  la  piojection  m  du  point  en  abais 
sant  la  perpendiculaire  mm  sui  ab  (legle  du  rabattement  17) 
Le  problème  a  donc,  en  généial  une  solution  et  une  seule, 
a"  Méthode  kuméwque.  —  On  utiliseles  résultats  du  problème  pré- 
cédent. On  connaît  la  cote  de  M,  c'est-à-dire  la  inesore  de  la  Ion- 
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gueur  Mm   {fig.  31).  Comme  d'ailleurs     M|i  =  Mm— Aa,     la  for- 
mule (i)  du  n»  18  donne 

Mu  ,        Mm  —  ka  ,        i  —  3  ab 

Rb  —  Xa  Bb—Aa  7  —  3  i 

On  voit  ainsi  que  la  longueur  am  est  le  quart  de  ab,  ce  qui  permet 
de  construire  aisément  la  proiection  m  du  point  cherché. 

Remarque  I.  —  Si  la  droite  est  verticale,  il  suffit  pour  représenter  le 
point  cheiché  d'écrire  à  côté  de  la  trace  de  la  verticale  la  c«te  donnée. 

Remarque  II.  —  Si  la  droite  est  horizontale,  le  problème  est  impos- 
sible si  la  cote  donnée  n'est  pas  celle  de  l'horiïontale  ;  il  est  indéter- 
miné dans  le  cas  contraii-e,  car  tout  point  de  la  [droite  répond  à  la 
question . 

Applicatione.  —  On  peut  appliquer  la  construction  indiquée  plus 
haut  (jg)  à  la  détermination  des  points  consécutifs  de  cote  ronde  1,  a, 
3,  4,,..  d'une  droite  définie  par  les  projecUons  cotées  de  deux  de  ses 


points,  et,  en  ] 
la  droite,  qui  c 


irticulier,  à  la  détermination  de  la  trace  horiionlale  de 
t  le  point  de  cote  ;éro  de  cette  droite, 
suppose  la  droite  définie  par  les  points  a  (a)  et  b  (7) 
{fig.  aS},  on  détermine  le  rabat- 
tement a'b'  de  cette  droite  lors- 
qu'on rabat  sur  le  plan  de  com- 
paraison le  plan  vertical  qui  la 
projette.  On  porte  ensuite  bout  à 
bout  sur    66',   6    fois   l'unité  de 
l'échelle,    et  par    les   points  de 
division    obtenus,    on  mène  les 
parallèles  à  ab.  Des  points  où  ces 
parallèles   rencontrent    a'b',    on 
aliaisse  enfin  les  perpendiculaires 
a      (    "^      3     "^ — t~~t — 7~"  ^"^  "^    ^^  ^'°^  obtient  ainsi   les 

EchfUe  projections  des  points  de  cote  i, 

Fig,  !4  2,  3,...  de  la  droite  AB. 

Le  point  de  cote  zéro  de  la 
droite  AU,  c'est-à-dire  sa  trace  horizontale,  devant  coïncider  avec  son 
rabalfemenl  (17,  Rem.  Il,  est  le  point  commun  à  ab  et  a'b'. 

20.  Échelle  ou  graduation  d'une  droite.  —  On  appelle    échelle 


JÉSa 

•^0        I       i2\a    3        4       5        S       (7 
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on  graduation  d'une  droite  l'enscmMe  rormé  par  les  points  de  cotes 
rondes  de  la  droite, 

La  droite  ab  {fig.  a/t]  est  une  droite  graduée. 


iiii- 

Pente  et  intervalle  d'une  droite. 

;  d'une  droite.  —  Dëlinillon.  —  La  penle  d'une  droite  est 
la  tangente  trigommétrique  de  l'angle 
de  cette  droite  avec  le  plan  horizontal 
de  comparaison. 

Ainsi,  si  l'on  désigne  par  6  l'angle 

de  la  droite  AB  {flg.  35)  avec  le  plan 

horizontal    II,     c'est-à-diie    l'angle 

qu'elle  forme  avec  sa  projection  Ab 

p.     ^.  sur  ce  plan,  par  p  sa  pente,  on  a 

p  =  tg  e. 

Or,  si  l'on  considère  le  triangle  rectangle  AB6,  on  a 

,  =  .„=-. 

En  projetant  un  autre  point  C  de  la  droite  en  c  et  en  menant  Cy 
parallèle  à  ab,  le  triangle  rectangle  CyB  donne  de  infime 
Br         fib  —  Ce 

Si  l'on  remarque  que  B6  —  Ce  est  la  différence  entre  les  cotes  des 
points  B  et  C  ef  que  bc  est  la  distance  des  projections  de  ces  points, 
on  peut  énoncer  lé  théorème  suivant  : 

Thëorëine.  —  La  pente  d'une  droite  est  égale  à  la  valeur  absolue  du 
rapport  de  la  différence  des  cotes  de  deux  points  quelconques  de  la 
droite  àla  distance  des  pnjections  liorhontales  de  ces  deux  mêmes  points. 

Remarque.  —  La  pente,  étant  le  rapport  de  deux  longueurs  ou  la 
tangente  trigonométrique  d'un  angle,  est  un  nombre. 

Même  lorsqiie  la  pente  est  un  nombre  entier,  comme  a  par  exemple, 
pour   rappeler   cette   forme  du  rapport,  on  lui  donne  souvent  la 

forme  fractionnaire,  en  l'écriv.mt     — 
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Caspapticulierfi.  —  i°  Si  la  droite  est  horizontale,  l'angle  9  est 
nul  ;  donc  la  pente  d'une  horizontale  est  nulle. 

3i>  Si  la  droite  est  verticale,  la  pente  n'est  plus  définie.  Mais  si  l'on 
suppose  que  la  droite  varie  progressivement  jusqu'à  devenir  verti- 
cale, l'angle  S  se  rapproche  d'un  angle  droit  et  la  pente,  c'est-à-dire 
tg  0,  croit  indéfiniment.  C'est  pourquoi  l'on  dit  qu'une  verticale  a 
une  pente  infinie. 

22.  Intervalle  d'une  droite.  —  On  appelle  inienalle.  ou  modale 
d'une  droite,  le  nombre  qui  mesure  la  dislance  des  projections  horizon- 
tales de  deux  points  dont  les  cotes  di^rent  d'une  unité. 

Cette  distance  se  mesure  avec  la  même  unité  que  celle  qui  sert  à 
mesurer  les  cotes,  c'est-à-dire  avec  t'unité  de  l'échelle  graphique. 

Le  mot  inlervalte.  par  une  confusion  courante,  désigne  non  seule- 
ment le  nombre  qui  mesure  la  distance  des  projections  de  deux 
points  dont  les  cotes  diffèrent  d'une  unité,  mais  encore  cette  distance 
elle-même. 

Théorème.  —  La  pente  et  l'intervalle  d'une  droite  sont  deux  nombres 
Il  de  t'aulre. 


En  effet,  on  a  vu  (ai)  qu'en  prenant  sur  une  droite  deux  points 
quelconques  B  et  C  projetés  en  b  et  c  {fig.  aSjIapentep  de  la  droite 
est  donnée  par  la  formule 

Br 

Si  l'on  suppose  que  les  cotes  de  B  et  G  durèrent  d'une  unité, 
By  =  I,  on  a  il  i^  -1 —  Or,  ie  nombre  qui  mesure  bc  est  par 
définition  l'intervalle  de  la  droite.  Donc,  si  l'on  désigne  cet  inter- 
valle par    i,    on  a  bien     p  ^  -r-- 

Corollaire.  —  L'intervalle  d'une  droite  est  égal  à  la  colangente  de 
l'angle  formé  par  cette  droite  avec  le  plm  horizontal  de  comparaison. 

En  effet,  si  0  désigne  l'angle  d'une  droite  avec  le  plan  horizontal, 
on  sait  (ai)  que  la  pente  p  de  cette  droite  est 
p  =  tg  0. 

L'intervalle  i  delà  droite  étant  l'inversedc  la  pente,  ainsi  qu'on  vient 
de  le  démontrer  (22,  Théor,),  on  a  donc 

(2)  i=  j~-=<^otgl>. 
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Remarque.  —  Si  l'on  se  reporte  à  la  fig,  î5  où  l'on  suppose  que 
les  coles  des  points  B  el  C  diflïvenL  d'une  unité,  on  voit  que  dans  le 
triangle  rectangle  B^C  : 

1°  Le  côté  de  l'angle  droit  Bf  vaut  une  unité  ; 

a"  Le  côté  Cy  (égal  à  be)  est  égal  à  l'intervalle  i  de  la  droite  AB  ; 

3°  BCï  =  9  est  l'angle  de  la  droite  avec  le  plan  horizontal  de  com- 
paraison. 

Connaissant  deux  de  ces  éléments,  on  pourra  donc  construire  le 
triangle,  et  par  suite  on  pourra  aisément  construire  6  connaissant  i, 
et  réciproquement. 

23.  Pentes  et  intervalles  reinarquableB. —  Si  l'on  donne  à  B 
les  valeurs  remarquables  :  15°,  So",  6o",  on  obtient  par  la  trigonomé- 
trie les  valeurs  remarquables  de  p  et  de  i  : 

lo  6  =  ^5"  p  =  tg45"  =  —  i—  —  =:  t 

20  0  =  3o«  p  =  tg  3o«  =1  -J^  (  =  i-  =  v'â 


l:  6o°  P  =:;  tg  600  :: 


"     I  p  v'3  ■ 

Si  ti  =  o,  la  droite  est  horizontale,  sa  penf«  est  nulle  el  son  inter- 
valle est  infini. 

Si  6  =  90°,  la  droite  est  verticale,  sa  pente  est  inlinie  et  son  inler- 
valle  nul. 

Mais,  dans  la  pratique,  on  ne  parle  jamais  de  la  pente  ou  de  l'inter- 
valle des  horizontales  et  des  verticales. 

Dans  toutes  les  questions  concernant  la  droite  et  où  interviennent 
l'intervaUe  ou  la  pente,  on  devra  donc  supposer  a  priori  que  !a  droite 
n'est  ni  horizontale  ni  verticale. 

24.  Problème,  —  Trouver  l'intervaUe  d'une  droite  définie  par  les 
projections  cotées  de  deax  de  ses  points. 

Il  suffit,  comme  11  a  été  déjà  indiqué  (20),  de  déterminer  les  projec- 
tions de  deux  points  de  la  droite  dont  les  cotes  dlifèrenl  d'une  unité. 

Remarque.  —  La  distance  constante  qui  sépare  les  projections  de 
deux  points  de  cotes  rondes  consécutifs  sur  unedroite  graduée  mesure 
évidemment  l'intervalle  de  la  droite.  Il  résulte  de  là  que,  lorsqu'on 
connaît  la  projection  d'un  point  de  cote  ronde  d'une  droite,  Tinter- 
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valle  de  cette  droite  et  le  sens  dans  lequel  les  coles  croissent,  ( 
immédiafemenl  construire  l'échelle  de  la  droite. 

L'emploi  de  l'échelle  d'une  droite  est  très  commode  dans  les  épures. 
On  peut  en  effet  avoir  immédiatement  la  cote  approximative  d'un 


point  d'une  droite  g 


,  connaissant  sa  projection,  et,  inverse- 
ment, figurer  la  projection  d'un  point 
de  cette  droite  connaissant  sa  cote. 
Ainsi,  le  point  m  de  la  droite  ab  {Jig. 
bO)  étant  à  peu  près  aux  trois  quarts 
entre  la  projection  du  point  de  cote  a 
et  celle  du  point  de  cote  3,  est  la  projec- 
tion d'un  point  de  l'espace  ayant  envi- 
ron pour  cote  2,75. 


|IT. 
Distance  de  deux  points. 

25.  Problème.  —  Deux  points  étant  donnés  par  leurs  projections  co- 
.tées,  trouver  la  distance  qai  les  sépare  dans  l'espace. 

Premier  cas-  —  Si  (es  deux  points  a(5),  b(5)  (fig.  27,  I)   ont  des 
cotes  égales,  c'est-à-dire 


fl(Z).&(5) 


si  la  droite  qui  les  joint 
est  horizontale,  la  dis- 
tance ab  de  leurs  pro- 
jections est  égale  à  la 
distance  A.B  de  l'espace 
(5.  Rem.  IIl). 
sur  une  même  verticale. 


;  points  sont  sur  ui 

sont  confondues,  leur  dislance 


Deuxiènie  cas.  —  Si  les 
c'est-à-dire  si  leurs  projecti 
manifestement  égale  à  la  différence  de  leurs  cotes. 

Par  exemple,  les  points  a  (a).  b(5)  {flg.  u-j.  Il)  ont  pour  distance 
5  —  2^3  unités  de  l'échelle. 

Troisième  cas.  —  Les  deux  points  a(a),  &(7)  {fig.  28)  ne  sont 
ni  sur  une  même  horizontale,  ni  sur  une  même  verticale. 

i"  MÉTHODE  GRAPHIQUE.  —  On  Obtient  olors  la  dislance  des  deux  points 
en  rabattant  sur  le  plan  de  comparaison  le  plan  vertical  projetant  la 
droite. 
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Eneffet,  ce  rabattemerl,  déjà  effectué  (ï 8),  amène  le  segment  AB  de 
l'espace  en  vraie  grandeur  en  a'b'  ifig.  28)  dans  le  plan  de  comparai- 
son, a'b'  est  la  distance  cherchée. 


3°  Méthode  miHÉRiQUE.  —  Si  l'on  considère  dans  l'espace  le  plan 
vertical  projetant  la  droite  AI)  {Jig.  ag),  et  dans  ce  plan  le  triangle 
rectangle  ABy  obtenu  en  menant  par  A  la  parallèle  à  ab,  on  a  la 
relation 


AB'  : 


AB" 


:  (B6  — A(i)5- 


Par  suite,  si  l'on  désigne  par  S  la  distance  ab  des  projections  hori- 
zontales des  deux  points,  par  h  la  différence  Bb  —  ka  de  leurs 
cotes,  la  dislance   d  de  ces  deux  points  est  fournie  par  la  relation 

Remarque.  —  Si  l'on  connaît  la  valeur  numérique  p  de  la  pente  de 
la  droite  Alî,  on  a,  d'après  le  théorème  du  n»  si, 

'i 
P=   j-  ou  h  =  pS, 


qui  donne   d  en  fonction  de  p  et    S. 

26.  Problème  inverse.  —  Une  droite  étant  définie  dans  une  épare. 
déterminer  Us  points  de  la  droite  qai  sont  dans  l'espace  à  une  distance 
donnée  d'un  point  donné  de  la  droite. 

t'  Méthode  graphique.  —  On  utilise  encore  le  rabattement  du  plan 
"erUcal  projetant  la  droite,  de  façon  à  mettre  en  évidence  sur  l'épure 
la  vraie  grandeur  de  la  distance  de  deux  points  de  la  droite. 

Ainsi,  soit  à  chercher  les  points  de  la  droite  a  |3)  b  (5)  {fi^.  3o|  situés 
à    a  unités  de  distance  du  point  A.  Dans  le  rabattement  du  plan 
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vertical  projetant  ia  droite,  A  et  B  viennent 
pendiculaii'i 


a'  et  b'  sur  des  per- 
distarices  au!  =  3, 
bd'  =z  5.  On.  porte  alors  de  part  et  d'autre  de 
a',  sur  a'b',  les  longueurs  aV  et  a'à!  égales  à 
3  unités  de  l'échelle  :  c'  et  d'  sont  les  rabat- 
tements des  points  cherchés,  leurs  projections 
sont  c  et  d  et  leurs  cotes  respectives  ce'  et 
dd'   (règle  du  rabattement,  17). 

2"  Métuode  NUMÊRiqijE.   —    On  peut  aussi 

utiliser  la  relation  précédemment  établie  (ï5)  : 

d  —  è^/t-hpK 

'  '"'  ■"  Dans   le  problème  proposé,  on  connaît    d 

et  il  est  aisé  de  calculer  ia  pente  p  de  la  droite,  en  cherchant  d'abord 
l'intervalle 33,  (Théor.|,  On  en  déduit 


Éckell'^ 


si  obtenue  de  part  et  d'autre  de  n' 
lée,  on  a  les  projections  des  points 


En  portant  la  longueur  3 
sur  la  projection  de  la  dioite  > 
cherchés 

Remarque  —  Si  la  droite  sur  laquelle  on  doit  porter  la  distance 
donnée  est  horizontale  on  verticale,  le  problème  se  résout  irnniédi.i- 
tement  (a5    i"  et  28  Cas|. 


27.  Remarque  très  importante.  —  Nous  insisterons  encore  sur 
l'importance  du  rabattement  du 
plan  vertical  projetant  une  droite 
«(a)b(5)  tjlg.  3i)  en  rappelant  que 
dans  les  problèmes  traités  dans  les 
pages  précédentes,  ce  rabattement  a 
permis  de  mettre  en  évidence  : 

1°  Les  cotes  despoints  de  la  droite  : 

0       î       4       6       8       10  la  gQtg  j^  point  projeté  en  m  est  la 

longueur  mm'  ; 
'^'  "  3°  La  vraie  grandeur 

de  la  droite  :  la  distance  des  points  A  et  M  dans  l'espace  est  é 
à  la  longueur  a'm'  : 

3°  L'angle    D    de  la  droite  avei:  le  plan  horizontal,  qui  se  trc 
rabattu  ,en    a'ta. 
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Droites  concourantes. 


"  La  condiiwn.  eal  nécessair 


28.  Théorème.  —  La  candUion  nécessaire  et  suffisante  pour  qae 
deux  droites  définies  sur  ane  épare  soient  concourantes  dans  l'espace  est 
que  les  points  cominans  à  leurs  projections  aient  la  même  cote  sur  les 
deux  droites. 

.  —  Soient  AB  et  CD  deux  droites  de 
l'espace  dont  on  connait  les  projec- 
tions cotées  ab  et  cd  [fig.  3ï).  Si  ces 
droites  se  coupent  en  un  point  M, 
la  projection  de  ce  point  est  néces- 
sairement le  point  m,  où  se  rencon- 
trent les  projections  des  deux  droites, 
et  ce  point  m,  considéré  comme 
appartenant  à  l'une  ou  l'autre  des 
droites,  doit  être  affecté  de  la  même 
cote,  celle  du  point  M, 

2"  La  condition  est  si^sante.  — 
En  effet,  si  par  l'un  ou  l'autre  des  procédés  indiqués  au  n"  i8  on 
3  déterminé  les  cotes  des  points  de 
chacune  des  droites  projetés  en  m 
çtsi  l'on  a  trouvé  que  ces  cotes  sont 
égales,  les  droites  AB  et  CD  sont 
concourantes,  car  sur  la  verticale  du 
point  m  il  n'existe  qu'un  seul  point 
ayant  une  cote  donnée. 

Remarque  I.  —  Lorsque  les  pro-  fî-.s?, 

jections    horizontales     des    droites 

données  a{i)b{Q)el  c(5|  d(8)  ne  se  coupent  pas  danslcs  limites  de  l'épure 
{fig.  33),  on  trace  les  droites  ad  et  bc  qui  se  rencontrent  dans  les  limi- 
tes de  l'épure  et  qui  sont  les  projections  cotées  de  deuï  droites  AD 
et  BC,  s'appuyant  sur  les  droites  données.  Si  les  droites  AB  et  CD 
sont  concourantes,  elles  définissent  un  plan  qui  contient  AD  et  BG  ; 
par  suite  ces  dernières  droites  sont  également  concourantes. 
Le  même  raisonnement  montre  que,  réciproquement,  si  AD  et  BC 
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sont  concou  l'a  (lies,  il  en  est  de  même  des  droites  Alî  et  CD.  pourvu 
que  leurs  projeclions  ne  soient  pas  parallèles. 

Pour  reconnaître  si  les  droites  données  sont  concourantes,  on  est 

donc  ramené  à  vérifier  qne  les  droites    a{/t]  d(8)  et  b{(j)  c{5}   le   sont, 

et    cette    vérification   se   fait 


At    d\ 


s  l'a- 


i   montré 


plus  haut . 


,  ^  Ap& 


Remarque  II,  —  Lorsqu'on 
connaît  sur  les  droites  don- 
nées AB  et  CD  des  points  de 
même  cote,  en  particulier 
lorsqu'on  donne  les  éclielles 
FiK-  34  de  ces   droites    ifig.    34|,  un 

procédé  plus  rapide  consiste  à 
tracer  les  projections  mp  et  nq  do  deux  horizontales  s'appuyant  sur 
ces  droites.  Si  les  droites  données  sont  concourantes,  elles  détermi- 
nent un  plan  qui  contient  ces  tiorizontales  ;  celles-ci  sont  donc  paral- 
lèles, et  il  en  est  de  même  de  leurs  projections  mp  et  nq. 

Réciproquement,  si  mp  et  nq  sont  parallèles,  comme  elles  sont  les 
projections  dedeux  horizontales  s'appuyant  sur  les  droites  données,  ces 
horizontales  sont  parallèles  et  par  suite  définissent  un  plan  qui  contient 
les  droites  AB  et  CD;  donc 
ces  droites  sont  concourantes. 
Enrésumé,  reconnai  tre  que  les 
droites  données  sont  concou- 
rantes revient  à  reconnaître  le 
parallélisme  de  mpet  nq. 

29.    Cas  paptictLUer.    — 

Les  droites  données  ont  leurs 
projections  confondues. 
Soient  deux  droites  a|o)  b(3) 
et  c{i]  d|3)  dont  les  projections  ab  et  crf  sont  confondues  tfig.  35|,  Ces 
droites  sont  dans  un  même  plan  vertical  qui  les  projette  horizonta- 
lement l'une  et  l'autre;  donc  elles  sont  parallèles  ou  concourantes. 
Considérons  le  plan  vertical  qui  contient  les  deux  droites,  et 
rabattons-le  sur  le  plan  de  comparaison.  On  obtient  les  rabattementa 
des  droites  données  en  a'b'  et  r'd'  en  appliquant  la  règle  connue  du 
raijatlement  (17). 
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Suivant  que  les  droites  données  sont  parallèles  ou  se  coupent, 
leurs  rabatt«inent8  sont  également  des  droites  parallèles  ou  concou- 
rantes; dans  ce  dernier  cas  le  point  m'  où  se  rencontrent  leurs  rabat- 
tements est  le  rabattement  de  leur  point  d'intersection;  ta  projec- 
tion horizontale  m  de  ce  point  s'obtient  en  menant  la  perpendicu- 
laire m'ra  à  ab,  et  sa  cote  en  mesurant  le  segment  m'm  à  l'échelle  du 


Droites  parallèles. 

30.  Premier  cas  particulier.  —  Pour  qae  (feux  horizontales 
soient  parallèles,  il  faut  et  il  suffit  qae  leurs  projections  soient  parat- 

1°  La  condition  est  nécessaire. —  En  eiTet,  une  horizontale  étant  paral- 
lèle àsa  projection  horizontale (5,  IIIKsi  deux  horizontales  sont  paral- 
lèles, leurs  projections  le  sont  aussi. 

a»  La  eondition  est  saffisante.—  En  effet,  soient  ijig.  36)  leshorizon- 

_^ ^        taies  m{2)n(ï),  p(3)q(3),  dont  lea  projections 

"'('1  *'2l      sontparallèles.  Les  droites  de  l'espace  MN,  PQ 

parallèles  respectivement  à  leurs  projections 

~V(^i  çd)  mn,  pq  (5,  III)  sont  alors  parallèles  entre  elles. 

FiR.  36  Deuxième  cas  particulier-  — ■  Deux   verti- 

cales sont  toujours  parallèles,  comme  étant  per- 
pendiculaires l'une  et  l'autre  au  pian  de  comparaison. 

3i.  Cas  général.  —  Théorème.  —  Pour  qae  deux  droites  soient 
parallèles,  il  faat  et  il  saffit  que  leurs  projections  horizontales  soient 
parallèles,  qae  leurs  inteiualtes  soient  égaux  et  que  leurs  cotes  croissent 
dans  le  même  sens. 

1°  Les  conditions  sont  nécessaires.  —  En  effet,  nous  avons  vu  (6)  que 
deux  droites  parallèles  se  projettent  sur  un  même  plan  suivant  des 
droites  x>araUèle8;  en  particulier,  leurs  projections  sur  un  plan  hori- 
zontal sont  parallèles. 

De  plus,  deux  droites  parallèles  AB,  CD  ffig.  8}  font  le  même 
angle  avec  le  plan  horizontal,  car  les  angles  aigus    liAA'  et  DCC 


y  Google 


LE    POINT    ET    LA.    LIGNE    DROITE  27 

ont  leurs  côtés  parallèles  et  par  suite  sont  égaux.  Les  droites  AB, 
CD  ont  donc  la  même  pente,  et  par  suite  le  même  intervalle. 
Enfin,  deux  droites  parallèles  AB  et  CD  {fig.  37)  étant  situées  dans 
un  mÈme  plan,  les  droites  MP 
et  NQ,  par  exemple,  qui 
joignent  respectivement  les 
points  de  cotes  2  et  3  sur  ces 
droites  sont  des  horizontales 
de  leur  plan;  ces  horizontales 
sont  donc  parallèles  dans  l'es- 
pace, et  il  en  est  de  même  de 
leurs  projections  horizontales 
que  si  les  cotes  croissent  dans 

a°  Les  conditions  sont  su/fisanles.  —  En  effet,  si  les  droites  AB  et  CD 
ont  leurs  projections  parallèles,  leurs  intervalles  égaux,  et  leurs  gra- 
duations de  même  sens,  la  figure  mnqp  obtenue  en  Joignant  les  points 
de  cote  a  sur  les  deux  échelles,  puis  les  points  de  cote  3,  est  un  paral- 
lélogramme; il  en  résulte  que  les  horizontales  MP  et  NQ  sont  paral- 
lèles entre  elles,  d'après  le  premier  cas  particulier  considéré  (3o).  Ces 
horizontales  MP  et  NQ  déterminent  donc  un  plan  R,  qui  contient  les 
droites  AB  et  CD  ;  en  outre,  les  projections  de  ces  droites  étant  paral- 
lèles par  hypothèse,  les  plans  quilesprojettent  horizontalement  sont 
parallèles,  et  les  droites  AB  et  CD  sont  parallèles  entre  elles,  comme 
intersections  de  deux  plans  parallèles  par  le  plan  R. 


3â.  Problème-  —  Mener  par  un  point  donne,   wie  parallèle  à   ane 
droite  donnée. 

1°  Soit  à  mener  par  le  point  m(/ij  la  parallèle  à  la  droite  «(3)  (»(5) 


w(4l 


nlB\ 


{fig.  38, 1).  La  projection  de  la  droite  cherchée  est  d'abord  la  parallèle 
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mn  menée  par  m  k  ab;  sur  cette  paraUèlc  portons  une  longueur 
mn  =  ab  dans  le  même  sens  que  ab  ;  comme  la  différence  des  cotes 
des  points  A.  et  B  est  5  —  3  =  2,  ai  l'on  affecte  le  point  n  de  la  cote 
4  -K  :!  =  6,  la  droite  m(i)  ii|6)  est  la  droite  cherchée,  car  son  inter- 
valle          est  égal  à  celui  de  la  droite  donnée, 

a"  Si  la  droite  donnée  a(5)  6{5)  est  une  horizontale  (^3.  38,  III,  i! 
suffit  de. mener  par  le  point  donné  m  la  parallèle  à  ab  et  de  marnuev 
sur  cette  parallèle  un  deuxième  point  p  coté  i5- 


1.  Reconnaître  si  un  point  e 
donnée  dont  la  projection  passi 

2.  Construire  l'échelle  d'une  droite  passant  par  un  point  donné, 
connaissant  sa  projection  et  sachant  qu'elle  rencontre  une  droite 
donnée. 


4    M  n      p        n  I     ni  u 

1  ntal    30  t  à  di  I 

h         nt  l  D       t 

SMnp  ptud  de  pente  donnée  sachant  que 

1     d  t  d        1         h         ntal        deux  points  donnés  du  plan 

h  n    ntal  sont  l  n     pi     t  d       é 

6.  Mener  par  un  point  deux  droites  de  pentes  données  sachant  que 
le  segment  qui  joint  leurs  traces  horizontales  est  divisé  en  deux  pai'- 
ties  égales  par  un  point  donné.  Discuter. 

7.  Mener  par  deux  points  donn< 
que  les  horizontales  s'appuyant  ( 
donnée. 

8.  Mener  par  deux  points  donnés  ayant  même  cote,  deux  droites 
parallèles,  sachant  que  leurs  traces  horizontales  sont  respectivement  : 

1"  sur  deux  droites  données  J 

,    ..      ,  Il        -     f    dans  le  plan  de  compa- 

2°  sur  une  droite  et  un  cercle  donnes   S  raison 

3"  sur  deux  cercles  donnés  1 
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10.  Gfaduer  une  droite  définie  par  sa  projection,  la  cot( 
points  et  son  angle  avec  le  plan  horizontal. 

11 .  On  donne  deux  points  A  et  B  do  inôme  cote  et  vi 
graduée.  Tixiuver  les  points  M  de  D  tels  que  ; 

1°    les   deux  droites   MA,    MB    aient  des  pentes  égaies: 
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LE    PLAN 


Détermination  et  représentation  du  plan. 

33.  En  gcométrie.  un  plan  est  déterminé  : 
1°  Par  deux  droites  qui  se  coupent  ; 

a°  Par  deux  droites  parallèles  ; 

3°  Par  une  droite  et  un  point  extérieur  à  cette  droite  ; 
4°  Par  trois  points  non  en  ligne  droite. 

En  réalité  ces  diverses  déterminations  ne  sont  pas  distinctes  et  se 
ramènent  facilement  l'une  à  l'autre.  Ainsi,  dans  le  deuxième  cas,  en 
joignant  un  point  quelconque  de  l'une  des  deux  droites  parallèles  à 
un  point  quelconque  de  l'autre  ;  dans  le  troisième  cas,  en  joignant  le 
point  donné  à  un  point  quelconquede  la  droite  donnée  ;  dans  le  qua- 
trième cas.  en  joignant  deux  des  trois  points  donnés  au  troisième,  le 
plan  sera  déterminé  par  deux  droites  qui  se  coupent. 
Il  est  dès  lors  évident  qu'en  géométrie  descriptive  un  plan  pourra  ion- 
joars  être  représenté  par  les  projections  de 
deaw  droites  concourantes. 

Ainsi  (fig.  Sg),  les  deux  droites  concou- 
rantes 0(5)  bh),  (i(5)  cil),  qui  satisfont  à 
la  condition  énoncée  dans  le  théorème  du 
n°a8,  déilnissent  un  plan. 

34.  Plans  borizoutaux  et  verticaux.  —  Vn plan  horizontal  est  an 
plan  parallèle  au  plan  de  comparaison:  Tous  les  points  d'un  tel  plan 
ayant  évidemment  la  même  cote,  un  plan  horizontal  est  défini,  soit 
lorsqu'on  se  donne  sa  cote,  soit  lorsqu'on  connaît  la  projection  cotée 
d'un  seul  de  ses  points. 
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Un  plan  vertical  est,  comme  nous  l'avons  déjà  vu  (jG),  un  plan  per- 
pendiculaire au  plan  de  comparaison.  11  en  résulte  que  tous  les  plans 
verlicaux  sont  perpendiculaires  à  tous  les  plans  liorizonlaux. 

Par  un  point  passe  une  infinité  de  pians  verticaux  qui   contien- 
nent la  verticale  du  point  et  dont  les  traces  sur  le  plan  de  compa- 
*      raison  passent  par  la  projection  du  point, 
/^  Un  plan  vertical  est  défini  si  l'on  se  donne  sur 

y^  répure  la    droite  ab  tfîg.  io)  suivant  laquelle  il 

u  X  coupe  le  plan  de  comparaison.  On  désignece  plan 

Fig,  Ml  en  disant  :  le  plan  vertical  ab. 


33. Horizontales  d'un  plan.  —  UéllnlUou.  —  Les  horizontales  d'an 
plan  P  sont  les  droites  de  ce  plan  qui  sont  parallèles  au  plan  hori- 
zontal . 
Les  propriétés  principales  de  ces  droites  sont  les  suivantes  : 
1°  Ce  sont  les  droites  d'intersection  du  plan  P  avec  les  plans  hori- 
zontaux : 

3°  Elles  sont  parallèles  entre  elles,  comme  intersections  de  plans 
parallèles  et  du  plan  P. 

3"  Une  liorizon laie  d'un  plan  est  définie  par  sa  cote; 

4=  La  trace  AB  du  plan  P  {fig.  !,i) 
sur  le  plan  de  comparaison,  appelée 
trace  horizontale  de  P,  est  l'horizontale 
de  cote  zéro  du  plan  ; 

5°  Les  horizontales  d'un  plan  P, 
parallèles  dans  l'espace  (a"),  sont  paral- 
lèles en  projection  (6). 

Remarque.  —    Si  le  plan  P  n'est  pas 
horizontal,  la  direction  de  ses  horizontales  est  définie  et  unique. 

Si  le  plan  P  est  horizontal,  c'est-à-dire  parallèle  au  plan  de  compa- 
raison (34),  toute  droite  de  ce  plan  est  horizontale;  la  direction  de 
ses  horizontales  est  indéterminée  et  les  énoncés  précédenis  no  s'appli- 
quent plus. 


,    Problème.  —  Construire  dans  un  plan  défini  par  deux  droites 
irantes,  une  horizontale  de  cote  donnée. 
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MiîTHODK.  —  Il  suffit  de  chercher  sur  les  deux  droites  qui  définis- 
sent le  plan,  les  deux  points  qui  ont  la  cote  donnée,  en  appliquant 
la  construction  indiquée  au  n°  ig  ou  en  otiUsanl  la  graduation,  lors- 
que c'est  possible, 

-  Soit  à  déterminer  l'horiïonlale  de  cote    3  du  pian 

Graduons  les  droites  a(4)  W»!  et 
a{!i)c(i\  en  divisant  ab  et  ae  res- 
pectivement en  î  et  3  parties 
égales.  En  joignant  les  projec- 
tions d  et  e  des  points  ile  cote  3 
de  ces  droites,  nous  aurons  l'ho- 
rizontale chercliée  d(3}  e(3| . 

Remarque  1.  —  Toutes  les 
horizontales  d'un  plan  étant 
parallèles  (35.  5°),  quand  on  en 

connaît  une.  pour    en  avoir  une  seconde,  il  suffit  d'en  déterminer 

an  seul  point. 

■"L'horizontale  de  cote  /idu  plan  a{l,)b{-i}<:{i)  (/ty.  ia)  est  la  droite 
al4)il5)  dontla  projeclion  est  la  parallèle  a/ menée  par  ak  la  projec- 
tion de  de  l'horizontale  de  cote  3  déjà  connue  ; 

a"  La  trace  horizonlale  du  même  plan  est  la  parallèle  g{o)  h{o)  à 
<((3)e(3),  menée  par  le  point  ^{o)  delà  droile  a(4;g(o). 

Remabqub  II.  —  Le  problème  qui  vient  d'être  trail*  peut  encore 
s'énoncer  de  la  manière  suivante  : 

Troaver  l'intersection  d'an,  plan  dèfinipar  deux  droiies  concourantes 
eta'un  plan  horizontal  de  cote  donnée. 

37.  Lignes  déplus  grande penle d'un  plan,  — Délinition.—  On 
appelle  lignes  de  plus  grande  penle  d'un  plan  P,  les  droites  MN,M'N'  de 
ce  plan  qui  sont  perpendiculaires  aux  horizontales  du  plan  ifig.  iS), 

Ces  droites  jouissent  des  propriétés  suivantes  : 

jo  Par  tout  point  du  plan  passe  une  ligne  de  plus  grande  penle  et  anc 
seule  ; 

ï"  Les  lignes  de  plus  grande  penle  d'un  plan  sont  parallèles  entre 
elles  dans  l'espace .  Parsiiite{Q)  leurs  projections  sont  égalemeid  parai- 
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3°  De  toutes  les  droites  d'un  plan,  les  lignes  de  plus  grande  pente  sont 
celles  qaifont  avec  le  plan  horizontal  le  plus  grand  angle  {voir  Grévy, 
Géométrie  dans  l'espace,  4o5)  et  par  conséquent  ont  la  plus  grande 
pente  ;  d'où  leur  dénomination  ; 

h°  L'angle  droit  formé 
dans  l'espace  par  une 
horizontale  et  une  ligne 
de  plus  grande  penle, 
ayant  un  côté  horizontal, 
se  projette  suivant  un 
an^Ie  droit  (voir  Grétï, 
Géométrie  dans  l'espace, 
io3),  d'où  le  théorème 
suivant  : 

Théorème.    —    Sur 

une  épure,  les  projections 
des  lignes  de  plus  grande 
pente  d'un  plan  sont  per- 
pendiculaires à  celles  des 
^''^-  *^  horizontales  de  ce  plan. 

Remarque  I.  —  Los  propriélcs  précédentes  ne  s'appliquent  que  si 
le  plan  n'est  pas  horizontal. 

Dans  un  plan  horiïontal,  toutes  les  droites  sont  horizontales,  leur 
pente  est  nulle,  il  n'y  a  donc  pas  de  pente  maximum,  ou,  si  l'on  veut 
«ncore,  toutes  les  droites  du  plan  sontdes  lignes  de  plus  grande  pente. 
Remarque  II.  —  Dans  un  plan  vertical,  les  lignes  de  plus  grande 
pent«  sont  des  verticales  ;  par  suite  leur  projection  se  réduit  à  un 
point  et  les  propriétés  3°  et  It"  disparaissent. 

38.  Problème.  —  Dans  un  plan  défini  sur  une  épure,  tracer  la  ligne 
de  plus  grande  pente  passant  par  un  point  donné. 

Méthode,  —  On  commence  par  déterminer  la  direction  des  hori- 
zontales du  plan  (36).  Puis,  par  la  projection  du  point  donné,  on 
mène  la  perpendiculaire  à  cette  direction  :  c'est  la  projection  de  la 
droite  cherchée  (87,  4»),  qu'il  ne  reste  plus  qu'à  graduer. 

Exemple.  —  Soit  k  trouver  dans  le  plan  a(4)  b(i)  c(2)  la  ligne  de 
plus  grande  pente  passant  par  le  point  a(4)  {Jig.  44). 

CUOLLBT  El  MiNEDB,  I.  3 
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En  prolongeant  «c  d'ui 


plan,  il  suffirait  de  mener 
demandée  serait  gla)  h{i}. 
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jucur  égale  à  sa  moitié,  on  obtient  le 
point  d(i)  de  la  droite  a{i)  c(ï|.  En 
joignant  les  points  6  et  d,  on  a  alors 
l'horizontale  6(i)d(i).  En  menant 
ensuite  par  a  la  perpendiculaire  af 
à  bd,  on  obtient  la  ligne  de  plus 
grande  pente  a(i)/(i). 

Si  l'on  voulait  avoir  maintenant 
!a   ligne  de   pente  du   point  ^(a), 
pris  sur  l'horizontale  de  cote  2    du 
la  parallèle  gh  à  af  (35,    2")  :   la  droite 


39.  Représentation  d'un  plan  par  une  ligne  de  plus  grande 
])enle.  Théorème.  —  Une  ligne  de  p/uî  grande  pente  d'an  plan  suffit 
à  déterminer  complètement  ce  plan. 

En  effet,  si  un  plan  admet  comme  ligne  de  pente  !a  droite 
f((o)  b{i]  {fig.  451,  on  obtient,  par  exemple,  l'borizontale  de  cote  o  du 
plan  en  menant  par  a  la  per- 
pendiculaire à  ab  (37,  Théor.l; 
le  plan  est  alors  défini  par  les 
doux  droites concuuranti's«(o|t)(i) 
et  aio]c{oi. 

Conséquence.  —  En  géomé- 
trie cotée,  on  définit  souvent  et 
on  représente  un  plan  sur  une 
épure  en  se  donnant  une  de  ses 
lignes    de    plus    grande  pente. 
Pour  indiquer  que  la  droile  donnée  est  une  ligne  de  plus  giande 
pente  d'un  plan,  on  représente  sa  projection  au  moyen  de  deux  traits 
parallèles  et  très  rapprochés  Ifîg.  46). 

Ce  mode  de  représentation  doit  son  importance  à  sa  simplicité  et 
surtout  à  ce  fait  qu'il  donne  une  détermination  immédiate  des  hori- 
zonlales  du  plan,  qui  sont  d'un  usage  constant  dans  la  plaparl  des 


s  relatifs  a 


40.  DétinltlcDB.  —  Une  ligne  de  plus  grande  pente  d'un  plan, 
lorsqu'elle  est  graduée,  se  nomme  une  échelle  de  pente  du  pian. 
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Pente.  intervalLe  ou  module  d'un  plan.  —  La  penle  d'un  plan 
est  la  pente  d'une  quelconque  de  ses  lignes  de  plus  grande  pente. 

L'intervalle  ou  le  module  d'un  plan  est  l'intervalle  d'une  ligne  de 
plus  grande  pente  de  ce  plan  ;  l'inlervalle  d'un  plan  est  donc  la  dis- 
tance des  projections  de  deux  points  de  cotes  rondes  consécutifs  sur 
son  échelle  de  pente. 

De  ces  définitions,  il  résulte  que  la  pente  et  l'intervalle  d'un  plan 
sont  deuK  nombres  inverses  l'un  de  l'autre  (aa,  Théor-). 


111. 

Problèmes  fondamentaux  sur  le  plan. 

41.  Problème.  ~  Déterminer  la  cote  d'un  point  d'an  plan,  connais- 
sanl  sa  projection. 

Premier  exemple.  —  Supposons  le  plan  P  défini  par  une  échelle 
de  pente  (Jïg.  47)- Cherchons  la  cotedu  point  M  de  ce  plan  projeté  en 
m.  L'horizontale  du  plan  passant  par  le  point  M  se  projette  suivant 
la  perpendiculaire  mn  abaissée  du  point  m  sur  l'échelle  de  pente  ; 


Fig.  il  Flg,  48 

cette  horizontale  rencontre  la  ligne  de  plus  grande  pente  qui  définit 
leplan  P  en  un  point  projeté  en  n.  En  déterminant  la  cote  de  ce  point 
sur  la  ligne  de  plusgrande  pente  (iS),  on  a  la  cofedu  point  M.  Dans 
notre  figure,  la  cote  cherchée  est  approximativement  2,6. 
Deuxième  exemple.  —  Supposons  le  plan  P  défini  par  doux,  droi- 
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tes  concourantes  a(i)  6(3)  «(a)  (Jîg.  i8)  et  proposons-nous  de  détermi- 
ner encore  la  cote  du  point  M  de  ce  plan  projeté  en  m. 

On  remarque  que  bm,  par  exemple,  est  la  projection  de  la  droite 
BM  du  plan  joignant  le  point  M  au  point  B  de  la,  droite  o(i)  6(3). 
Cette  droite  rencontre  a(4)  e{2)  au  point  D  projeté  en  d,  et  dont  on 
détermine  la  cote,  comme  nous  l'avons  indiqué  au  n°  i8  ;  dans  notre 
épure,  la  cote  de  D  est  approximativement  i,  5,  On  détermine  ensuite 
par  le  même  procédé  la  cote  du  point  M  sur  la  droite  6(3)(i(i,5). 

On  peut  encore  déterminer  au  préalable  la  direction  ce  des  hori- 
zontales du  plan,  en  joignant  par  exemple  les  points  de  cote  a  sur  les 
droites  a(4)  c{a)  et  a(4)  b{3)  ;  l'horizontale  du  plan  passant  par  M  est 
alors  projetée  suivant  la  parallèle  m/ menée  par  m  à  la  droite  ce.  On 
obtient  la  cote  de  cette  horizontale  en  déterminant  (i8)  celle  du 
point  /  où  elle  rencontre  a(4)  6(3)  (approximativement  a,  6]  :  cette 
cote  est  celle  du  point  M. 

Remarque.  —  Le  problème  qu'on  vient  de  résoudre  peut  s'énon- 
cer :  Déterminer  le  point  d'intersection  d'un  plan  avec  la  verticale  dont 
la  trace  horizontale  est  m  (fig.  k']  et  48). 

42.  Problème.  —  Iieconnallre  la  position  d'un  point  de  l'espace  par 
rapport  à  un  plan  donné. 
Soit  par  exemple  à  reconnaître  si  le  point  m(3,8)  est  au-dessus  ou 
au-dessous  du  plan  P  déflni  par  une  échelle  de 
m  [j,s]     pente  (Jîg.  49).  ou  encore  s'il  appartient  à  ce  pian. 
Pour  cela,  on  cherche,  comme  nous  l'avons  indi- 
qué   (4j),    la   cote  du  point  du  plan    dont  la 
projection  est  m. 

Mi.'')        Si  cette  cote  est  égale  à  celle  du  point  donné 

M,  ce  point  est  dans  le  plan  ;  si  eUe  est  inférieure 
à  celle  du  point  M,  ce  point  est  au   dessus  du 
plan  ;    si  elle  lui  est  supérieure,  le  point  M  est 
au-dessous  du  plan, 
jjg.  49  Dans  la  figure  49,  on  voit,  sans  qii'il  soit  néces- 

saire de  faire  de  construction,  que  le  point  m[a,8) 
est  au-dessous  du  plan,  et  que  le  point7i(3,4)  est  au-dessus. 

43.  Problème.  —  Déterminer  une  droite  d'un  plan  connaissant  sa 
projection . 
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Soit,  par  exemple,  à  déterminer  la  droite 
Â.Bdu  plan  P  [fig-  5o),  défmi  par 
une  échelle  de  pente,  connaissant 
la  projection  ab  de  cette  droite.  La 
droite  A.B  rencontre  toutes  les  hori- 
zontales du  pian  P  ;  par  suite,  si  on 
trace  les  projections  des  horizontales 
de  cotes  rondes  de  ce  plan,  elles  ren- 
contrent ab  en  des  points  qui  sont 
les  projecfions  des  points  de  la 
droite  AB  ayant  les  mêmes  cotes  que 
ces  horizontales.  On  a  donc  immé- 
diatement l'échelle  delà  droite  AB. 
Si  la  droite  ab  était  perpendicu- 
laire à  l'échelle  de  pente  dn  plan, 
elle  serait  la  projection  d'une  hori- 
pourrait  avoir  immédiatement  sa  cote  (4i). 

Deuxième  exemple.  —  Un  plan  étant  défini  par  les  deux  droites 
concourantes   a[h)  6(6)   et  a[l\)  c(s) 
(jlg.  5i),  soit  à  déterminer  la  droite 
de  ce  plan  projetée  suivant  mil. 

On  peut  résoudre  la  question  en 
déterminant,  comme  au  n°  18,  les 
cotes  des  ,  points  D  et  F  où  la 
droite  rencontre  respectivement  les 
droites  a(4)  6(6)  et  a(i)  c(a). 

Si  l'on  veut  voir  la  graduation  de 
la  droite,  il  suffit  de  déterminer  les 
points  où  mn  rencontre  successive- 
ment les  horizon  talcs  de  cotes  rondes 

REMA.RQUIÎ.  —  Le  problème  que 
nous  venons  de  traiter  peut  encore  s'énoncer  :  Déterminer  la  droite 
d'intersection  d'an  plan  quelconque  avec  le  plan  vertical  dont  la  trace 
horizontale  est  mn. 


44.  Problème.  —  ReconnaUre  s 
donné. 


£  droite  donnée  est  dans  an  plan 
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Pour  qu'une  droite  AB  apparLienne  à  un  plan  P,  il  faut  et  il  sutQt 
que  cette  droite  rencontre  deux  droites  quelconques  du  plan  P. 

Par  suite,  ai  la  droite  est  donnée  par  sa  projection  cotée,  ie  plan 
par  deux  droites,  il  suffira  de  vérifier  que  la  droite  donnée  rencontre 
les  deux  droites  du  plan  (^S). 

Si  le  plan  est  défini  par  une  échelle  de  pente,  on  vérifiera  qu'elle 
rencontre  deux  horizontales;  pour  cela,  on  cherchera  si  les  points  de 
la  droite  projetés  aux  points  où  sa  projection  rencontre  les  projections 
des  horizontales  choisies  ont  les  mêmes  cotes  que  ces  horizontales. 

4B.  Problème.  —  Mener  dans  un  plan,  par  un  point  de  ce  plan,  une 
droite  de  pente  donnée. 

Soit  à  mener  dans  le  plan  Q,  défini  par  une  échelle  de  pente,  une 
droite  de  pente  p  passant  par  le  point 
m(5)  du  plan  {fig.  52).  Supposons  le 
problÈme  résolu  et  soit  nid  la  projection 
de  la  droite  cherchée,  sur  laquelle  nous 
prenons  le  point  N  dont  la  cote  est  i, 
inférieure  d'une  unité  à  ceûe  du  point 
donné;  celte  droite  sera  complètement 
déterminée  si  l'on  connaît  la  projection 
n  du  point  N.  Or,  un  premier  lieu  du 
point  n  est  la  projection  horizontale  gk 
de  l'horizontale  de  cote  l\  du  plan 
donné,  que  l'échelle  de  pente  du  plan 
^'B- *^  permet  de  tracer  immédiatement;    de 

plus  le  segment  nin  est  égal  à  l'intervalle 

i  —  —     de  la  droite  cherchée,  de  sorte  que  la  circonférence  de  cen- 

P 
trc  iw  et  de  rayon     —  est  un  deuxième  lieu  du  point  n.  Cette  cir- 
conférence rencontre  généralement  la  droite  jrfc  en  deux  points  n  et 
r,  et  les  droites  m(5)/i(i),  m(5)  r[!t)  répondent  à  la  question. 

Discussion.  —  Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit 
quela  droite  3^  rencontre  la  circonférence,  c'est-à-dire  que  gh  ^mn. 
En  désignant  par  I  et  P  l'intervalle  et  la  pente  du  plan  donné 
{ 1  =;  —  1 1  comme  I  ^  gh,  cette  condition  s'écrit  encore  I  ^  i 
ou     -^  <  —     ou  enfin    P  >  p. 
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Ainsi  la  pente  du  x>l8n  doit  être  supérieure  ou  égale  à  la  pente 
donnée  de  la  droite  cherchée;  cette  condition  était  évidente  a  priori, 
car  lea  lignes  de  plus  grande  pente  d'un  plan  sont  parmi  toutes  les 
droites  du  plan  celles  qui  ont  la  pente  maxima. 
En  résumé,  si  P  >  p,  le  problème  admet  a  solutions  ; 

si  P^^p,  —        admet  une  solution  unique,  et  la 

droite  demandée  est  la  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  passant 
par  le  point  donné; 

si  P  <p,  le  problème  n'a  pas  de  solution. 
Remarque  I.  —  Dans  la  pratique,  la  pente  donnée  p  est  générale- 
ment exprimée  par  une  fraction,  et  il  peut  être  compliqué  de  con- 
struire le  rayon     — -     On  procède  alors  d'une  façon  un  peu  diiTé- 
rente.  Soit,  par  exemple,  à  mener  parle  point  m(5,5)  du  plan  Q  une 
{fig.  S3),  l'intervalle  de 


droite  de  ce  plan  ayant  pour  pent< 

celte  droite  étant  par  conséquent     -^-     Au  lieu  de  chercber 


deuxpoints  de !a  droite 
dont  la  cote  diffère 
d'une  unité  de  celle  du 
point  donné,  on  cher- 
che un  point  dont  la  cote 
en  diffère  de  3  unités, 
en  moins  par  exemple. 
Un  premier  lieu  de  la 
projection  n  de  ce  point 
est  la  projection  gk  de 
l'horizontale  du    plan 


5.5- 


2,5; 


un  deuxième  lieu  est  la 
circonférence  de  centre 
m  et  de  rayon  égal  à 
3  fois  l'intervalle  de  la 
droite  cherchée,  c'est- 


3x-i 


unités  de  l'échelle  du  dessin.  l,a  solution  s'acliève  ensuite    i 
plus  haut. 
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e  générale,  on  aura  uti  deuxiome  point  n  de  la  pro 
jection  de  la  droite  cherchée  à  l'intersection  de  la  projection  de  l'ho- 
rizontal du  plan  dont  la  cote  diffère,  en  plus  ou  en  moins,  de  celle  du 
point  donné  du  nombre  d'unités  égal  au  numérateur  de  la  pente 
donnée  (ou  d'un  multiple  du  numérateur),  avec  la  circonférence  de 
centre  m  et  dont  le  rayon,  mesuré  à  l'échelle  du  dessin,  égale  le 
dénominateur  de  cette  pente  (ou  un  équimultiple  du  dénominateur). 
On  évite  ainsi  de  tracer  des  circonférences  de  rayon  trop  petit,  qui 
entraîneraient  des  erreurs  graphiques  sensibles. 

Remarque  II.  —  Le  problème  préwSdent  peut  aussi  être  énoncé  de 
la  façon  suivante:  Mener  dans  an  plan,  par 
c        vn  point  de  ce  plan,  une  droite  faisant  un. 
angle,  donné  «  avec  le  plan  horizontal. 

En  elîet,  construisons  un  triangle  rec- 
tangle abc  dont  l'un  des  angles  aigus  soit 
égal  à  l'angle  donné  a,  le  côté  opposé  ac 
étant  égal  à  une  unité  de  l'échelle  du  dessin 
(fig.  54);  on  a 


FiR,  M 


■   ab  ' 


ab 


Tout  revient  alors,  d'après  la   définition  de  la  pente  d'une  droite 
(ai),   à  construire  une  droite  du  plan  donné  dont  la  pente  est     — r-. 

c'est-à-dire  dont  l'in- 
tervalle est  ab  :  l'équi- 
valence des  deuK  énon- 
cés est  donc  évidente, 

46.    Problème.     — 

Mener  par  une  droite 
donnée  un  plan  de  pente 
donnée . 

Soit  à  mener  par  la 
droite  graduée  A.B  un 
plan  de  pente  donnée 
P  IJig.  55).  On  pourrait 
construire  immédiate- 
mentl'échelle  de  pente 
connaissait  les  projections  de  deux  horizontales 
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de  cotes  rondes  de  ce  plan,  par  exemple  celles  qui  passent  par  les 
points  /i(3)  et  m(i)  de  la  droite  donnée.  Supposons  donc  construites 
les  projections  mh  et  ng  de  ces  liorizontales  ;  leur  distance  est  égale  à 
l'intervalle  du  plan,  c'est-à-dire  à.  l'inverse  de  la  pente  donnée  P. 
Par  conséquent  ng  est  tangente  à  la  circonférence  de  centre  m  et  de 
rayon  —  ;  en  menant  ensuite  par  ra  la  parallèle  mh  à  la  droite  ng 
ainsi  construite,  on  en  déduit  aisément  une  échelle  de  pente  Q  du 
plan  cherché. 

Discussion.  —  Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  l'on 
puisse  mener  par  le  point  n  une  tangente  à  la  circonférence,  c'est-à- 
dire  que  la  distance  mn  soit  supérieure  ou  au  moins  égale  au  rayon 
de  cette  circtinférence,     mn  ^  ■^.      Or,  si  on  désigne  par  p  et  i  la 

pente  et  l'intervalle  de  la  droite  donnée     [  i  =  —  )■     on  a     mn  —  i. 

La  condition  trouvée  peut  donc  s'écrire    <  !^  p-     ou     -—  ^  ^,     ou 

enfin    P  ^  p,     condition  évidente  a  priori. 

Comme,  par  un  point  exté- 
rieur h  une  circonférence,  on 
peut  généralement  mener 
deux  tangentes  a  celte  cir- 
conférence, si  P  >  p,  on 
oh  tient  deux  plans  Q  et  R 
répondant  à  la  question;  si 
P  =  p,  a  n'y  a  qu'un  sfeul 
^<,-^  plan  admettant  la  droite 
^'^  donnée  comme  ligne  de  plus 

grandepente;enfln  si  P  <:p, 
le  problème  n'a  pas  de  solu- 

Remarque    1.    —    Dans   la 
pratique,  la  pente  donnée    P 

^- ! i- —^ '-■■■  ■        du  plan  cherché  est  générale- 

gclmlle  ment   une  fraction,  et   pour 

j.|    55  les   raisons  déjà   exposées    à 

propos  du  problème  précé- 
dent, on  est  obligé,  pour  éviter  des  constructions  trop  complexes,  de 
modifler  légèrement  la   solution  qu'on  lient  de  lire. 
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r  par  la  droite  AB    un  plan  { 


I  pente 


(M- m; 


au  lieu  de  chercher  à  construire  deux  horiaontales  du  plan  dont  les 
cotes  dîHferent  d'une  unité,  on  ctierche  les  projections  de  deux  hori- 
zontales dont  les  cotes  diHêrent  de  5  unités,  par  exemple  celles  qui 
passent  par  les  points  m(8)  et  n(3)  de  la  droite  donnée;  la  distance 
des  projections  de  ces  horizontales  est  égale  à  5  fois  l'intervalle  du 


pi.i 


—,     c'est-à-dire  à    5X-ï-  ^3     unités  de  l'échelle  du  des- 


sin ;  d'où  la  construction  suivante  ; 

Du  point  m  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  3  unilcs  de 
réchellc  du  dessin,  on  décrit  une  circonférence  et  par  le  point  n  on 
mène  les  tangentes  à  cette  circonférence;  ces  tangentes  sont  les  pro- 
jections des  horizontales  de  cote  3  des  plans  répondant  à  la  question. 
La  solution  s'achève  comme  plus  haut. 

Remarque  II.  —  Les  constructions  sont  en  défaut  lorsque  la  droite 
donnée  est  horizontale,  car  on  ne  peut  plus  prendre  sur  cette  droite 
des  points  de  cotes  difféientes.  Ainsi,  soit  à  mener  par  l'horizontale 

nplan  de  pente  -^  {flg.  57)  ;  on  a  immédiatement  la  projection 

d'une  deuxième  horizontale  •  du 
plan  cherché  en  menant  la  parallèle 
cd  3.  ab  k  une  distance  égale  à  5  fois 
l'intervalle  ~  du  plan  cherché, 
c'est-à-dire  à  une  distance  égale  à 
5  X  -î-  =^  3    unités   de    l'échelle 

du  dessin.  La  cote  de  cette  deuxième 
horizontale  diffère  de  celle  de  l'hori- 
zontale donnée  de  5  unités,  elle  est 

soit    8-1-5  =  i3,    soit    8  —  5  =  3, 

d'où   deux  plans    répondant    à  la 

Q  I  2  3  question,  dont  on  construit  aisément 

ÉchcUi  les  échelJes  de  pente  Q  et  R. 

^'^'  ^'  Remarque  III.—  Le  problèmepré- 

cédent  peut  encore  s'énoncer  de  la  façon  suivante  ;  Mener  par  me 

droite  donnée  an  plan  faisant  an  angle  donné  a  avec  te  plan  horizonlat. 
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En  effet,  puisque  l'angle  aigu  a  d'un  plan  avec  le  plan  horizontal 
est,  par  définition,  l'angle  formé  par  une  de  ses  lignes  de  plus  grande 
pente  avec  le  plan  horizontal,  en  désignant  par  P  la  pente  donnée  du 
plan  cherché,  on  a  P  =  tg  a;  on  peut  construire  aisément  (45, 
Rem.  Il)  l'intervalle  de  ce  plan,  et  l'équivalence  des  deux  énoncés 
devient  évidente. 


Droites  et  plans  parallèles. 

47.  Tliéorème.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisant!;  pour  que 
deux  plans  soienl  parallèles  est  que  tes  lignes  de  plus  grande  pente  des 
deux  plans  soient  parallèles. 

La  condition  est  nécessaire.  —  En  efîet,  ai  deux  plans  sont  parallèles, 
les  horizontales  de  ces  plans  sont  parallèles,  comme  intersections  de 
deuï  plans  parallèles  par  des  plans  horizontaux,  eux-mêmes  paral- 
lèles. Si  on  mène  alors  un  plan  perpendiculaire  à  la  direction  com- 
mune de  leurs  horizontales,  ce  plan  coupe  les  deux  premiers  suivant 
des  lignes  de  plus  grande  pente  et  ces  lignes  sont  parallèles,  comme 
intersections  de  deux  plans  parallèles  par  un  troisième  ;  donc,  leurs 
projections,  c'est-à-dire  les  échelles  de  pente  des  plans  sont  parallèles. 

La  condition  est  suffisante.  —  En  effet,  si  deux  plans  ont  leurs  lignes 
de  plus  grande  pente  parallèles,  ils  ont  également  leurs  horizontales 
parallèles,  puisque  les  projections  de  ces  horizontales,  perpendicu- 
laires aux  projections  'parallèles  des  lignes  de  plus  grande  pent« 
des  deux  plans,  sont  parallèles.  Chaque  plan  peut  alors  ôtro  considéré 
comme  défini  par  deux  droites  de  directions  différentes,  parallèles  à 
de  ux  droites  de  l'autre  plan  ;  les  plans  sont  donc  parallèles. 

Remarque.  —En  rapprochant  ce  théorème  de  celui  établi  au  n'Si.on 
peut  dire  encore;  Pour  que  deux  plans  soient  parallèles,il  faut  et  il  suffit 
que  leurs  échelles  de  pente  soient  parallèles,  que  leurs  intervalles  soient 
égawx,  et  que  les  cotes  croissent  dans  le  même  sens  sur  les  échelles  de  pente. 

48.  Cas  partiouliera.  —  l.  Deux  plans  horizontaux  quelconques 
sont  parallèles. 

U.  Pour  que  deux  plans  verticaum  soient  parallèles,  il  faut  et  il  suffit 
que  leurs  traces  horizontales  soient  parallèUs. 
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["La  condition  est  nécessaire,  car  si  deux  plans  verticaux  sont  paral- 
lèles, leurs  traces  horizontales  sont  parallèles  comme  intersections  de 
deux  plans  parallèles  par  un  troisième. 

a°  La  condition  est  suffisante,  car  si  deux  plans  verticaux  ont  leurs 
traces  horizontales  parallèles,  ces  plans  ont  deux  directions  com- 
munes, celle  de  leurs  horizontales  et  celle  des  verticales, 

49,  Problème.  —  Mener,  par  un  point  donné, 
le  plan  parallèle  à  an  plan  donné. 

Premier  exemple. —  Soit  à  mener  par  le  point 
a(3}  le  plan  parallèle  au  plan  P  défini  par  une 
échelle  de  pente  {fig.  58). ,  On. sait  a  priori  (Jt-j, 
ilem .  )  que  l'échelle  de  pente  du  plan  cherché  est 
parallèle  à  P;par  suite,  la  projection  de  l'horizon- 
tale AB  de  ce  plan  passant  par  le  point  donné  A 
est  la  droite  ab  perpendiculaire  à  P.  11  est  ensuite 
facile  de  construire  une  échelle  de  pente  quel- 
conque Pi  du  plan  demandé  ;  pour  cela,  ii  suffit 
"^'  ""'  de  mener  par  un  point  b(3)  de  l'horizontale  AB 

la  parallèle  à  P  et  de  graduer  cette  parallèle  (Sa). 

Deuxième  exemple.  — Un  pian  étant  défini  par  deux  droiles  con- 
courantes a(i5)  btj]  et  ii(i5} 
c(a)  {fig .  Sg),  soit  à  construire 
le  plan    parallèle    passant  le 
point  o[ja). 

On  peut  effectuer  la  con- 
struction sans  déterminer  l'é- 
chelle de  pente  du  plan,  en 
menant  simplement  par  le 
point  o(ia)  les  parallèles  aux 
droites  qui  définissent  le 
plan  ;  ces  deux  parallèles,  d'après  u 
un  plan  parallèle  an  premier . 

Dans  l'épure  de  la  figure  Sg,  on  a  construit  les  segmenta  od  et  oj 
respectivement  égaux  et  parallèles  à  ac  et  ab  (3a),  on  a  obtenu  ainsi 
les  points  (i(  —  i),/(i),  qui  avec  o(i  a)  définissent  le  plan  cherché. 


1  théorème  connu,  déterminent 


50.  Problème Mener  par  une  droite  nn  plan  parallèle  à  une  droite 
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donnée.  —  Soit  à  mener  par  la  droite  a(3)  &(6)  supposée  graduée  le  plan 
parallèle  à  la  droite  c(a)  d(3)  {fig.  60).  Par  le  point  a[5)  de  la  première 
droite,  menons  à  la  seconde  la 
parallèle  a(3)  e{4)  (3ï)  ;  le  plan 
al3|  ê(4)  f>(6)  est  le  plan  cherché. 
En  construisant  les  projections  ef 
et  gh  des  horizontales  de  cotes  4 
et  5  de  ce  plan,  on  en  déduit  aisé- 
ment une  échelle  de  pente  P. 

ItEUAnQUE.— Si  les  deux  droites 
données  sont  parallèles  entre  eUes, 
première  est  parallèle  à  la  deuxième. 

51.  Prolilèmc.  —  Mener  par  un  point  an  plan  parallèle  à  deux  droi- 
tes données . 

Soit  à  mener  par  le  point  0(3)  le  plan  parallèle  aux  deux  droites 
a(5)b{&)ete{i)dii]ifig. 


tout  plan  passant  par 


6r).    Par   le  point  o(a) 

menons    les  parallèles 

0(2)    e(3)    et    0(1)  ^3)       ^ 
aux  deux  droites  don- 

nées  (3a]   et  graduons        ^ 

->' 

ces  parallèles  ;   le  pian 

o(î)e(3)/{3)est!eplan        ^ 

demandé.  En  construi- 

sant les  projections  ef. 

gh  des  horizontales  de 

' 

cote  3  et  S  de  ce  plan,  on  en 

déduit  aisément  une  é. 

e  pente  P. 

32.  Problème.  —  Mener  par  deuœ  droites  données  deux  plans 
parallèles  entre  ea^. 

Il  suflit  de  mener  par  chacune  des  deux  droites  un  plan  parallèle 
à  l'autre  |5ol. 


EXERGICKS 


1 .  Connaissant  les  projections  des  quatre  sommets  d'un  quadri- 
latère plan  et  les  cotes  de  trois  d'entre  eux,  trouver  la  cote  du  qua- 
trième. 
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i.  Mener  par  un  point  donné  une  droite  de  pente  donnée  parallèle 
i  un  plan  donné. 

1  plan  de  pcnle  donnée  parallèle  à  une 


6.  Construire  l'échelle  de  pente  du  plan  symétrique  d'un  plar 
donné  par  rapport  au  plan  de  comparaison. 

7.  Reconnaître  si  une  droite  définie  par  sa  projection  graduée  et 
un  plan  défini  par  son  échelle  de  pente  sont  p 


9.  On  donne  deux  points  cotés  et  une  droite  graduée. 

1"  Mener  par  la  droite  des  plans  équîdistants  des  deux  points. 
a°  Mener  par  la  droite  les  plans  tels  que  les  distances  des  deux  points 
à  ces  plans  soient  dans  un  rapport  donné. 

10.  Mener  par  un  point  : 

i'  les  plans  équîdistants  de  3  points  donnés. 

i"  les  plans  tels  que  les  dislances  des  3  points  à  ces  plans  soient 
proportionnelles  à  des  nombres  donnés,  m,  ii,  p. 

li.  Mener  par  4  points  donnés  4  plans  parallèles  et  équîdistants. 
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INTERSECTIONS  DE  DROITES  ET  DE  PLANS 


Intersection  de  deux  plans. 

53.  Cas  particuliers.  _  i»  Dêlerminer  la  droite  d'inierseclion  d'un 
plan  quelconque  avec  un  plan  horizontal. 

L'inl«rsection  est  évidemment  rhorizontale  du  premier  plan  ayant 
pour  cote  la  cote  du  plan  horizontal  donné  (36,  Rem.  II). 

54.  30  Déterminer  ladroite  d'inlerseclion  d'anplan  quelconque  avec 
un  plan  verlical. 

Ce  problème  a  déjà  été 
traité  dans  le  chapitre  précé- 
dent (43,  Rem.). 

53.  Problème  général.  — 

Déterminer    la  droite   d'inter- 
section de  dfitx  plans  quelcon- 

Méthode  générale  ,  dite 
dbs  plans  auxiliaires.  — 
Pour  définir  la  droite  d'in- 
tersection de  deux  plans  P 
et  Q  ifig.  63).  il  suffit  d'en 
déterminer  deux  point.s.  A.  cet 


[°  On  coupe  (es  plan, 
r  un  troisième  plai 


2"  On  cherche  les  droites  d'inlerseclion  D  ci  A   de  R  a 


P  eïQ 
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3°  Les  droites  D  ef  L  concourent,  en  général,  en  an  point  M  qni  est 
éiMemmeni  un  point  de  la  droite  d'intersection  des  plans  P  et  Q. 

En  utilisant  alors  un  deuxième  plan  auxiliaire  R,,  on  obtient  de  la 
même  manière  an  deuxième  point  Mi  de  cette  intersection,  qui  est 
ainsi  complètement  définie. 

56.  Choix  des  plans  auxiliaires.  —  La  méthode  précédente  ramène 
la  recherciie  de  l'intersection  des  plans  P  et  Q  à  celle  des  plans  (P,R), 
(Q,  R),  (P,  Ri)>  (Q'  Ri)-  ^lls  semble  donc,  au  premier  abord,  ne  pas 
avancer  la  question  ;  mais  on  remarquera  que  les  plans  auxiliaires  R 
et  El  pouvant  être  choisis  d'une  façon  arbitraire,  on  profite  de  cette 
indétermination  pour  les  choisir  soit  horizontaux,  soit  verticaux,  de 
façon  à  être  ramené  à  des  problèmes  déjà  rencontrés  (53  et  5i]. 

Remarque.  —  Si  l'on  connaît  a  priori  un  point  commun  aux  deux 
plans  P  et  Q,  il  suffit,  pour  déterminer  complètement  l'intersection 
d'en  trouver  un  deuxième  point,  et  pour  cela,  il  suffit  d'un  seul  plan 
auxiliaire. 

De  même,  si  l'on  sait  à  l'avance  que  l'intersection  est  parallèle 
à  une  direction  connue,  on  achève  de  la  définir,  en  en  cherchant  un 
point  par  lequel  on  mène  ensuite  la  parallèle  à  cette  direction.  Dans 
ce  cas  encore,  un  seul  plan  auxiliaire  sufGt. 

57.  Exemple  I.  —  Les  deux  plans    P  et  Q   soif  définis  chacun  par 
une  échelle  de  pente  (fig.  63). 

On  emploie  généralement 
comme  plans  auxiliaires  des  plans 
horizontaux, 

I  "  Le  plan  horizontal  de  cote 
a,  par  exemple,  coupe  ces  plans 
suivant  les  horizontales  projetées 
en  am  et  bm,  qui  se  rencontrent 
au  point  m(a)  de  l'intersection 
cherchée. 

a"  De  même,  le  plan  horizontal 
de  cote   5    donne  un  deuxième 
point  n|5)  de  cette   Intersection, 
'  '*''  ™  qui  est  alors  la  droite  m(2)  n(5). 

Les  plans  horizontaux  pris  comme  plans  auxiliaires  étant  complè- 
tement arbitraires,  et  l'intersection  des  deux  plans  étant  une  droite 
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unique,  les  projections  de  tous  les  couples  d'iiorizontales  de  mêmes 
cotes  des  deux  plans  donnés  concourent  sur  la  droite  mn,  projection 
de  leur  intersection. 

58.  Exemple  n.  —  L'un  des  plans  est  défini  par  une  échelle  de 
pente  P,   Vaatre  est  défini  par  deux  droites  concourantes  a(5)  6(3]  et 
«(tjcWOÎJ.  64). 
Employons  encore  dos  plans  auxiliaires  horizontaux. 

1°  Le  plan   horizontal  de  cote 
a,  par  exemple,  coupe  les  deux 
--(?!     plans   suiyant    les    horizontales 
,        7.(2)  i(>)  et  6(1)  c(>),  qui  se  ren- 

conlrent  au  point  «1(2). 
*  3°  De  même,  le  plan  horizon- 

Affi     tal   de   cote    5   coupe   les  plans 
.         donnés  suivant  les  horizontales 
k(5)j\6)  et  a(5)  ï(5)  (ai    parallèle 
à  6c),  qui  se  rencontrent  au  point 
«151. 
L'intersection  cherchée  est  donc 
graduer  h  l'aide  des  horizontales  du 
plan  P. 

fJ9,  Exemple  m.  — 
Les  deiiœ  plans  so/if  définis 
cluwun  par  deux  droites 
concourantes. 

Le  premier  plan  est 
a(i5)b(o)  c(o), le  deuxième 

-■\f(ûi     «^(5)  «'°'  /(*)  '^-  ^^t- 

On  emploie  encore  des 
plans  auxiliaires   horizon- 

1°  Le  plan  de  comparai- 
son coupe  les  deus  plans 
suivant    les     horizontales 
i)(o)c(o)ete(o)/ioj,quise 
rencontrent   au   point    m(o)- 


la  droite  m(a)  «(5).  On  peut 
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a°  Le  plan  horizontal  de  cote  lô  coupe  de  même  le  plan 
a(i5)  b(o)  c(o)  suivant  l'horizontale  (i(i5)  ((i5)  dont  la  projection  est 
la  parallèle  menée  par  a  à  bc.  Il  coupe  le  plan  d{5)  s(ol  ^o)  suivant 
l'horizontale  3(16)  h(i5)  qui  passe  par  le  point  g{iô)  de  la  droite  d{5)  /(o) 
et  dont  la  projection  est  parallèle  à  ef. 
Ces  deux  horizontales  se  rencontrent  au  point  it(i5). 
L'intersection  des  deux  plans  est  donc  la  droite  m(o)  /i(i5). 

60.  Cas  particulier.  —  Déterminer  l'intersection  de  deux  plans 
dont  les  échelles  de  pente  sont  parallèles. 

Il  n'est  plus  possible  d'employer  des  plans  auxiliaires  horizontaux. 

En  effet,  les  horizontales  de  mêmes  cotes  des  deux  plans  sont  paral- 
lèles et  par  suite  ne  se  rencontrent  pas. 

Mais  puisque  les  horizontales  des  deux  plans  ont  la  même  direction, 
l'intersection  'de  ces  plans  est  une  horizontale  parallèle  à  cette  direc- 
tion commune.  II  suffit  donc,  pour  la  construire,  d'en  déterminer  un 
seul  point  (56,  Rem.), 

Nous  indiquerons  deux  méthodes  distinctes  pour  déterminer  ce 


"  MÉTHODE.  —  Elle  consiste  à  prendre  u 


.  plan,  vertical  auxiliaire  et 
à  chercher  les  droites 
suivant  lesquelles  il 
coape  les  plans  donnés, 
puis  te  point  oà  se  ren- 
contrent ces  droites. 

Ainsi,  soit  à  trouver 
l'intersection  des  plans 
P  et  Q  {fig.  66)  définis 
par  deux  échelles  de 
pente  parallèles. 

Cherchons  successi- 
iiemcntles  intersections 
de  ces  deux  plans  avec 

i—— ' 1 '—  le  plan  vertical  dont  la 

Échelle  trace  xy,  sur  le  plan  de 

Fij,,  6C  comparaison,  est    per- 

pendiculaire aux  hori- 
inlales  des  deux  plans.  UsufQtpour  cela  (i3)  de  giaduer  la  droite  xy 


\3' 

m.^-^  \m\ 

5(i!!'^\Y(0) 

\j\    ij 

c 

d\  c\ 

n     '     '     ° 
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en  la  considérant  comme  appartenant  successivement  aux  deux  plans 
P  et  Q.    On  obtient  ainsi  les  droites  2(0)  [i(i)  et  ï(o)EU). 

Cesontlesdroites  D  et  A  delaniéthodegénéralef55). Pour  trouver 
le  point  commun  à  ces  deuï  droites,  dont  les  projectiona  sont  con- 
fondues (ag),  rabattons  le  plan  vertical  xy  sur  le  plan  de  compa- 
raison. Nous  obtenons  les  rabattements  ap'  et  ^S'  des  deux  droites  par 
la  règle  connue  (17).  Le  point  m'  commun  'à  op'  et  78'  est  le  rabatte- 
ment du  point  cherché.  Sa  projection  est  le  pied  m  de  la  perpendi- 
culaire abaissée  de  m'  sur  ary  et  sa  cote  est  mm'  (approximative- 
ment 3,75). 

L'horizontale  commune  aux  deux  plans  est  alors  l'horizontale  pas- 
sant par  le  point  m  (3,76)  ainsi  déterminé,  et  dont  la  projection  est 
la  droite  mn  perpendiculaire  aux  échelles  de  pente  P  et  Q.  Dans  la 
flg.  66,  mn  est  daris  le  prolongement  de  mm',  à  cause  du  choix  de  xy. 

Remarque.  —  On  pourrait  prendre  aussi  bien  un  plan  vertical 
auxiliaire  quelconque. 

61.  a»  Méthode.  —  Cette  méthode,  qui  donne  des  constructions 
plus  rapides  que  les  précédentes,  repose  sur  le  lemme  suivant  : 


Les  projedions  des  horizontales  qai  s'appaienl  si 
les  projections  sont  parallèles,  concourent  en  an  mé 


deux  droiles  dont 


En  etfet,  soient  deux  droites  a{o)  6(4)  et  c(o)  rf(/i)  (Jig.  67  et  68]  dont 
les  projections  sont  parallèles. 


Désignons  leurs  intervalles  par  i  et  i'.  Considérons  une  horizontale 
fixe  a[o)  c(o)  qui  les  rencontre  et  une  horizontale  q 
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contrant  également,  par  exemple  &(4)  d(4)  ;  ac  et  M  se  coupent  e 
A  cause  des  parallèles  ab  et  cd,  les  triangles  autb,  curf  sont  s 
blables  et  donnent 


Ce  rapportestindépendantdola  cote  delà  a"  horizontale  considérée; 
donc  les  projections  de  toutes  les  boriaontales  s'appuyant  sur  les  deux 
droites  coupent  ac  en  un  point  oi  qui  partage  ac  dans  le  rapport     -.-■ 

Or,  dans  le  cas  où  les  graduations  de  ab  et  de   cd  sont  de  sens  con- 
traires Ifig.  Q-]),  ce  point  est  évidemment  entre  a  et  c;  par  suite, 


d'après  un  lliéorème  ( 


-AÀ 


^ 


Fig,  69 


i  du  3*  livre,  il  est  bien  déterminé  et  uni- 
que. Autrement  dit,  lo  est  fixe  sur  ac. 

Si  les  graduations  des  droites  données 
sont  de  môme  sens    {fig.  68),  tu    est  en 


eàlan 


conclusion. 

Soient  alo  1 
éclielles  de  p  t 
Les  lignes  d  pi 
qui  définissent  ( 
tlièse,  leurs  p    j 


t  Q  d        plans  dont  les 
t  p      Uèlea  iflg.  69). 
nd   p  nt«  A.B  et  CD 
s  pl  n      y  nt,  par  hypo- 
llèles,  les  pro- 
jections des  hoiiKOntales  s  appuyant  sur  ces 
droites  concourent  au  même  point,  d'après 
le    lemme  précédent.    On   détermine  ce 
point  m  en  traçant  les  projections  ac  et  bd 
de  deux  de  ces  horizontales. 

Or,  pnisquela  droited'intersection  cherchée  est  unehorizontalecom- 
munc  aux  deux  plans  donnés,  elle  rencontre  nécessairement  les  lignes 
de  plus  grande  pente  AB  et  CD.  Sa  projection  passe  alors  par  m,  et 
est  perpendiculaire  aux  échelles  de  pente  données.  On  détermine  la 
cote  de  cette  horizontale  encheTChant,parexemp!e,Iacotcdu  point  N 
où  ellerencontre  la  ligne  de  plus  grande  pente  AB  du  plan  P.  Dans- 
nôtre  épure,  cette  cote  e: 
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Point  commun  à  trois  plans. 


'62.  Pour  trouver  le  point  commun  à  trois  plans  P,Q,I\  : 
1°  On  cherche  la  droite  D  d'intersection  des  plans  P  <i  Q  ; 
a"  On  cherche  la  droite  ù,  d'inlersectiondes  plans  P  el  R. 
Le  point  commun  à  B  et  \,  lorsque  ces   droiUs  eonooarenl,   est  le 
point  cherché . 


63.  Problème.  —Déter\n 


le  point  eomman  à  /rois  pians  P,Q,R 
définis  chacun  par  une  échelle 
depenleiflg.  70). 

La  droite  a{d)   b[^]  d'intersec- 
tion des  phns  P  et  Q  s'obtient, 
pn  exemple  en  coupant  successi- 
lemenl  ces  plans  par  Je  plan  de 
ccmpaiaison  et  le  planborizonta] 
de    cote  4     Les    mêmea    plans 
auxilidires.  servent  à  déterminer 
la   dioite  d  intersection  i;(o)  dH) 
deti  plans  Q  et  R.  ah  et  cd  se  ren- 
conttent  au  point  m,   qui  est  la 
projection  du  point  commun  aux  trois  plans    La  cote  de  ce  point 
s'obtient  en  le  considérant  comme  appartenant  à  l'un  ou  à  l'autre 
des  plans  P.Q.R  (.'ii).  Elle  est  appto\iraativement  6. 


Intersection  d'une  droite  et  d'an  plan. 


64,  né tbode  générale.  —  Pour  obtenir  le  point  d'intersection 
d'une  droite  D  el  d'un  plan  P  {fig.  71)  : 

1°  On  fait  passer  par  la  droite  un  plan  auxiliaire  Q  ; 

a°  On  détermine  la  droite  A  d'intersection  des  plans  P  e!  Q. 

Si  les  droites  D  et  i  sont  distinctes  et  non  parallèles,  leur  point  de 
rencontre  M  est  le  point  commun  à  D  el  P. 
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Si  D  et  A  sont  parallèles,  la  droite  D,  parallèle  à  i 
P,  est  parallèle  à  P  et 


droile  du  plan 
r  suite  ne  peut 
rencontrer  ce  plan. 

Si  D  et  i  sont  confondues,  la  droite 
D  appartient  au  plan  P. 

Généralement,  pour  définir  le  plan 
auxiliaire  passant  par  la  droile  donnée, 
oit  se  donne  arbitraîremenl  la  direclitm 
de  ses  horizontales. 


Fig,  73 

Soit  à  chercher   le    point 
d'intersection  de  la  droite  graduée  AB  avec  le  plan  F  défini  par  une 
échelle  de  pente  {fig.  72). 

Prenons  comme  plan  auxiliaire  le  plan  passant  par  la  droite  donnée 
el  dont  les  horizontales  sont  parallèles  à  la  direction  ac.  On  obtient 
la  droite  d'intersection  c(3)  d(6)  de  ce  plan  avec  le  plan  donné  par  la 
méthode  générale  (58);  cette  droite  rencontre  AB  au  point  cherché 
M  projeté  à  l'intersection  m  de  ab  et  de  cd  ;  la  cote  de  ce  point  se 
trouve  par  les  procédés  connus,  en  le  considérant  soit  comme  appar- 
tenant à  la  droite  AB  ou  à  la  droite  CD,  soit  comme  appartenant  au 
plan  P.  On  peut  toujours  choisir  la  direction  des  horizontales  du  plan 
auxiliaire  de  manière  que  les  constructions  ne  sortent  pas  des  Jiniiles 
de  l'épure. 

66.  Cas  pai-ticulierB.  —  1°  La  droite  donnée  est  verticale.  — Nous 
avons  traité  ce  problème  dans  le  chapitre  précédent  (4i,  Sem.). 

2"  La  droile  donnée  est  horizontale.  —On  prend  alors  comme  plan 
auxiliaire  le  plan  horizontal  passant  par  l'horizonlaie  donnée.  Par 
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e  celte  horizontale 


suite,  Je  point  cherché  est  le  point  de  rencontre  d 
a^^ec  l'horizontale  de  même  cote  du  plan. 

Ainsi,  soit  à  déterminer  (fig.  73)  le  point  où  l'horizontale' «[a)  M») 
rencontre  le  plan  P.  Le  plan  horizontal  de  cote  2,  qui  contient  l'ho- 
rizontale donnée,  coupe  le  plan  P  suivant  l'horizontale  c{-i)  dh]  qui 
rencontre  a(a]  b{2)  au  point  cherché  m(a). 

i»  La  projection  de  la  droite  est  parallèle  à  l'échelle  de  pente  du  plan. 

—  Soit  à  chercher  le  point  de  rencontre 
de  la  droite  a(i)  6(4)  avec  le  plan  P 
{fia-  741.  ab  étant  parallèle  à  l'échelle 
de  pente  du  plan.  Prenons  comme  plan 


auxiliaire  le  plan  dont  la  droite  donnée  Ali  est  une  ligne  de  plus 
grande  pente  ;  ce  plan  coupe  le  plan  donné  suivant  une  horizontale 
dont  nous  savons  trouver  la  projection  tah  (61)  ;  cette  horizontale 


rencontre  la  droite  AB  ; 


1  point  cherché  M,  projeté  à  l'intersecUon  n 
de  ab  et  de  làh;  la  cote  de  ce  point  s'obtient 
encore  en  le  considérant  soit  comme 
appartenant  à  la  droite  donnée,  soitcomme 
appartenant  au  plan  donné. 

/("  Le  plan  donné  est  horizontal.  —  On  est 
alors  ramené  à  trouver  le  point  de  la 
droite  ayant  même  cote  que  le  plan  hori- 
zontal donné  (19). 

5°  Le  plan  donné  est  vertical.  —  Soit  à 

déterminer  le  point  où  la  droite  0(1)  6(3) 

I  vertical  xy  [fig.  ^S).    l.a  projection  de  ce  point 
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devant  se  trouver  d'une  part  sur  ab,  d'autre  part  sur  xy  (g,  Rem.), 
fist  donc  le  point  m  où  ab  rencontre  xy.  On  est  alors  ramené  à 
chercher  (19)  la  cote  du  point  M  de  la  droite  a(i)  6(2)  projeté  en  m. 
Dans  l'épure,  cette  cote  est  approximativement  i,  i. 


ire- 


Problèmes  relatifs  à  la  droite  et  au  plan. 


67,  Problème,  ~  Mener  par  i 
deux  droites  données. 


point  aiie  droite  s'appayanl  i 


Solution  géométbique.  - 


Soit  à  mener  par  !e  point  0  une  droite 
s'appuyaut  sur  les  droites  AB  et  CD 
[fis-  1^)-  Supposons  le  prol)lÈm.e  résolu 
et  soit  MiN^  la  droite  cherchée  ;  cette 
droite  appartient  au  plan  P  déterminé 
par  le  point  O  et  la  droite  AB,  eûe 
appartient  aussi  au  plan  Q  déterminé 
par  le  point  0  et  la  droite  CD  ;  c'est 
donc  la  droite  d'intersection  de  ces 
plans  P  et  Q. 

aiPHiQUE.  —  Soit  à  mener  par  le  point  o(3)  une  droite 
s'appuyant  sur  les  droites  a(i)  6(3)  et 
t(.)ii(ï)(/«7.  77)- 

La  droite  cherchée  est  à  l'inter- 
section   des  plans    OAB    et    OCD. 

Si  l'on  marque  sur  ab  et  cd  les 
projections  e  et  /des  points  de  cote 
3  des  droites  données,  oe  et  o/sont 
respectivement  les  directions  des 
horizontales  des  plans  OAB  et  OGD. 
On  peut  alors  tracer  les  projections 
uni  et  cm  des  horizontales  de  cote  i 
de  chacun  de  ces  plans,  horizonta- 
point  m(i)  appartenant  à  l'intersection 
autre  point  de  cette  intersection,  la 


les  qui   se   coupent 
cherchée;  le  point  o{3)  étant 
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droite  demandée  est  o(3)  m{i).  On  xériiie  l'exactitude  des  conslruc- 
tions  en  s'assurant  (38)  que  cette  droite  coupe  chacune  des  droites 
données. 


68.  Problème,  —  Mener  u 
■■ar  deux  droites  données. 


5  druila  de  direetion  donnée  s'appuyant 

•  Soit  a  mener  une  droit*  parallèle  à 
EF  rencontrant  les  droites  AB  et 
CD  ifig.  78). 

Supposons  le  problème  résolu 
et  soit  MN  la  droite  cherchée;  cette 
droite  est  contenue  à  la  fois  dans  le 
plan  P  mené  par  AB  paraiièlement 
k  EF  et  dans  le  plan  Q  mené  par 
CD  parallèlement  à  EF.  Elle  est 
donc  la  droite  d'intersection  de  ces 
deux  plans. 


SOH)TIO!\  GRAPHIQUE.  —   Soit  à.  It 


e  droite  paraUèio  à  e{i)  j\2) 
s'appuyant  sur  les 
droites  a{i]  6(4)  et 
«(.)i(4)(A-79). 

Ladroile  cherchée 
est  à  l'intersection 
des  plans    P   et    Q 


ment  par  les  droites 
AB   et  CD   parallè- 
^  _  lement   à    EF    Ifig. 

i[^]    79)-      Construisons 
les  segments  ag  et 
^'S-  ■"  ci    égaux  et   paral- 

lèles à  ef  et  de 
même  sens;  les  droites  a(i)  (/{a]  et  c[i)  i(a)  aunt  parallèles  à  e{i)/(s) 
(3i)  eli  les  plans  P  et  Q  sont  respectivement  les  plans  ABG,  CBI. 
Les  horizontales  de  cote  a  de  ces  deux  plans,  qui  sont  projetées  sui- 
vant gh  et  ij,  se  coupent  au  point  k{2),  qui  est  un  point  de  l'inter- 
section cherchée;  cette  intersection  est  donc  la  parallèle  k{i)  ((3)  à 
e(i)  jT^a)  (kl  est  égal  cl  parallèle  à  ef,  et  de  même  sens).  On  vérifie  l'exac- 
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titude  des  constructions  ei 


t  que  la  droite    KL    rencontre  les 


deux  droites  données   AB    et    CD  (281. 


Solution  géométi\ique.  ■ 


69.  Problème-  —  Mener  par  unpomt  une  droite  parallèle  à  an  plan 
donné  et  s'appuyanl  sur  une  droite  donnée. 

-  Soi  ta  mener  par  le  point  0  une  droite 
parallèle  au  plan  P  et  rencontrant  la 
droite   AB    {fig.  8o|. 

Supposons  le  problème  résolu  et  soit 
OM  la  droite  cherchée  ;  OM  étant,  par 
hypothèse,  parallèle  au  plan  P,  appar- 
tie.iit  au  plan  Q  mené  par  O  parallè- 
lement à  P  ;  et  comme  elle  rencontre 
la  droite  AB,  c'est  la  droite  joignant 
le  point  0  au  point  M  où  AB  ren- 
contre le  plan  Q. 
On  peut  encore  dire  :  La  droite  cher- 
p,     gj  chée  OM    appartient    au    plan  déter- 

miné par  le  point  0  et  la  droite  AB; 
et  comme  elle  est  parallèle  au  plan  P,  c'est  la  parallèle  menée  par 
0  à  la  droite  d'intersection  i  du  plan   P   a\ec  le  plan  OAB. 

Solution  graphique. 
—  Soit  à  mener  par  le 
point  o(3)  une  droite 
paraUèle  au  plan  P  et 
s'appuyant  sur  la  droite 
«(X)  b[5). 

Menons  lAg)  par  le 
point  o(3)  le  plan  Q  pa- 
rallèle an  plan  donné 
(fig.  81),  et  cherchons  le 
point  d'intersection  de 
la  droite  donnée  AB  avec 
Fi".  9)  ceplanQ.PourceIa|65), 

par  la  droite  AB  faisons 
passer  unplan  auxiliaire  défini  par  Alî  et  une  direction  arbitraire  cd  d'ho- 
rizontales, et  déterminons(58)  la  droite  d'intersection  d(3le(5)de  ce  plan 
auxiliaire  avec  le  plan  Q  ;  cette  droite  rencontre  AB  au  point  cherché 
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M,  projeté  en  m  à  riotersectioii  de  de  et  de  ab  ;  la  cote  de  ce  point 
s'obtient  en  le  considérant  soit  comme  appartenant  à  l'une  ou  l'autre 
des  droites  AB  ou  DE,  soit  comme  appartenant  au  plan  Q.  La  droite 
OM  est  la  droite  demandée  ;  en  effet,  elle  passe  par  le  point  O,  rcn- 
coiitre  AB  au  point  M,  et  elle  est  parallèle  au  plan  P,  puisqu'elle 
est  contenue  dans  le  plan  Q  parallèle  à  P, 


3.  Construire  une  droite  passant  par  un  point  donné,  rencontrant 
une  droite  donnée  et  parallèle  à  un  plan  donné. 

A.  Construire  une  droite  rencontrant  trois  droites  données  (infinité 


5.  Construire  une  droite  rencontrant  trois  droites  donuécs  en 
B,  C   de  façon  que  ; 

1°  B  soit  le  milieu  de  AC  ; 

a-plus  généralement,  lerapport     -^     ait  une  valeur  donnée. 


7,  Mener  uneliorizontale  de  longueur  donnée  s'appuyant  sur  deux 
droites  données.  Trouver  l'horizontale  de  longueur  i: 
Itujant  sur  les  deux  droites. 


10.  On  donne  un  trièdre  et  un  point  G  à  l'intérieur.  Mener  par  le 
point  G  un  plan  coupant  le  trièdre  suivant  un  triangle  admettant  G 
comme  point  de  concours  des  médianes. 

11.  Construire  un  parallélépipède  connaissant  trois  droites  non 
situées  deux  à  deux  dans  un  même  plan  et  qui  portent  trois  des 
arêtes  du  parallélépipède. 
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13.  On  donne  deux  plans  P  et  Q  et  un  point  A  ;  mener  par  A 
une  sécante  de  façon  que  A  soit  le  milieu  du  segment  de  cette 
droite  compris  entre  P  et  Q,  ou  plus  généralement  que  A  partage 
ce  segment  dans  un  rapport  donné. 

14.  On  donne  par  leurs  graduations  deux  droites  dont  les  échelles 
de  pente  sont  parallèles  : 

1°  Construire  une  iioiizontale  rencontrant  ces  deux  droites  et  dont 
la  projection  passe  par  un  point  donné  du  plan  de  comparaison  ; 

3»  Construire  une  horizontale  rencontrant  les  deux  droites  et  dont 
la  projection  ait  une  direction  donnée. 
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CHAPITRE  IV 
DROITES  ET  PLANS  PERPENDICOLAIRES 


Droite  et  plan  perpendioulaires. 

70.  Nous  utiliserons  les  Ihéorèmes  suivants,  qu'on  démontre  dana 
les  cours  de  géométrie  (Voir  Grévt,  Géométrie  dans  l'Espace,  n»  io3|. 

Tbéorème.  —  La  projection  d'an  angle  droit  sur  an  plan  parallèle 
à  l'un  de  ses  côtés  et  non  perpendicalalre  à  l'autre  est  un  angle  droit. 

Réciproque  I-  —  Si  un  angle  àroU  se  projette  sur  un  plan  suivant 
un  angle  droit,  un  de  ses  calés  est  parallèle  au  plan  de  projection. 

Réciproque  11-  —  Si  un  angle  se  projette  sur  un  plan  parallèle  à 
un  de  ses  côtés  snivaitt  un  angle  droit,  cet  ongle  est  droit. 


71. 


etn 


Corollaire.  —  Les  projections  de  deux  droites  perpendiculaires 
e  rencontrant  pas,  sur  un  plan  parallèle  à  l'une  d'elles  etnonper- 


pendicutalre  à  l'autre,  sont  deax 
droites  perpendiculaires. 

En  effet,  soient  AB  et  CD  deux 
droites  perpendiculaires  de  l'es- 
pace, qui  ne  se  rencontrent  pas, 
ab  et  cd  leurs  projections  sur  un 
plan  P  parallèle  à  AB  {fig.  Sa). 
Par  un  point  quelconque  A  pris 
sur  AB  menons  la  parallèle  AE  à 
CD,  et  soit  ae  sa  projection  sur 
^.     „,  le  plan  P.  Par  définition,  AB  et 

AE  sont  perpendiculaires,  autre- 
ment dit  l'angie  BAE  est  droit  ;  donc  sa  projection  bae  est  un  angle 
droit  (70I,  ae  est  perpendiculaire  à  ab.  Mais,  d'autre  part,  cd  et  ae 
sont  parallèles  comme  projections  de  droites  parallèles  ;  donc  cd  est 
aussi  perpendiculaire  sur  ab. 
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Ce  corollaire  admet  également  deux  réciproques  : 

1°  Si  les  projections  de  deux  âraitei  de  l'espace  sur  un  plan  parallèle, 
à  l'une  d'elles  sont  perpendiculaires,  ees  droites  sont  elles-mêmes  perpen- 
diculaires ; 

3°  Si  deux  droites  perpendiculaires  dans  l'espace  se  projettent  sur  un 
plan  suivant  deux  droites  également  perpendiculaires,  le  plan  de  projec- 
tion est  parallèle  au  moins  à  l'une  d'elles. 

Ces  réciproques  sont  des  conséquences  immédiates  des  réciproques 
du  théorème  démontré  plus  haut,  et  nous  laissons  au  lecteur  le  soin 
de  les  établir. 

72.  Théorème.  —  Pour  qu'âne  droite  soit  perpendiculaire  à  un  plan 
défini  par  une  échelle  de  penle,  il  faut  et  il  suffit  :  i"  que  la  projection 
de  la  droite  soit  parallèle  à  l'échelle  de  pente  da  plan  ;  a"  qae  les  inter- 
valles de  ta  droite  et  du  plan  soitnt  inverses  l'un  de  l'autre  ;  3°  que  les 
cotes  marquées  sur  ta  pro- 
y.  jcction  de  la  droite  et  sur 

X    \    p  l'échelle  de  pente  du  plan 

/         „      s  croissent  en  sens  contraires. 

/  /T'*-        >  '°  Les  conditions  sont  né- 

^  \       X  ^/     \    \  ""^  droite  AB   perpendi- 

\z.. y\ _\       \H  culaire  au  plan  P,  qu'elle 

\  /^    "  A-        \  rencontre     au     point      B 

\i£. \         [fis-    83).  Menons   par  ce 

point  lalignede  plus  grande 
Fis.  S3  pente  BC  du   plan   P.    La 

droite  A-B  est,  par  défini- 
tion, perpendiculaire  a  foutes  les  droites  du  plan  P,  et,  en  particu- 
lier, perpendiculaire  à  sa  trace  horizontale  DE  ;  la  ligne  de  plus 
grande  pente  BG  étant  également  perpendiculaire  à  DE  (Sy),  il  en 
est  de  même  du  plan  A.BC,  qui  contient  deux  droites  perpendicu- 
laires à  DE.  Ce  plan  est  donc  un  plan  verlical,  et  sa  trace  hori- 
zontale AC  est  la  projection  horizontale  commune  aux  deux  droites 
AB  et  BG.  Comme  les  projections  de  toutes  les  lignes  déplus  grande 
pente  d'un  plan  sont  parallèles  entre  elles,  il  en  résuite  que  la  pro- 
jection de  la  pei'pendi culaire  AB  au  plan  P  est  parallèle  à  loute 
échelle  de  pente  du  plan. 
De  plus,   AB,  perpendiculaire  à  toutes  les   droites  du  plan  I',  est. 
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en  particulier,  perpendiculaire  à  la  ligne  de  plus  grande  pente  BC, 
autrement  dit  le  triangle  ABC  est  rectangle  en  B.  D'autre  part,  la 
pente  du  plan  cl  la  pente  de  la  droite  AB  sont  respectivement 
tg  EGA  et  tg  BACT  mais  les  angles  BGA  et  BAC,  étant  les  angles 
aigus  du  triangle  rectangle  ABC  sont  complémentaires,  et  l'on  a 

Ig  BGA  = ,,-^  .     ce  qui  prouve   que  la  pente  du   plan    P  et 

tgBAC 
celle  de  la  droite  AB  sont  inverses  l'une  de  l'antre  ;  il  en  résulte  immé- 
diatement que  les  intervalles  du  plan  et  de  la  droite  AB  sont  aussi 
inverses  l'un  de  l'autre. 

La  verticale  Bb  étant  la  hantenrdu  triangle  rectangle  ARC,  coupe 
l'hypoténuse  AC  entre  les  sommets  A  et  C.  En  supposant  qu'on  ait 
choisi  comme  échelle  de  pente  du  plan  P  la  projection  de  la  ligne  de 
plus  grande  pente  BC,  et  en  supposant  également  que  le  point  B  ait 
une  cote  positive,  comme  les  cotes  des  points  A  et  C  sont  nulles,  on 
voit  que  les  cotes  iront  en  croissant  de  G  vers  b  sur  l'échelle  de  pente, 
tandis  que  sur  la  projection  de  la  droite  AB  elles  croîtront  de  A  vers 
b,  c'est-à-dire  en  sens  contraire.  On  arrive  aux  mêmes  conclusions 
si  la  cote  du  point  B  est  négative. 

2°  Les  eondUions  sont  suffisantes.— En  effet,  soit  AB  une  droite  dont 
la  projection  est  parallèle  à  l'échelle  de  pente  du  plan  P,  les  cotes 
croissant  en  sens  contraires  sur  la  projection  de  la  droite  et  sur  l'échelle 
de  pente  du  plan,  les  intervalles  de  la  droite  et  du  plan  étant  en  outre 
inverses  l'un  de  l'antre.  De  la  première  hypothèse  il  résulte  que  la 
projection  Ab  de  la  droite  AB  est  perpendiculaire  à  la  trace  horizon- 
tale DE  du  plan  P  ;  par  suite,  le  plan  vertical  AB6  projetant  horizon- 
talement AB  est  perpendiculaire  à  DE  et  coupe  le  plan  P  suivant  une 
ligne  de  pins  grande  pente  BC,  dont  on  peut  prendre  la  projection 
comme  échelle  de  pente  du  plan,  cette  projection  coïncidant  alors  avec 
celle  de  la  droite  AB.  Les  droites  AD  et  BC  qui  sont  dans  un  même 
plan  ne  sont  pas  parallèles,  puisque  d'après  la  deuxième  hypothèse 
leurs  graduations  sont  de  sens  contraires  ;  donc  elles  se  coupent  en 
nn  point  B,  qui  est  aussi  le  point  d'intersection  de  la  droite  AB  et  du 
plan  P.  D'après  cette  même  hypothèse,  si  on  désigne  par  b  la  projec- 
tion du  point  B  et  par  A  et  C  les  traces  horizontales  des  droites  AB 
et  BC,  il  faut  nécessairement  que  les  pointa  A  et  C  soient  de  part  et 
d'autre  du  point  6,  car  s'ils  étaient  d'un  même  côté  de  b,  les 
graduations  des  droites  AB  et   BC   seraient  de  même  sens.  Il  résulte 
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de  cette  remarque  que  les  demi-droites  BA  et  BG  sont  de  part  et 
d'autre  de  la  verticale  B6  ;  par  suite  les  angles  BAC  et  EGA  sont 
aigus,  et  leurs  tangentes  sont  respectivement  les  pentes  de  la  droite 
AB  et  du  pian  P.  Comme,  d'autre  part,  les  intervalles  du  plan  et  de  la 
droite  sont  inverses  l'un  de  l'autre,  il  en  est  de  même  de  leurs  pentes, 

et  l'on  a    tg  BAC  ^  — ^ ^'  ;    cela  exige  que  les  angles  aigus  BAC 

tgBGA 
et  BCA  soient  complémentaires,  c'est-à-dire  que  le  triangle  ABC  soit 
rectangle  en  B.  La  droite  AB  est  donc  perpendiculaire  à  BG  ;  elle  est 
également  perpendiculaire  à  DE,  comme  appartenant  au  plan  ABC 
perpendiculaire  à  DE  ;  donc  elle  est  perpendiculaire  au  plan  des  deux 
droites  AB  et  DE,  c'est  à-dire  au  plan  P. 

Remarque.  --  11  est  bien  évident  que  cette  démonstration  suppose 
que  le  plan  P  n'est  ni  vertical,  ni  horizontal. 

Si  le  plan  P  est  vertical,  toute  perpendiculaire  à  ce  plan  est  une 
horizontale  dont  la  projection  est  perpendiculaire  à  la  trace  horizon- 
tale du  plan,  et  réciproquement  toute  horizontale  dont  la  projection 
est  perpendiculaire  à  la  trace  horizontale  d'un  pian  vertical  est  une 
droite  perpendiculaire  à  ce  plan. 

Si  le  plan  P  est  horizontal,  toute  verticale  lui  est  perpendiculaire. 

73.  Problème,  —  Étant  donné  l'intervalle  d'anplan,  cûnslraire  l'in- 
tervalle d'une  droite  perpendiculaire  à  ce  plan. 
Soit,  par  exemple,  «6  l'intervalle  du  plan 
(Jly.  84).  D'après  le  théorème  précédent.l'inter- 
valle  de  toute  droite  perpendiculaire  à  ce  plan 

est    —  ■    Élevons  en  b  la  perpendiculaire  à  ab 

.  , ,  sur  laquelle  nous   portons   une  longueur   bd 

0  I  !  égale  à  une  unité  de  l'échelle  du  dessin,  et 

Échelle  menons  en  d  ia  perpendiculaire  à  ad,  limitée  au 

'^'  point  c  où  elle  rencontre  le  prolongement  de 

ah.  Dans  le  triangle  rectangle  adc,  dont  la  hauteur  est  bd,  on  a 

bS^  —  abxbc, 
ou,  puisque  bd  est  égal  à  l'unité  de  longueur, 

I  :=  ab  X  6o  ;  d'où  bc  ■=.  —r  ', 

par  suite  bc  est  l'intervalle  d'une  perpendiculaire  au  plan. 
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Lorsque  l'infervalle  du  pian  est  donné  numériquement,  on  a  de 
suite  la  valeur  numérique  de  l'intervalle  d'une  perpendiculaire  à  ce 
plan  en  prenant  l'inverse  de  la  valeur  donnée  ;  cela  revient  à 
prendre  pour  intervalle  de  la  perpendiculaire  la  pente  du  plan.  Ainsi 


l'intervalle  des  perpendiculaires  à  un  plan  de  pente 


3 


-  Si  l'intervalle  du  plan  donné  est  une  petite  lon- 
gueur, comme  il  arrive  dans  la  plupart  des 
épures,  la  construction  du  triangle  ada  ne 
peut  être  faite  avec  précision  et  l'on  risque 
de  commettre  une  erreur  relative  assez 
importante  sur  l'intervalle  6c  de  la  droite 
perpendiculaire  au  plan.  Pour  diminuer 
cette  erreur,  il  est  préférable  de  construire 
un  triangle  a'd'e'  semblable  au  triangle 
ade  ifig.  85],  mais  plus  grand.  Par  exem- 
ple, on  peut  prendre  une  longueur  ba' 
égale  à  3  fois  l'intervalle  du  plan,  puis 
porter  sur  la  perpendiculaire  en  b  à  ba' 
la  longueur  W  égale  à  3  unités  de  l'échelle. 
En  menant  ensuite  la  perpendiculaire  d'c' 
iishciie  à  dd',  on  aura  en  bc'  3  fois  l'inlervalle  des 

Fig-  85  droites  perpendiculaires  au  plan. 

Remarque  II,  —  Il  est  bien  évident  que  si  l'on  se  donne  l'inlervalle 

ab   d'une  droite,  on  trouve  d'une  manière  identique  l'intervalle    bo 

d'un  plan  perpendiculaire  à  cette  droile. 


Distance  d'un  point  à  un  plan. 

7't.  Problème.  —  Abaisser  d'un  point  donné  la  perpendicalaire  sur 
an  pkm  donné  et  trouver  la  distance  du  point  au  plan. 

Soit  à  abaisser  du  point  m(5)  la  perpendiculaire  sur  la  plan  P 
défini  par  une  échelle  de  pente  (flg.  86] . 

Première  méthode.  —  D'abord,  on  peut  construire  immédiate- 
ment l'intervalle  bc  delà  perpendiculaire  cherchée  I73);  en  outre, 
puisque  sa  projection  est  parallèle  à  l'échelle  de  pente  du  plan  {7a),  si 
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l'on  construit  le  segment  ma  égal  et  parallèle  à  bc,  dirigé  dans  le  sens 
des  cotes  croissantes  sur  P,  la  per- 
pendiculaire demandée  est  la  droite 

Pour  délerminer  le  point  d'inter- 
*tli'-^^~'      \i  section  de  cette  droite  avec  le  plan 

1'  (66,  a»),  on  cherche  le  point  de  con- 
cours ui  des  projections  des  horizon- 
tales s'appuyant  sur  m(5)  n[4}  et 
sur  la  ligne  de  plus  grande  pente 
a(a)  6(3)  du  pian,  puis  on  projette 
(u  en  i  sur- mil.  La  perpendiculaire 
MN    au  plan    P    rencontre   alors  ce 

.  .  I plan  au   point  I,  projeté  en  i;    sa 

0  I  Z  cote  s'obtient,  par  les  procédés  con- 

Eckeiie  jjyg_  ^^  ^g  considérant  comme  ap- 

Fig'  86  partenant  soit  au  plan    P,  soit  à  la 

droite  m(5)  n(h]. 
Pour  trouver  la  distance  du  point  au  plan,  on  est  ramené  à  trouver 
a  distance  des  deux  points  M  et  1,  problème  déjà  traité  (a5). 
Deuxième  MÉTHODE.  —  Soit  xy  la  parallèle  menée  par  m  à  l'échelle 
de  pente  du  plan  [fig.  87)  ; 
c'est  la  projection  horizon- 
tale de  la  perpendiculaire 
cherchée  (73).  Pour  gra- 
duer cette  droite,  nous  re- 
marquerons que,  puis- 
qu'elle est  perpendiculaire 
à  toutes  les  droites  du  plan 
P,  elle  est,  en  particulier, 
perpendiculaire  à  la  droite 
a(o)  P(i),  intersection  du 
plan  P  avec  le  plan  ver- 
tical xy  (5i|.  Si  nous  ra- 
battons alors  le  plan  verti- 
cal xy  sur  le  plan  de  com- 
paraison, l'angle  droit  formé  parla  droite  o(o|  ^(i)  et  la  perpendi- 
culaire cherchée,  situées  l'une  et  l'autre  dans  ce  plan  vertical,  se 
rabat  en  vraie  grandeur. 
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Or,  le  point  a(o)  étant  sur  la  charnière  xy,  son  rabattement  coïn- 
cide avec  sa  projection,  le  point  p(i)  se  rabat  en  P'  sur  la  perpendi- 
culaire élevée  en  p  à  la.  charnière,  à  une  distance  de  celle-ci  égale  à 
I  unité  de  l'échelle  t  la  droite  a(o)  p(i)  se  rabat  donc  en  ïp'.  De 
même,  le  point  m(5)  se  rabat  en  m',  à  5  unités  de  distance  de  xy.  Par 
suite,  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  m{5)  sur  le  plan  P  se  ra- 
bat suivant  la  perpendiculaire    m'^  abaissée  de  m'  sur  i^'. 

Pour  définir  celte  perpendiculaire  sur  l'épure,  on  remarque,  par 
exemple,  que  tous  les  points  de  cote  i  du  plan  vertical  xy  se  rabat- 
tent sur  la  parallèle  menée  par  p'  à  xy.  Cette  parallèle  rencontre  m'i' 
en  (f  ;  en  projetant  d'  en  d  sur  soy,  on  a  en  d(i)  le  point  de  cote  i 
de  la  perpendiculaire  cherchée. 

On  peut  avoir  aussi  en  c(o|,  sur  la  charnière,  le  point  de  cote  o. 
Remarque,  —  La  construction  précédente  donne  en  outre  : 
1°  en  V  le  rabattement  du  point  où  la  perpendiculaire  perce  le  plan 
P  ;  ce  point  se  projetfeen  i,  aa  cote  s'obtient  en  mesurant  ii'h  l'échelle; 
2°  en  m'i'  la  vraie  grandeur  du  serment  MI,   distance  du  poinl  M 
au  plan  P. 

Aussi  cette  construction  est-elle  surtout  avantageuse  lorsqu'on  a 
besoin  de  connaître,  en  même  temps  que  la  perpendiculaire,  la  distance 
du  point  au  plan, 

75.  Cas  particuUerH,  —  loLe 
plan  donné  est  un  plan  veriieal.  — 
Soit  à  abaisser  du  point  m(3,61  la 
m  (s.s)       perpendiculaire  sur  le  plan  ver- 
n{i,l)       ^'^^^  dont  la  trace  horizontale  est 
«p{fig.  88,  I).  Cette  pcrpendicu- 
'  laire  est  l'horizontale  ayant  même 

cote  que  le  point  donné,  3,6,  et 
dont  la  projection  17a,  Rem.)  est  la  perpendiculaire  mn  abaissée  de 
m  sur  ap.  Le  pied  de  la  perpendiculaire  est  le  point  n(3,6)  projeté  au 
point  n  où  mn  rencontre  ap.  Le  segment  horizontal  MN  se  projette 
en  vraie  grandeur  en  mn,  et  l'on  a  ainsi  la  distance  du  point   M   au 

2'  Leptan  donné  est  horizontal.  —  Soit  à  abaisser  du  point  m(5,4) 
la  perpendiculaire  sur  le  plan  horizontal  décote  3, a  Iftg.  88, 11).  Cotte 
perpendiculaire  est  la  verticale  du  point  donné  M  (72,  Rem.)  etson 
pied  est  le  point  N  dont  la  projection  n  est  confondue  avec  celle  du 
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point  donné,  et  dont  la  cote  est  égale  à  celle  du  plan  horizontal,  3,3. 
La  distance  du  point  M  au  plan  est  égale  à  la  différence  des  cotes  : 
5,4  — 3,2,  =  a, a. 

76,  Problème.  —  Mener  par  un  point  donné  le  plan  perpendiculaire 
à  une  droite  donnée. 

Première  méthode,  —  Soit  à  mener  par  le  point  m(3,5)  le  plan 
perpendiculaire  à  la  droite  A.B  dont  on  connaît  la  projection  gra- 
duée ab  {Jîg.  89).  D'abord  on 
peut  construire  de  suite  (78)  l'in- 
tervalle dg  du  plan  cherché  et 
tracer  une  droite  P,  parallèle  à 
ab,  qu'on  prendra  comme  échelle 
de  pente  du  plan  I72)  aprèsTavoir 
graduée. 

L'horizontale  passant  par  le 
point  donné  M,  dans  le  plan 
cherché,  se  projette  suivant  la 
perpendiculaire  mn  à  P,  et  elle 
rencontre  la  ligne  de  plus  grande 
pente  projetée  en  P  au  point 
n(a,5);  en  portant  alors  sur  P 
le  segment  np  ^  dg,  dans  le  sens 
des  cotes  décroissantes  sur  la 
droite  ab,  on  obtient  un  deuxième 
point  p(3,5)  de  la  ligne  de  plus 
grande  pente  choisie  pour  définir 
ample  te  ment  déterminé. 


V-- 


le  plar 


e  sorte  que  ce  plan  est  1 


Pour  trouver  le  point  d'intersection  du  plan  P  et  de  la  droite  don- 
née, il  faut  d'abord  graduer  l'écheUe  de  pente  du  plan.  Or  il  est  évi- 
dent que  le  point  h,  milieu  du  segment  np,  doit  être  affecté  de  la 
cote  3  ;  dès  lors,  la  graduation  s'achève  aisément,  puisqu'on  connaît 
l'intervalle  du  plan  et  le  sens  dans  lequel  les  cotes  croissent  sur 
l'échelle  de  pente.  Le  point  I  où  la  droite  perce  le  plan  P  s'obtient  en- 
suite en  appliquant  intégralement  la  construction  indiquée  au  n°  66  (3°), 

Deuxième  méthode.  —  Soità  mener  par  le  point  m(i)  le  plan  per- 
pendiculaire i  la  droite  ad)  6(1)  {flg.  90).  On  connaît  déjà  une  hori- 
zontale de  ce  plan,  c'est  celle  qui  passe  par  m(i)  et  qui  est  projetée 
suivant  la  perpendiculaire  mn  abaissée  de  m  sur  ab.  D'autre  part. 
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il  existe  dans  le  plan  cherché  une  ligne  de  plus  grande  ponte  dont  la 
projection  xy  coïncide  avec  06(73),  et  l'on  connaît  même  un  point  de 
celte  droite,  le  point  fi{i)  où  la  rencontre  l'horizontale  m(i)  n{i). 
Pour  achever  de  déterminer  cette 
ligne  de  plua  grande  pente,  reniar- 
quons  qu'elle  forme  avec  la  droite 
donnée  ali)  b[2)  un  angle  droit  con- 
tenu dans  le  plan  vertical  xy,  angle 
qui  se  rabat  en  vraie  grandeur  dans 
le  rabattement  du  plan  vertical  xy 
sur  le  plan  de  comparaison.  Or,  la 
droite  a(i)  6(ï)  se  rabat  suivant  a't', 
le  point  n(i)  se  rabat  en  n'.  Donc  la 
ligne  de  plus  grande  pente  cherchée 

. 1 I  ..  -  . —  se  rabat  suivant  la  perpendiculaire 

Echelle  "'''  abaissée  de  n'  sur  a'b',  le  point 

q  où  n'i'  rencontre  la  charnière  du 

rabattement  est  le  point  de  cote  zéro 

de  cette  ligne  de  plus  grande  pente,  qui  est  ainsi  complètement  déûnie 

par  les  points  ^(0)  et  n(i). 

Le  plan  cherché  est  lui-même  coniplètcment  déterminé,  puisqu'on  en 
connaît  une  ligne  de  plus  grande  pente  ;  pour  plus  de  clarté,  nous 
avons  figuré  une  écheUe  de  pente  P  de  ce  plan,  distincte  de  xy. 
Remarque.  —  Le  point  V  commun  à  a'b'  et  à  qn'  est  le  rabat- 
tenient  du  point  comniun  à  la  droite  et  au  plan  ;  il  se  projette  en  i 
sur  ab,  et  sa  cote  est  le  nombre  qui  mesure  la  longueur  iï  (approxi- 
mativement 2,8  dans  l'épure). 


"î?.  Cas  particuliers.  — 


la  cote  de  ce  point  e 


'  La  droite  donnée  est  horizontale.  —  Soit 
à  mener  par  le  point  m(4.  S)  le  plan 
perpendiculaire  à  l'horizontale  ab{3) 
(ftg.  gi).  Le  plan  cherché  est  le  plan 
vertical  dont  la  trace  horizontale  est 
la  perpendiculaire  mn  abaissée  du  point 
m  sur  la  projection  de  l'horizontale 
donnée  {7a,  Rem.).  Ce  plan  rencontre 
l'horizontale  au  point  N,  projeté  en 
n,  à  l'intersection  de  mn  et  de  ab,  et 
évidemment  celle  de  l'horizontale,  3. 
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a"  La  droite  donnée  est  verticale.  —  l.e  plan  cherché  est  le  plan  hori- 
zontal ayant  même  cote  que  le  point  donne. 

78.  Problème-  —  Abaisser  d'un  point  une  perpendiculaire  sar  une 
droite  donnée  et  trouver  la  distance  du  point  à  la  droite. 

Soit,  par  exemple,  à  abaisser  du  point  M  la  perpendiculaire  à 
une  droite  AB  f/îf/.  ga).  On  construit  d'abordle  plan  P   mené  par  M 
perpendiculairement  à   AB   et  on  cher- 
che le  point  I  où  ce  plan  rencontre 
la  droite  AB   ;  la  droite   cherchée  est 


Ainsi,  au  n"  76,  nous  avons   cons- 
truit le  plan   P    mené  du  point  m{i) 
perpendiculairement  à   la  droite  a(i) 
Kig,  9i  b{a)  {fig.  90)  ;  nous   avons  également 

déterminé  le  point  i(a,8)  où  cette  droite  rencontre  le  plan  P.  La 
droite  m{i)  t(3,8)  est  alors  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  m(i) 
sur  la  droite  q(i)  6(2).  La  distance  du  point  à  la  droite  s'obtiendrait 
en  cherchant  Iso)  la  distance  des  points  m(i)  et  i[a,8). 

79.  Cas  particuliers.  —  1°  La  droite  donnée  est  horizontale.  — 
Soit  à  abaisser  du  point  m(S,8]  la  perpendiculaire  sur  l'horizontale 
ab{Z)  (fig.  gi).  Cette  perpendiculaire  forme  avec  l'horizontale  donnée 
un  angle  droit  dont  un  côt^  est  parallèle  au  plan  de  projection,  et 
qui  ae  projette  par  conséquent  suivant  un  angle  droit.  Il  en  résulte 
que  la  perpendiculaire  cherchée  est  la  droite  m(4,8)  n(3|  dont  la 
projection  est  ia  perpendiculaire  abaissée  de  ni  sur  ab.  La  distance 
des  deus  points  m(4,8)  et  ii(3),  qu'il  est  facile  d'obtenir  (■^o\,  est  la 
distance  du  point  m(i,8)  à  l'horizontale  donnée. 

2°  La  droite  donnée  est  verticale.  —  Soit  à  abaisser  du  point  m(3,8) 
la  perpendiculaire  sur  ia  Terticale  dont  la  trace  horizontale  est  o 
(fig.  gS).  Cette  perpendiculaire  est  l'hori- 
zontale de  cote  3,8,  dont  la  projection  est 
om.  La  distance  du  point  M  à  la  verlicale  est 
donc  (5,    Rem.    III)  projetée  en  vraie  gran- 


80    Problème.  —  Mener  par  une  droite  donnée  le  plan  perpendicor- 
laire  à  un  plan  donné. 
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i  la  droite  cl  le  plan  donnés  sont  perpendi- 
culaires, tout  plan  passant 
par  la  droite  répond  à  la 
question.  On  reconnaît 
qu'on  se  trouve  dans  ce 
cas,  en  vérifiant  que  les 
conditions  du  théorème 
du  n°  'ja  sont  remplies. 
Dans  le  cas  contraire,  le 
pian  cherchéest  déterminé 
par  la  droite  donnée  et  la 
perpendiculaire  abaissée 
sur  le  plan  donné  par  uo 
I         ,         ,  point  quelconque  de  cette 

0        I        2  droite. 

Soit,  parexemple,  àme- 
^•s-  94  nerpar  la  droite  a|3)  M) 

le  plan  perpendiculaire  au 
plan  P  défini  par  une  échelle  de  pente  ifig-  si).  Construisons 
d'abord  l'intervalle  dg,  inverse  de  celui  du  plan  (73).  et  par  le  point 
a(3)  menons  la  perpendiculaire  a|3)  ft|4)  à  ce  plan  (7!)  ;  le  plan 
cherché  est  défini  par  les  deux  droites  AB  et  AH.  La  direction  des 
horhontalesdeceplanest  bh,  etenconstruisantlesprojectionsdedeux 
d'entre  elles,  à  cotes  rondes,  on  a  de  suite  une  échelle  de  pente  Q. 


i.  Mener  par  un  point  donné  dans  un  plan  donné  !a  droite  du  plan 
orthogonale  à  une  droite  donnée. 

2.  Mener  par  un  point  donné  une  droite  parallèle  à  un  plan  donné 
et  orthogonale  à  une  droite  donnée. 

3,  Étant  donnée  la  projection  horizontale  d'une  droite  passant  par 
un  point  donné,  construire  la  graduation  de  cette  droite,  sachant 
qu'elle  est  orthogonale  à  une  droite  donnée. 

i.  Étant  donnée  la  projection  d'une  droite  rencontrant  à  angle  droit 
une  droite  donnée,  construire  la  graduation  de  cette  droite. 

5.  Reconnaître  si  deux  droites  données  par  leurs  gi'aduations  sont 
orthogonales . 
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7.  Mener  une  droil«  orthogonale  à  deux  droites  données  et  s'ap- 
puyant  sur  deux  auti'es  droites  données. 


9.  Mener  par  un  point  un.  plan  de  pente  donnée  perpendiculaire  ii 
un  plan  donné.  —  Discussion. 

10.  Reconnaître  si  deux  plans  donnés  par  leurs  échelles  de  pente 
sont  perpendiculaires. 


12.  On  donne  une  droite  par  sa  graduation,  un  plan  par  son  échelle 
de  pente.  Trouver  la  projection  de  la  droite  sur  le  plan. 

ir  le  point  symétrique  du 
e  droite.  Trouver  le  point  symétrique 


17.  Parmi  les  droites  parallèles  à  un  plan  donné  qui  s'appuient 
sur  deux  droites  données,  construire  celle  qui  est  orthogonale  à  une 
troisième  droite  donnée. 


a°  la  différence     MA  —  MB     soit  inaxim.um. 

19.  On  donne  deux  points  A.  et  B  et  une  droile  D.  Mener  par  A 
me   droite  s'appuyant  sur  D   et  dont  la  distance  au  point   B   soit  ; 
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A  DEUX  PLANS  LE  PROJECTION 


CHAPITRE  I 
LE  POINT 


Projections  dur»  point. 

81.  Plans  de  projection.  Liflne  de  terre.  —  En  géométrie  des- 
criptive, on  emploie,  comme  nous  l'avons  dit  {io),deu)(  plans  de  pro- 
jection rectangulaires;  l'un,  HH',  est  appelé  plan  horizonlal.V àulve, 
VV,  est  le  plan  vertical  (jîg.  gS)  ;  leur  droite  d'intersection  prend  le 
nom  de  ligne  de  terre;  on  la  représente  généralement  par  la  notation 
œy. 

La  ligne  de  terre  partage  le  plan  horizontal  et  le  plan  vertical, 
chacun  en  deux  demi-plans  : 
le  demi-plan  Hxy  constitue  la  région  antérieure  du  plan  horizontal, 

—  Jl'xy       —       la  région  postérieure  — 

—  \xy         —       la  région  supérieure  du  plan  vertical, 

—  V'xy       —       la  région  inférieure  — 

Les  plans  de  projection  déterminent  quatre  dièdres  droits  : 
le  dièdre  Ha;jV  est  appelé  premier  dièdre, 

—  ii'xy\        —        deuxième  dièdre, 

—  WxyY       —        troisième  dièdre, 

—  tixy'V'         —         quatrième  dièdre. 
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Le  plan  bissecteur  du  i"  et  du  3  di^die 
dissecteur,  le  plan  bissecteur  dj  '  ci  lu  . 
plan  bissecteur. 


Q=t  apjielc  premiet  plaît 
litiri.   est  le  deu.riemi' 


82.  Projections  d'un  point    Épure  du  point    —    Soient   4  un 
point  quelconque  de  l'espace   a  sa  projection  sur  le  plan  hoiizontil 


a  projection  sur  le  plai! 


^'^aiy^ 

l'^diédre 

^- 

^     i                 / 

/^ 

■^^''diM^ 

tical  J(/  ()5)  Le  plan  iKa\  coulenanf 
les  perpendiculaires  ko, 
et  Aai  aux  deux  plana 
de  projection  est  per- 
pendiculaire simultané- 
ment à  ces  deux  plans, 
et  par  suite  perpendi- 
culaire aussi  à  leur  in- 
terseclion  œy  ;  soit  alors- 
a  le  point  de  rencontre 
de  la  ligne  de  terre  et 
du  plan  eiÂfli  ;  les  deux 
droites  i.a,  aai  étant, 
contenues  dans  le  plan 
bAoi  et  passant  par  le 
pied  de  la  perpendiculaire  xy  à  ce  plan  sont  elles-mêmes  perpendicu- 
laires à  xj. 

Rabattons  maintenant  le  plan  vertical  sur  le  plan  liorizontal  en  le 
faisant  tourner  autour  de  la  ligne  de  terre,  et  supposons  que  la  rota- 
tion s'effectue  dans  le  sens  indiqué  sur  la  figure  par  les  flèches,  de 
nianière  qu'après  le  rabattement  la  région  supérieure  du  plan  vertical 
vienne  s'appliquer  sur  la  région  postérieuredu  plan  horizontal,  tandis 
que  la  région  inférieure  du  plan  vertical  vient  coïncider  avec  la  région 
antérieure  du  plan  horizontal.  Pendant  la  rotation,  le  point  u,  qui  est 
sur  la  charnière  xy,  ne  bouge  pas  ;  la  droite  ta,  du  plan  vertical  ne 
cesse  pas  d'être  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre,  par  suite  si  d  est 
le  point  du  plan  horizontal  avec  lequel  vient  coïncider  ai,  la  denii- 
droite  ao"  est  perpendiculaire  à  ary  et  on  a  aa'  ■:=■  lOt  ;  a.a  et  a<:i  forment 
alors  une  seule  droite  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre. 

La  figure  formée  par  la  ligne  de  terre  et  les  deux  points  a,  a'  con- 
stitue i'èpure.  du  point  A  (ftg.^6).Le  point  a  est  dit  la  projection  ftori- 
zontate  du  point  A,  et  le  point  a'  la  projection  verticale  de  ce  même 
point  (quoique,  en  réalité,  il  soit  le  rabattement  de  la  projection  ver- 
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ticale  réelle  ui).  On  désigne  toujours  un  point  de  l'espace  par  une 
lettre  majuscule,  sa  projection  horizon- 
tale par  la  lettre  minuscule  correspon- 
dante et  sa  projection  verticale  par  cette 
môme  lettre  minuscule  accentuée,  et  on 

Tj    se  borne  à  énoncer  les  deux  projections 

en  plaçant  la  projection  horizontale  la 
première  ;   ainsi  le  point  (a,  a')   est  le 
point  A  de  l'espace  dont  les  projections 
Fjg.  96  horizontale  et  Yerticale  sont  respective- 

ment a  et  a'. 
La  définition  même   de  l'épure  d'un   point  permet  d'énoncer  le 
théorème  suivant  : 


83.  Théorème.  —  Dons  toute  épure,  lea  deu-x  projections  d'un  point 
sont  sur  une  même  perpendtcalaire  à  la  ligne  de  terre. 

La  perpendiculaire  h.  la  ligne  de  terre  qui  unit  les  deux  projections- 
d'un  point  se  nomme  une  ligne  de  rappel. 

(Dans  les  épures  faites  au  tableau  ou  sur  le  papier,  les  lignes  de 
rappel  doivent  toujours  être  figurées  par  un  trait  pointillé  ou  par  un 
trait  plein  à  l'encre  de  couleur,  rouge,  en  général). 


('  situés  sur 
e  les  projections 


84.  Réciproque.  —  Dnns   une  épure,   deitx  points 
une  même  ligne  de  rappel  peuvent  être  considérés  ci 
d  un  point  ptrf alternent  deteimi  e  dans  l  e^'pace 

En  effet  oient  deux  points  a  a  situés  dans  II  plin  hoiizontil 
sur  une  même  perpendiculaire  aaa  h  la  ligne  de  terre  (  fiq  q'i) 
Faisons  tourner  le  plan  hcrizontal  autour  de  la  ligne  de  terie  dtms 
le  sens  pposé  a  telai  indiqué  par  les  flèt,hts  de  manière  a  1  amener 
en  coïncidence  avec  le  phn  veitical  ;  après  cette  rotation,  le  point  a' 
coïncide  a\ec  un  certain  point  oi  du  plan  vertical,  tel  que  la  demi- 
droitL  aai  soit  perpendiculaire  a  la  ligne  de  terre  et  que  aai  ;=  aa'. 
Les  de  ix  droites  aa  «n  étant  perpendiculaires  à  xy.  leur  plan  aaai 
est  aussi  peipendiculaire  a  jt)  et  par  suite  aux  deux  plans  de  pro- 
jection la  perpendiculau  e  élevée  en  a  au  plan  horizontal,  et  la  per- 
pendiculaire élevée  en  ai  au  plan  vertical  sont  alors  contenues  toutes 
deux  dans  le  plan  aaai  ;  comme  elles  sont  respectivement  perpendi- 
culaires à  des  plans  non  parallèles,  elles  ne  sont  pas  elles-mêmes 
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parallèles,  et  par  suite  se  rencontrent  en  un  point  A,  Les  points  a, 
ai  sont  évidemment  les  projections  horizontale  et  verticale  de  ce 
point  A,  et  comme,  lorsqu'on  rabat  le  plan  vertical  sur  le  plan  hori- 
zontal dans  le  sens  indiqué  par  les  flèches,  le  point  a,  vient  en  a',  il 
en  résulte  que  a  et  a'  sont,  dans  l'épure,  les  projections  du  point  A, 

8S.  Cote  et  élolgnement  d'un  point,  —  La  eole  d'un  point  de 
l'espace  est  le  nombre  qui  mesure  la  distance  de  ce  point  au  plan 
horizontal,  ce  nombre  étant  affecté  du  signe  -+-  ou  du  signe  —  sui- 
vant que  le  point  est,  par  rapport  au  plan  horizontal,  du  même  côté 
■que  la  partie  supérieure  ou  la  partie  inférieure  du  plan  vertical. 

De  même,  Véloignement  d'un  point  de  l'espace  est  le  nombre  qui 
mesure  la  distance  de  ce  point  au  plan  vertical,  ce  nombre  étant 
affecté  du  signe  -H  ou  du  signe  —  suivant  que  le  point  est,  par  rap- 
port au  plan  vertical,  du  même  côté  que  la  partie  antérieure  ou  la 
partie  postérieure  du  plan  horizontal. 

Le  tableau  ci -dessous  donne  les  signes  de  la  cote  et  de  l'éloignement 
d'un  point  situé  à  l'intérieur  de  chacun  des  quatre  dièdres  formés 
par  les  plans  de  projection  : 


.    dièdre. 


On  dit  quelquefois  que  : 
Les  points  à  note  positive  sont  au-dessus  du  plan  horizontal, 

—  cote  négative  —  au-dessous  — 

Les  points  à  élolgnement  positif  sont  en  avant  du  plan  vertical, 

—  élolgnement  négatif  —    en  arrière  — 
La  cote  d'un  point  du  plan  horizontal  est  nulle. 
L'éloignement  d'un  point  du  plan  vertical  est  nui. 

La  cote  et  l'éloignement  d'un  point  de  la  ligne  de  terre  sont  nuis. 

La  cote  et  l'éloignement  d'un  point  du  premier  plan  bissecteur 
sont  égaax  et  de  même  signe;  en  elîet.  d'abord  ils  sont  égaux  on 
valeur  absolue,  car  les  points  du  plan  bissecteur  d'un  dièdre  sont  à 
égale  distance  des  faces  de  ce  dièdre  :  ensuite,  ils  sont  de  même  signe, 
puisque  le  tableau  ci-dessus  montre  que  ta  cote  et  l'éloignement  des 
points  du  premier  dièdre  et  du  troisième  dièdre  sont  tous  deux 
positifs  ou  tous  deuï  négatifs.  De  même,  on  voit  aisément  que  la 
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cote  et  réloignement  d'un  point  du  deuxicmc  plan  bissecteur  sont 
égaax!  et  de  signes  contraires. 

86.  Théorème.  —  Dans  fouie  épure,  la  distance  de  la  projection 
verticale  d'un  point  à  la  ligne  de  terre  est  égale  à  la  valeur  absolae  de 
la  co'.e  da  point;  ta  distance  de  la  projection  horizontale  de  ce  même 
point  à  la  ligne  de  terre  est  égale  à  la  valeur  absolue  de  l'éloignement 
da  point. 

Reportons -no  us  h  la  Qgure  go  ;  le  quadrilatère  Aaaoi  est  un  rec- 
tangle, tous  ses  angles  étant  évidemment  droits  ;  les  côtés  opposés 
sont  donc  égaux  et  l'on  a 


87.  Aspects  divers  (Je  l'épure  d'un  polnl.  —  ^"ous  allons  exa- 
miner les  positions  occupées  par  rapport  à  la  ligne  de  terre  par  les 
projections  d'un  point,  suivant  le  dièdre  à  l'intérieur  duquel  il  est 
situé,  c'est-à-dire  suivant  les  signes  de  la  cote  et  de  réloignement 
de  ce  point.  Nous  conviendrons  d'abord  que,  dans  toute  épure,  la 
portion  du  tableau  ou  de  la  feuille  de  papier  située  au-dessous  ou  en 
avant  de  la  ligne  de  terre  figure  la  partie  antérieure  du  plan  horizon- 
tal, tandis  que  la  portion-  située  au-dessus  de  la  ligne  de  terre  figure 
la  partie  postérieare  du  plan  horizontal. 

"  Points  du  i"dièdre.  —  Soient 
un   point  situé  à  l'intérieur  du 


t 
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1/ 
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/ 

premier  dièdre  {fig.  97),  a  et  Oi  ses  projections  sur  le  plan  horizon- 
tal et  sur  le  plan  vertical;    a  est  dans  la  région  antérieure  du  plan 
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horizontal  et  oi  dans  la  réyion  supérieure  du  plan  vertical  ;  par 
suite,  après  le  rabattement  du  plan  vertical  sur  le  plan  horizontal, 
a,  vient  en  a'  dans  la  région  postérieure  du  plan  horizontal.  Donc, 
dans  l'épure  du  point  A  {flg.  98),  la  projection  horizontale  est  aa- 
dessous  de  la  ligne  de  terre,  la  projection  verticale  an-(kssas. 

a"  Points  du  s'  dièdre.  —  Soient 
li  un  point  situé  à  rintéricur  du 
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Fig.  î 


Flg,  I 


deuxième  dièdre  (JÎ3.  99),  6  et  61  ses  projections  sur  le  plan  hori- 
zontal et  sur  le  plan  vertical  ;  h  est  dans  la  région  poslérieare  du 
plan  horizontal  et  bi  dans  la  région  supérieure  du  plan  vertical  ;  par 
suite,  après  le  rabattement  du  plan  vertical  sur  le  plan  horizontal, 
il  vient  en  b'  dans  la  région  postérieure  du  plan  horizontal.  Donc 
les  deux  projections  du  point  B 
sont  au-dessus  de  la  ligne  de  terre 
tf,g.  ,00). 


/ 
/ 

y 

/ 

1 

-'- 

-f 

/ 

1 

c 

/y 

3°  Points  du  3°  dièdre. 


-  Soient  C  un  point  situé  à  l'intérie 
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troisième  dièdre  {fig.  loi),  c  et  c,  ses  projections  sur  le  plan  hori- 
zontal etsur  le  plan  verlical;  c  est  dans^la  région  postérieure  du  plan 
horizontal  et  c,  dans  la  région  inférienre  du  plan  vertical;  par  suite, 
^près  le  rabattement  du  plan  vertical  sur  le  plan  horizontal,  ci  vient 
en  e'  dans  la  région  antérieure  du  plan  horizontal.  Donc,  dans  l'épure 
du  point  C  {Jîg.  loa),  la  projection  horizontale  est  au-rfessus  de  la 
ligne  de  terre  et  la  projection  verticale  au-dessous. 

4°  Points  du  4^  dièdre.  —  Soient  D  un  point  situé  à  rintérieur  du 
quatrième  dièdre  1^^.  io3),    d  et  di    ses  projections  sur  le  plan  hori- 
zontal et  sur  le  plan  vertical  ;  d  est  dans  la  région  an  térieure  du  plan 
horizontal  et  di  dans  la  région  infé- 
rieure du  plan  vertical  ;  par  suite, 


/ 
/ 

y 

/ 

/^-fK 

-\ 

après  le  rabattement  du  plan  vertical  sur  le  plan  horizontal,  le  point 
di  vient  en  é  dans  la  région  antérieure  du  plan  horizontal.  Donc,  dans 
l'épure  du  point  D  [fig.  io4},  les  deux  projections  sont  au-dessous  de 
la  ligne  de  terre. 

En  résumé,  les  points  situés  dans  le  i"  ou  dans  le  3'  dièdre  ont 
leurs  projections  de  part  et  d'autre  de  la  ligne  de  terre,  les  points  situés 
dans  le  a"  oa  le  4*  dièdre  ont  leurs  projections  d'un  même  côté  de  la 
liyne  de  terre  ; 

Les  points  à  cote  positive  ont  leur  projection  verticale  au-dessus  de  la 
ligne  de  terre,  les  peints  à  cote  négative  ont  leur  projection  verticale  au- 
■dessotts  de  la  ligne  de  terre;  tes  points  à  éloignement  positif  onl  leur  pro- 
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jection  horizontale  oii-densous  de  la  Uyne  de  terre,  les  points  à  éloigne- 
tnenl  négatif  ont  leur  projection,  horizontale  au-dessus  de  la  ligne  de 

88.  Application.  —  Faire  l'épure  d'un  point  dont  on  donne  la  cote 
et  l'éloignemeni. 

Soit,  par  exemple,  à  construire  les  projections  du  point  A  dont  la 
cote  est  +  5  et  l'éloignement  —  a . 
Ce  point  est  dans  le  a'  dièdre,  puisque  sa  cote  est  positive  et  son 
éloignemcnt  négatif  ;  ses  deux  projec- 
I  tions  sont  donc  au-dessas  de  la  ligne  de 

I  terre.  Ayant  alors  choisi  une  longueur 

t  arbitraire  (w  pour  représenter  l'unité  de 

u~              (1  longueur  (_/Î3.  io5],  on  élève  une  per- 

4  pendiculaire  à  la  ligne  de  terre  en  l'un 

. I  .    de  ses  points  «,  et,  sur  cette  perpendi- 

culaire, on  porte,  à  partir  du  point  a 
'^'     '  et   au-dessus    de     ccy,     une    longueur 

aa' :=  5uii  et  une  longucui'  la  ^^  aav;   a  cL  a'  sont  les  projections 
cherchées. 

89.  Épure  d'une  figure  quelconque.  —  Connaissant  la  position 
d'une  figure  F  dans  l'espace,  on  peut  construire  les  projections  de 
tous  ses  points,  puisqu'on  peut  connaître  la  cote  et  l'éloignement  de 
chacun  d'eux  ;  l'ensemble  des  projections  horizontales  des  points  de 
la  figure  F  conslituelaprojedîonftop'feo/iiate  deceitejîifijre, l'ensemble 
des  projections  verticales  des  mêmes  points  constitue  la  projection 
verlieale  de  la  figure  ;  le  dessin  tout  entier  est  Vêpure  de  la  figure. 

Inversement,  lorsqu'on  a  l'épure  d'une  ligure  quelconque  de  l'es- 
pace, on  peut  connaître  sa  position  par  rapport  aux  deux  pians  de 
projection,  puisque  la  position  occupée  par  chaque  point  de  la  figure 
peut  être  déterminée  àl'aide  de  ses  deux  projections  (84).  Nous  ver- 
rons plus  tard  qu'on  peut  déterminer  également  la  grandeur  de  tous 
les  éléments  do  la  Dgure. 
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Points  remarquables 

90.  En  géométrie  descriptive,  on  appelle  points  remarquables  ceux 
dont  les  projections  présentent,  sur  l'épure,  des  positions  particu- 
lières ;  ce  sont  les  points  du  plan  horizontal,  ceux  du  plan  yertical  et 
les  points  de  la  ligne  de  terre. 

1"  Points  sUaés  dans  le  plan  hori- 
zontal.   —  Tout  point   E   ou  F  du 
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plan  liorhonta!  coïncide  ■ 
cote  est  nulle,  par  suite  ; 


:  sa  projection  horizontale  [fig.  (o6);  sa 
projection  verticale  est  sur  la  ligne  de 
terre  ;  tels  sont  les  points  (e,  e')  du 
j"  cl  du  4e  dièdres,  (/,/]  du  a*  et 
du  3a  dièdres  {fig.  107). 


a"  Points  situés  d'ins  le  plan  vertical.  —  Tout  point  situé  dans  le 
plan  vertical,  tel  que  G  ou  H,    coïncide  avec  sa  projection  verticale 
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éloignement  est  nul  ;  donc  sa  projection  horizontale 
est  sur  la  ligne  de  terre  ;  teh 
sont  les  points  [g,  g')  du  i" 
et  du  2°  dièdres,  (h,  h')  du  3* 
et  du  4°  dièdres  ifig.  log). 
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/v' 

3°  Points  sur  la  ligne  de  terre.  —  Ces  points  coïncident  a 
deux  projections;  tel  est  le  point  {!.,  i')  {  fig.  no  et  m). 
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CHAPITRE  II 
LA  DROITE 


§1- 

Représentation  de  la  droite. 

91.  ProjfCtions  d'une  droite-  —  Kous  avons  yu  {!])  que  si  une 

droite  n'est  pas  perpendiculaire  à  un  plan,  sa  projeclion  sur  ce  plan 

est  une  droite,  qu'on  obtient   en  joignant  les  projections  de  deux 

points  quelconques  de  cette  droite. 

Une  droite   AB  de  l'espace  a  donc,  en  général,    pour   projection 

j-  horizontale   la   droite    ab    oblenue  en 

joignant  les    projections    horizontales 

u  et  6  de  deux  de  ses  points  Â  et  B, 

et   pour   projection  verticale  la   droite 

a'b'  obtenue  en  joignant  les  projections 

verticales    de  ces    mêmes    points.    La 

figure  lia  formée  par  la  ligne  de  l«rro 

"  et  les  deux  droites  ab,  o'b'    est  l'épure 

^'^' "^  de  fa  droiVe  AB,    et  pour  énoncer  cette 

droite,  on  dit  simplement  :  la  droite  (ab,  a'b'). 

92.  Réciproquement,  deaa!  droites  qaelconqaes  ab,  a'b' ijig.  iia) 
(racées  dansane  épure  peuvent  génébalement  être  considérées  comme 
les  projeetions  horizontale  et  verticale  d'une  droite  AB  parfaitement 
déterminée  dans  l'espace. 

En  effet,  relevons  le  plan  vertical  de  manière  à  l'amener  dans  sa 
première  position  (Jig.  ii3);  la  droite  a'b'  vient  alors  en  ai&i.  Toute 
ligne  de  l'espace  dont  la  projection  horizontale  est    «6   est  contenue 
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:î  le  plan  P  mené  par  ab  perpendiculairement  au  plan  horizontal 
de  projection  ;  do  même, 
■toute  ligne  dont  la  projection 
verticale  est  0,61  dans  l'espace 
(ou  a'b'  dans  l'épiiro)  est 
contenue  dans  le  plan  P' 
mené  par  ai6i  perpendiculai- 
rement au  plan  vertical  de 
projection  ;  donc  la  ligne  dont 
les  projections  horizontale  et 
verticale  sont  respectivement 
ab  et  a't/  est  contenue  à  la 
fois  dans  les  plans  P  et  P'  ; 
c'est  nécessairement  la  droite 
d'intersection  AB  de  ces  deui 
plans. 
Les. plans  P  et  P'  sont  appelés  les  plans  projetant  horizontalement 
;t  yerticalcmont  la  droite  AB. 


'yû 
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y^.  Exceptions-  —  La  démonstration  précédente  suppose  que  les 
plans  P  et  P'  se  coupent  ;  s'il  en  était  autrement,  la  droite  AB  ne 
serait  plus  définie.  Elle  suppose  encore  que  la  droite  AB  admet  deux 
(iTOites  comme  projections,  c'est-à-dive  n'est  perpendiculaire  ni 
an  plan  horizontal  ni  au  plan  vertical  (4). 

Il  j  a  donc  lieu  d'Ciaminer  à  part  les  cas  suivants  : 

1°  les  pians  P  et  P'  sont  parallèles  ; 

2°  les  plans  P  et  P'  sont  confondus  ; 

3"  les  plans  P  et  P'  se  coupent  suivant  une  droite  perpendiculaire 
à  l'un  des  plans  de  projection. 

i"  Les  pians  P  et  P'  sont  parallèles.  —  Dans  ce  cas,  les  plans  P  et 
P'  n'ayant  pas  de  droite  commune,  ab  et  a'b'  ne  peuvent,  être  les 
projections  d'aucune  droite  de  l'espace.  Or,  pour  que  les  plans  P  et 
F'  soient  parallèles,  comme  ils  sont,  le  premier  perpendiculaire  au 
plan  horizontal,  le  second  perpendiculaire  au  plan  vertical,  H  faut 
qu'ils  soient  simultanément  perpendiculaires  aux  deux  plans  de  pro- 
jection et  par  suite  fierpendiculaires  à  la  ligne  de  terre  {Jlg.  ni).  Les 
droites  ab,  aib,  qui  sont  dans  ces  plans,  sont  alors  elles-mêmes  per- 
pendiculaires à  la  ligne  de  terre,  mais  elles  ne  la  rencontrent  pas  au 
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même  point  ;  après  le  rabattemenl  du  plan  vertical,  l'épure  se  com- 
pose do  deux  droites  ab,  a'b' 
perpendiculaires  à  la  ligne  de 
terre  en  des  points  distincts 
(flg.  1.5). 


L'impossibilité  d'une  épure  comme  celle  de  la  Qgure  ii5  apparaît 
d'ailleurs  a  priori,  si  l'on  observe  que  les  deux  projections  d'un  point 
de  la  droite  ne  peuvent  pas  être  sur  une  même  ligne  de  rappel  (83). 


°  Les  plans  P  ei  P'  sont  confoiidas. 
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-  Si  le  plan  P'  est  confonilu 
avec  ie  plan  P,  pour 
la  même  raison  que 
dans  le  cas  précédent  le 


,  116 


Fig.  in 


plan  P  est  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  \Jlg.  ii6),  et  les  droites^ 
ab,  atbt,  qui  sont  contenues  dans  ce  plan,  sont  elles-mêmes  perpen- 
diculaires à  la  ligne  de  terre  ;  d'ailleurs  elles  la  rencontrent  au  même, 
point,  le  point  a  où  xy  coupe  le  plan  P,  de  sorte  qu'après  le  raLat- 
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tement  du  plan,  verlical,  ab  et  a'b'  forment  dans  l'épure  une  même 
perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  (fig.  117).  Loi-sque  cette  circon- 
stance se  présente,  loate  ligne  da  plan  P,  el  en  particulier  toute  droite 
AB  de  ce  plan,  a  poar  projections  horizontale  el  verticale  les  droiles  ab 
el    a'b'. 


S'  La  droite  ifiiiterseclioii  A.B  des  plans  P  et  P'  esl  perpendicalaire 
à  l'un  des  plans  de  projection .  —  Supposons,  par  exemple,  que  les 
plans  P  et  P',  distincts  et  non  parallèles,  se  coupent  suivant  une 
droite  AB  perpendiculaire  au  plan  vertical  (_^3.  118).  Le  plan  P  pro- 
jetant horizontalement  cette  droite  est  lui-même  perpendiculaire 
au  plan  vertical,  et,  comme  il  est  déjà  perpendiculaire  au  plan  hori- 


zontal, il  est  perpendiculaiie  à  la  ligne  de  terre  a:y  ;  il  en  est  de  même 
de  la  droite  ab  qui  est  contenue  dans  ce  plan  P  ;  l'épure  présente 
l'aspect  de  la  figure  119.  Dans  ce  cas,  quoique_l3  droite  AB  soit  l'in- 
tersection des  plans  P  el  P',  elle  ne  peut  aïoir  pour  projections  les 
droites  ab  et  a'b',  car  sa  projection  verticale  doit  se  réduire  à  un  point  ; 
on  arrive  aux  mêmes  conclusions  en  supposant  la  projection  hori- 
zontale ab  quelconque  et  la  projection  verticale  a'b'  perpendiculaire 
îi  la  ligne  de  teiTe. 

En  résumé,  la  proposition  du  n"  9a.  pour  être  rigoureusement 
exacte,  doit  être  modifiée  de  la  Êiçon  suivante  : 

Dans  toute  épare,  deux  droites  ab,  a'b'  qui  ne  sont  ni  l'une  ni  l'autre 
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perpendteutaires  a  la  ligne  de  terre  {fig.  iis)  sont  les  projections  d'une 
droite  parfaitement  déterminée  dans  l'espace. 

Lorsqu'une  seule  des  droites  ab,  u'b'  est  perpendiculaire  à  la  ligne  de 
terre  {fig.  119),  oa  lorsqu'elles  sont  tontes  deux  perpendiculaires  à  la 
ligne  déterre  en  des  points  différents  [fig.  ii5l,  il  n'existe  aucune  droite 
de  l'espace  dont  les  projections  soient  àb  et  a'b'. 

Si  les  droites  ab,  a'b'  sont  perpendiculaires  à  la  ligne  de  terre  au 
même  point  (fig.  1 17),  il  y  a  une  infinité  de  droites  dont  les  projections 
sont  ab  et  a'b'. 

94.  Plans  de  proHl.  Droites  de  profil.  —  Vn  plan  de  profil  esl 
un  plan  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre. 

Toute  droite  contenue  dans  un  plan  de  profil  et  non  perpendiculaire 
à  l'un  des  plans  de  projection  est  une  droite  de  profil;  il  s'ensuit  évi- 
demment qu'une  droite  de  profil  est  perpendiculaire  à  la  ligne  de 

De  la  remarque  faile  plus  haut  (98,  2"),  il  résulte  que  toute  droite 
de  profil  AB  (fig.  iï6)  a  ses  deux  projecUons  ab,  a'b'  dirigées  sui- 
vant une  même  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  (^3,  ri'j};  mais, 
inversement,  la  droite  AB  n'est  pas  déterminée  par  ses  deux  projec- 
tions, qui  sont  aussi  les  projections  de  toute  droite  contenue  dans  le 
pian    P, 

Pour  représenterla  droite  AB,  îlfaut 
alors  nécessairement  se  donner  les  pro- 
jections horizontale  et  verticale  do  deux 

de  ses  points  {a.a')  et  (S,è'|  {fig.  120); 

y        les  points  A  et  B   dont  les  projections 
sont  respectivement  (a,a')  et  tb.b')  sont 
alors  parraitement  déterminés  (84)  et  il 
en  est  de  même  de  la  droite   AB   qui 
^'s-  leo  les  joint, 

9b.  Pi-oblème.  —  Étant  données  les  projections  ab  et  a'b'  d'une 
droite  de  l'espace  et  l'une  des  projections  d'un  point  de  cette  droite^ 
trouver  l'autre  projection. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  se  donne  la  pj-ojectJon  horizontale 
c  d'un  point  de  la  droite  {fig.  121).  D'abord  c  doit  être  pris  sur  la 
projection  horizontale  ab  de  la  droite.  La  projection  verticale  c'  cher- 
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chée  se  trouve  alors  h  l'intersection  de  la  ligne  de  rappel  du  poiiit  c 
et  de  la  projection  verticale  a'b'  de 
la  droite,  car,  d'une  part,  les  pro- 
jections d'un  point  sont  toujours 
sur  une  même  ligne  de  rappel  (83), 
et,  par  définition,  tout  point  d'une 
ligne  a  ses  projections  sur  les  pro- 
jections   de   même    nom    de    cette 

Remarque.  —  Si  la  droite  est  de 
^'8-  '^'  profil,    la   construction   précédente 

est  en  défaut,  puisque  la  ligne  de  rappel  du  point  c  et  la  projection 
verticale  de  la  droite  sont  confondues. 

Nous  indiquerons  plus  loin  une  solution  de  ce  cas  particulier  par  la 
naéthode  du  changement  de  plan  vertical. 

96.  Problème.  —  Étant  données  les  projections  ab,  a'b'  d'une 
droite  de  l'espace,  trouver  sur  cette  droite  an  point  dont  on  se  donne  soit 
la  cote,  soit  l'éloignement. 

Soit  à  déterminer  sur  la  droite  (ab,  a'b')  [fig,  laa)  ie  point  dont 
j/  la  cote  est  -+■  3,  î'unilé  de  longueur 

I"  La  projection  verticale  du  point 
cherché  se  trouve,  d'une    part,   sur 
a'b'',  d'autre  part,  elle  est  à  3  unités 
de  distance  au-dessus  de  la  ligne  de 
terre  (86)  ;  c'est  donc  le  point  d'inter- 
section m'  de  a!b'  avec  la  parallèle  s 
à  xy  menée  à  3  unités  de  distance 
au-dessus  de  cett«  droite.  En  rappe- 
lant ensuite  m'   en    m  sur  nb.  on  a 
en  {m,  m')    les  projections  du  point 
cherché, 
veut  chercher  le  point  de  la  droite   dont 
Dn  remarque  que  sa  projection  horizontale 
i  ia  parallèle  Sf  menée  à  a'.r, 
.  En  rappelant 


■i"  De  même,  si 
l'éloignement  est  h 
est  le  x*oint  n,  intersection  de  ah  a 
à  a  unités  de  dialance  au-dessous  de  cette  droite  (i 


ensuite  n 


n  {n.  II')  le  point  cherché. 
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Traces  d'une  droite- 


97,  Déllnilions,  —  Le  point  où  une  droite  rencontre  le  plan  hori- 
zontal est  la  trace  horizontale  de  cette  droite,  le  point  où  elle  ren- 
contre le  plan  vertical  est  sa  trace  verticale. 

98.  Problème.  —  Déterminer  les  traces  horizontale  et  verticale 
d'une  droite  dont  on  donne  les  deuce  projections. 

Soient  ab,  a'b'  les  deux  projections  de  la  droite  {flg.  is3)  dont  on- 
cherche  les  traces. 

D'abord  la  trace  horizontale  étant 
par  définition  un  point  du  plan 
horizontal,  sa  projection  verticale  est 
sur  la  ligne  de  terre  (90,  1°);  ccttâ 
projeclion  verticale  est  donc  le 
point  h'  où  la  projection  verticale 
a'b'  de  la  droite  rencontre  xy,  et,  en 
rappelant  le  point  h'  en  h  sor  la 
projection  horizontale  ab,  on  obtient 
la    trace    horizontale    (h,  h']. 

De  même,  la  trace  verticale  étant,  par  définition,  nn  point  du  plan 
vertical,  sa  projection  horizontale  est  sur  la  ligne  de  terre  (90,  ï"), 
c'est  le  point  u  où  la  projection  horizontale  ab  de  la  droite  rencontre 
xy  ;  en  rappelant  ti  en  i/  sur  a'b',  on  a  la  trace  verticale  (v,  v'). 

Remarque  I,  —  Ce  problème  n'est  qu'un  cas  particulier  de  celui  da. 
n°  96.  On  peut  l'énoncer  en  effet  : 

Trouver  sur  une  droite  :  i"  le  point  de  cote  nulle  (trace  horizontale)  ; 
a'  le  point  d'éloignement  nul  (trace  verticalel. 


Fig.  i'i3 


Remarque  II.  ~  Généralement,  au  lieu  de  dire  que  les  traces  hori- 
zontale et  verticale  d'une  droite  sont  (h,  h']  et  (v,  v'),  on  se  borne 
à  dire  que  h  est  la  trace  horizontale  et  v'  la  trace  verticale  ;  lorsque  les- 
points  h  et  v'  sont  connus,  on  a,  en  effet,  immédiatement  les  points  h' 
et  y  à  l'intersection  de  la  ligne  de  terre  et  des  lignes  de  rappel  des 
points  ft  et  v'. 
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Remarque  III.  —  Puisque  deux  points  déterminent  une  droite,  en 
particulier,  si  l'on  se  donne  les  deux  traces 
{h,  h')  et  [v,  v")  d'une  di-oite,  {fy  isS), 
cette  droite  est  déterminée,  car  ses  pro- 
jections sont  hv  et  k'v'.  Il  y  a  exception 
cependant  pour  les  droites  rencontrant 
la  ligne  de  terre,  car  le  point  (a.  a')  où 
une  telle  droite  rencontre  xy  (fig.  tai) 
est  en  même  temps  sa  trace  horizontale  et 
Fig.  1S4  sa   trace  verticale;  pour  déterminer  com- 

plètement la  droite,  il  faut  nécessairement 
n  connaître  un  deuxième  point  (a,  a'). 


99.  Reconnaîti-e  les  diverses  réglons  de  l'espace  traversées 
pap  un©  droite.  —  Les  points  de  rencontre  d'une  droite  avec  les 
plans  de  projection,  c'est-à-dire  les  traces  de  la  droite,  limitent  évi- 
demment les  portions  de  cette  droite  situées  dans  les  différents  diè- 
dres. Soit  alors  une  droite  dont  les  traces  sont  {h,h'),  (v,v')  {fig.  is5l; 
prenons  un  point  quelconque  {m,m')  sur  cette  droite;  ce  point  est 
■dans  le  i^'  dièdre,  puisque  sa  projection  horizontale  est  au-dessous 


Flg.  1 


■de  la  ligne  de  terre  et  sa  projection  verticale  au-dessus.  Comme  tous 
les  points  de  la  portion  indéfinie  {vm,  v'm')  sont  dans  le  même  cas, 
cette  portion  de  droite  est  dans  le  i"  dièdre. 

Tout  point  (n,ii')  du  segment  \vh,  v'h')  a  ses  deux  projections  au- 
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dessus  de  la  Hgne  de  terre,  donc  ce  segment  est  contenu  dans  le 
a'  dièdre. 

Enfin  tout  point  (p.p')  de  la  portion  indéfinie  (hp,  h'p')  a  sa  projec- 
tion horizontale  au-dessus  de  la  ligne  de  terre  et  sa  projection  ver- 
ticale au-dessous,  donc  cette  partie  de  la  droite  est  tout  entière  dans 
la  3*  dièdre. 

En  résumé,  si  un  mobile  se  déplace  sur  la  droite  dans  le  sens  de 
la  flèche,  il  est  dans  le  i"  dièdre  jusqu'au  point  {v.v'),  traverse  le 
plan  vertical  en  ce  point,  se  meut  ensuite  dans  le  a*  dièdre  jusqu'au 
point  (/i, h.'),  où  il  traverse  le  plan  horizontal,  puis,  k  partir  de  ce  point, 
reste  constamment  dans  le  3°  dièdre. 

Dans  les  épures  ia5,  156,  137,  138,  qui  représentent  une  droite  dans 


diverses  positions,  les  chiffres  11',  22',  33',  iii' indiquent  les  portions  de 
la  droite  appartenant  respectivement  au  i'"',  au  2",  au  3"  et  au  4°  diè- 
dres. En  supposant  les  plans  de  projection  opaques  et  l'observateur 
placé  dans  le  i"'  dièdre,  les  seules  portions  de  droite  visibles  sont 
celles  situées  dans  le  i"  dièdre;  leurs  projections  sont  représentées 
en  traits  pleins,  tandis  que  les  projections  des  portions  de  droite 
cachées  sont  représentées  en  pointOlé. 


Droites  concourantes.  Droites  parallèles. 


100,  Nous  allons  esaminer  maintenant  k  quelles  conditions  deux 
droites  données  par  leurs  projections  sont  concourantes  ou  paral- 
lèles, c'est-à-dire  contenues  dans  un  même  plan. 
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Théorème-  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  deux, 
droites  données  par  leurs  projections  se  rencontrent  est  que  les  projec- 
tions de  même  nom  de  ces  deux  droites  se  coupent  en  deax  points  sita/a 
sar  une  même  ligne  de  rappel. 

La  condition  est  nécessaire.  —  En  effet,  soient  ÂB,  CD  deux  droites 
de  l'espace  se  rencontrant  en  un  point  0  ;  les  projections  o  et  o'  de 
ce  point  appartiennent  aux  projectionsdemèmenomde  cliacune  des 
droites,  et  de  plus,  (83)  elles  sontsurunemêmeligne  de  rappel  (^g.  129). 


La  condition  est  suffisante.  - 


Car  si  les  projections  de  même  nom  des 
deux  droites  ab,  a'b'  et  cd,  e'd'  se 
coupent  aux  points  0  et  0',  et  si 
ces  points  sont  sur  une  même  ligne 
de  rappel,  d'une  part  il  existe  un 
point  O  de  l'espace  dont  les  projec- 
tions sont  0,  0'  (8/1),  et,  d'autre  part, 
ce  point  est  évidemment  commun 
aux  deux  droites. 

Rbmasque.  —  La  démonstralion 
précédente,  qui  suppose  distinctes  les 
projections  des  deux  droites,  ne  s'ap- 


plique x>a8  évidemment  si  l'une 
des  deux  droites  est  de  profil. 

101.  Corollaire.  —  Si  deux 
droites  ont  une  projection  commune 
et  si  les  autres  projections  se  cou- 
pent, ces  deaa:  droites  se  rencon- 
trent. 

En  effet,  soient  deux    droites 
{ab,  a'b')  et  {ab,  e'd')  ayant  même 
projection  horizontale  ab,  leurs 
projections  verticales  se  coupant  au  point  0'  {^1;,  i3ol  ;  rappelons  c 
en   0   sur  ab  ;  le  point  (0,  0')  est  évidemment  un  point  c 
aux  deux  droites. 

102.  Théorème.  —  Deux  droites  parallèles  ont  leurs  projectio 
mêmes  noms  parallèles. 
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Cela  résulte  immédiatement  de  ce  que  deux  droites  parallèles  se 
projettent  sur  un  même  plan  suivant  des  droites  parallèles,  ainsi  que 
nous  l'avons  démontré  précédemment  (6). 

IÛ3.  Réciproque.  —  Deaco  droites  dont  les  projections  de  mêmes 
noms  sont  parallèles  sont  également  parallèles  entre  elles. 

En  effet,  soient  {ab,  a'b').  {cd,  e'd')  deux  droites  telles  que  ab  et 
ed  soient  parallèles  ainsi  que  a'6'  et  c'a  [fig.  i3i),  SiTon  relève  le  plan 


vertical,  les  droites  a'b'  et  c'd'  vietment  en  aibi,  cid,  et  sont  encore 
parallèles  l,flg.  iSsj.  La  droite  AB,  dont  les  projections  sont  ab  et 
Oi6i,  est  à  l'intersection  du  plan  AB6a  mené  par  ab  perpendiculai- 
rement au  plan  horizontal  et  du  plan  ABoiôi  mené  par  oibi  per- 
pendiculairement au  plan  vertical  ;  la  droite  CD,  dont  les  projections 
sont  cd  et  Cidi,  est  à  l'intersection  des  plans  CDcd,  CDcjd,  construits 
de  la  même  manière  ;  or  les  plans  AB&a,  CDcd  sont  parallèles, 
puisqu'ils  sont  menés  par  les  deux  droites  parallèles  ab,  cd,  perpen- 
diculairement à  un  même  plan  ;  de  même  les  plans  ABoibi,  CDcirfi 
sont  aussi  parallèles  entre  eux.  Ces  quatre  plans  forment  donc  un 
prisme  dont  les  quatre  arêtes  sont  parallèles  entre  elles  ;  or  les  deux 
droites  AB,  CD  sont  précisément  deux  des  arêtes  de  ce  prisme,  elles 
sont  donc  paraUèles. 

Si  les  droites  ont  une  projection  commune,  la  projection  horîïon- 


y  Google 


94 


GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE 


taie  par  exemple,  leurs  projections  verticales  étant  parallèles,  ces 
droites  sont  encore  parallèles  entre  elles,  comme  intersections  de 
deux  plans  parallèles  (les  plans  qui  les  projettent  \erticaleinent|  par 
un  troisième  Ile  plan  unique  qui  les  projette  horizontalement  l'une 
et  l'autre). 

Remarque.  —  La  démonstration  précédente  ne  s'applique  que  si 
les  projections  de  chacune  des  droites  AD  et  CD  sont  distinctes. 
Elle  est  par  suite  en  défaut  lorsque  les  deux  droites  données  sont  de 
profil  ;  les  projections  de  mêmes  noms  de  ces  deux  droites  sont  hien 
paraUèles,  mais  les  quatre  plans  projetants,  au  lieu  de  former  un 
prisme,  se  réduisent  à  deux  plans  parallèles,  les  plans  de  proûl  con- 
tenant les  deux  droites,  et  les  conditions  ne  sont  plus  suffisantes.  Nous 
reviendrons  plus  loin  sur  ce  cas  particulier. 

104.  Problème.  —  Reconnaître  que  denx  droites  [ab,  ab'),  (cd,  c'd'} 
se  rencontrent,  lorsque  les  projections  (te  mêmes  noms  de  ces  droites  ne 
sont  pas  parallèles  et  ne  se  coupent  pas  dans  les  limites  de  l'épure. 

Prenons  deux  points  quelconques  (m,m'J,  (p,p'l  sur  la  première 


droite  et  deux  points  quelconques  {n.n'}.  (q.q']  sur  la  seconde  (^3.  i33 
et  i3/,)  ;  si  les  deux  droites  se  rencontrent,  elles  sont  dans  un  même 
pian   P   et  les  droites  {mn,  m'n'),  (pq.  p'q')   qui  ont  chacune  deux 


y  Google 


LA.  DROITE  95> 

points  dans  ce  plan  y  sont  également  contenues  tout  entières,  donc 
elles  sont,  ou  concourantes,  ou  parallèles. 

Réciproquement,  si  les  droites  (mi,  m'n'j,  (pg,  p'q')  sont  concou- 
rantes ou  parallèles,  elles  sont  dans  un  même  plan  qui  contient  aussi 
les  deux  droites  données  puisque  chacune  d'elles  a  deux  points  dans 
ce  plan;  or  ces  deux  droites  ne  sont  pas  parallèles  puisque,  d'après 
l'hypothèse,  leurs  projections  de  même  nom  ne  sont  pas  parallèles; 
donc  elles  se  rencontrent.  D'où  deux  méthodes  pour  yériQer  que  les 
droites  données  se  rencontrent  ; 

1"  ou  bien  l'on  choisit  les  points  m,n,  p,q  de  manière  que  mn  et  pq 
soient  parallèles  et  alors  m'n'  et  p'q'  doivent  également  être  parallèles 
ifl'J-  i331; 

3°  ou  bien  l'on  choisit  les  points  {m,m'),  (n.n'l,  {p,p'),{q,q')  de  manière- 
que  les  projections  de  mêmes  noms  des  droites  (mn,  m'n').  {pq,  p'q') 
se  coupent  en  deux  points  0,0'  situés  dans  les  limites  de  l'épure  et 
on  vérifie  que  ces  points  o  et  </  sont  sur  une  même  ligne  de  rappel 

Remarque.  —  Si  les  droites  (ad,  a'b'),  {çd,  c'a!)  sont  parallèles,  les 
droites  (mn,  m'n').  (pq,  p'q'},  déterminées  comme  nous  l'avons  dit,. 
sont  encore  parallèles  ou  concourantes,  car  elles  appartiennent  au 
plan  déterminé  par  les  deux  droites  parallèles  données. 


105.  Problème.  —  Mener  par  an  point  {m,m') 
droite  donnée  (ab,  a'b']. 
Cas  général.  —  11  suffit  de 


par  les  projections  du  point  donné^ 


les  parallèles  mn,  m'n'  i 
donnée  [fig.  i35j,etroi 


x  projections  de  même  nom  de  la  droite- 
1  les  projections  de  la  droite  cherchée  (io3). 
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Cas  où  la  droite  donnée  èsl  de  profil.  —  Si  la  droite  donnée  est  de 
profil  et  déterminée  par  deux  points  {a,a'),  lb,b'j  ifig.  i36),  pour  lui 
mener  une  parallèle  par  le  point  (m, m'),  on  trace  les  droites  am.  a'm', 
puis  l'on  mène  bn,  b'n'  respectivement  parallèles  à  ces  droites  et  l'on 
marque  les  points  n  et  n'  où  elles  rencontrent  la  ligne  de  rappel 
mm'  :  les  points  {m,m').  (n.n')  déterminent  une  droite  de  profil  paral- 
lèle à  la  première  (loi,  Kem.|. 


i  'V. 

Droites  remarquEibles. 

106.  On  appelle  droites  remarquables  les  droites  parallèles  ou  per- 
pendiculaires aux  plans  de  projection  ou  à  la  ligne  de  terre. 

t'  Horhonlaies.  —  Une  droite  parallèle  an  plan  horizontal  s'appelle 

une  horizontale.  Tous  les  points  d'une  horizontale  ont  même  cote, 

,  par  suite  leurs  projections  verticales  sont  k  la 

"';— — —  même  distance  de  la  ligne  de  terre  :  il  s'ensuit 

I  que  la  projeelion  verlicale  H'  d'une  horizontale 

'^'.J---..^^^ — -— — y      est  parallèle  à  la  ligne  de  terre  {Jlg.  i37);  la 
^""■--«...^^^  projection  horizontale  H  est  quelconque,  elle 

est  parallèle  à  la  droite  de  l'espace  (5,  III). 
^'^-  '^'  l^a  trace  verticale  u'  d'une  horizontale  se  déter- 

mine comme  pour  une  droite  quelconque  (98),  mais  la  construction 
indiquée  pour  déterminer  la  trace  horizontale  tombe  en  défaut,  puis- 
que la  projection  verticale  de  la  droite  ne  rencontre  pas  la  ligne  de 
terre  :  une  horizontale  n'a  pas  de   trace  kori- 
1,1  zoniale. 

.i     (T^^^!;!  y       Une  droite  H  du  plan  horîzonlal  coïncide 

^\^  évidemment   avec    sa    projection    horizontale 

^«       ffi<j.  i3S),  et aaprojectionverlicalc  H'  coïncide 
Fig.  [jS  avec  la  ligne  de  terre,  puisque  tous  ses  points 

ont  une  cote  nulle. 

3°  Droites  de  front.  —  Une  droite  parallèle  au  plan  vertical  s'appelle 
une  frontale  ou  encore  une  droite  de  front.  Tous  les  points  d'une 
droite  de  front  ont  m.ême  éloignement,  par  suite  leurs  projections 
horizontales  sont  à  la  même  distance  de  la  ligne  de  terre;  donc  la 
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projeelioii  horizontale  F  d'unedroite  de  front  est  parallèle  à  la  ligne  de 
terre  (flg.  iSgt;  la  projection  verticale  F',  qui  est  quelconque,  est 
parallèle  à  la  droite  dans  l'espace.  La  trace  horizontale  h  se  détermine 
comme  pour  une  droite  quelconque,  mais  une  droite  de  front  n'a  pas 
de  Iraee  verticale. 


Une  droite  (F,  F')  du  plan  vertical  coïncide  avec  sa  projection  yerti- 
cale  F'  et  sa  projection  horizontale  F  coïncide  avec  la  ligne  de  terre 
Jlg-  i4o). 

3°  Droites  parallèles  à  la  ligne  de  terre.  —  Une  droite  parallèle  k  la 
ligne  de  terre  est  k  la  fois  une  horizontale  et  une  droit*  de  front,  donc 
ses  deux  projections  ab  et  a'b'  (Jig.  i4i)  sont  parallèles  à  ia  ligne  de 
terre;  une  parallèle  à  la  ligne  de  ferre  n'a  ni  iraee  horizonlale  ni  Iraee 
verticale. 


Fig.  143 
pendlculaire  aaplan  vertical 


droite  perpendiculaire  au  plan  horizontal  s'ap- 
pelle une  verticale;  sa  projection  hori- 
zonlale se  réduit  a  sa  trace  horizontale 
o  {5,  I),  et  sa  projection  verticale  V  est 

u"  la  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre 
menée  par  le  point  o  (fig.  1 4a).  Une  ver- 
ticale est  une  droite  de  iront  particu- 
lière, elle  n'a  donc  pas  de  trace  verticale. 
5°  Droites  de  bout.  —  Une  droite  per- 
ippeOe  une  droilede  bout  ;  sa  projection 
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verticale  se  réduit  à  sa  trace  vcrticaie  o',  et  sa  projection  liorizon- 
lale  D  est  la  perpendiculaire  menée  par  o'  à  la  ligne  de  terre 
{fig.  1^3).  Une  droite  de  bout  est  une  horizontale  particulière;  elle  n'a 
pas  de  trace  horizontale. 

60  Droites  perpendiculaires  à  la  ligne  de  terre.  —  Ce  sont  les  droites 
de  profil,  que  nous  avons  déjà  signalées  (g.'i). 


Passage  de  la  méthode  des  plans  cotés  à  celle  des  deux 
plans  de  projectton. 

107.  Passage  de  la  représentation  d'un  polnl  en  ijéonieiHe 
cotée  à  sa  représenlalion  daus  un  système  de  deux  plans  de 
pi-oiectIoD.  ^   Soit  a(3,ï)  l'épure 
.•^'        d'un    point    en    géométrie     cotée 
<■  [  fig.  i44)-  Imaginons  un  système  de 

/  deux  plans  de  projection  dans  lequel 

/  le    plan   de  comparaison    est    pris 

'  comme  phn  hoiizontal   la  ligne  de 

i~~--  /  terrL  etint  une  droite  -c)  arbitraire- 

^\^/  ment  tiacee  dans  tepuie   La  pro- 

'^x.^^  jection  horizontale  du  point  est  a; 

pour  avoir  sa  projection  veiticale, 
il  suffit  de  poitei  sur  la  perpendi- 
culaire menée  à  1  pai  a  et  au- 
dessus  de  J-y  une  longueur  aa' 
egile  a  3  unités  2  dixièmes  de  l'é- 
(.helle  du  dessm 
1  point  (o  n  )  dans  le  système  de  deux 
plans  de  projection  délini  par  une  ligne  de  terre  ccy,  pour  avoir  sa 
représentation  en  géométrie  cotée,  lorsqu'on  prend  le  plan  horizontal 
comme  plan  de  comparaison,  il  suffit  de  mesurer,  à  l'échelle  du  des- 
sin, la  distance  a'a  de  sa  projection  verticale  à  a:y.  d'inscrire  le 
nombre  obtenu  à  côté  de  la  projection  horizontale,  et  do  supprimer 
la  projection  verticale,  ainsi  que  la  ligne  de  terre. 

109.   Passade  de  la  représentation  d'une  droite  en  oëométrie 
cotée  à  sa  représenlalion  dans  un  système  de  deux  plans  de  pro- 


a  (3,2) 


Échelle. 


;nt,  étant  donné  u 
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-  Soit  a|3,a)  6(5,8)  {fig.  1^5)  l'épure  d'unedroite  en  géomé- 
trie cotée.  Imaginons  un 
système  de  deux  plans  de 
projection  dans  lequel  le 
plan  de  comparaison 
pria  comme  plan  horizon- 
tal,  la  ligne  de  terre  éti 
une  droite  icy  arbitraire- 
ment tracée  dans  l'épure, 
La  projection  horizontale 
de  la  droite  reste  ab  et  sa 
projection  verticale  s'ob- 
tient en  joignant  les  pro-- 
jeclions  verticales  a'  et  b' 
des  points  AetB  obtenues 


Échdle. 
Fig.  14S 


Inversement,  étant  donnée 
deux  plana  de  projection  défl, 
sa  représentatii 
comme  plan  d 


tré  précédemment  (107). 
droite  {ab,  a'b']  dans  un  système  de 
ir  une  ligne  de  terre  ccy,  pour  avoir 
1  en  géométrie  cotée,  en  prenant  le  plan  hoiizontal 
comparaison,  on  mesure,  à  l'échelle  du  dessin,  les 
cotes  a'a.  et  6'^  de  deux  points  («,  a')  et 
(b,  b')  de  la  droite,  on  inscrit  les  nom- 
bres   trouvés    à   coté    des   projections 
horizontales  de  ces   points  et  on  sup- 
prime la  projection   verticale  ainsi  que 
la  ligne  de  terre. 

loi).  Application.  —  En  particulier, 
sil'on  prend  xy  parallèleà  ab  (fig.  lifi), 
^  la  droite  {ab,  a'b')  est  defronl  par  rapport 

0  '  ,       ^  au  plan    vertical   choisi  (lofi,    2°),  par 

'"^''^"^  suite  AB  est  projetée  en  vraie  grandeur 

^'^-  ^^^  sur  le  plan  vertical  (5, 111)  en  a'b'. 

En  outre,  on  oblient  en  b'»y  l'angle  fl  de  la  droite  AB  avec  le 
plan  horizontal,  car  cet  angle  qui  est  l'angle  formé  par  la  droite  AB 
avec  sa  projection  ab  est  contenu  dans  le  plan  vertical  de  trace  ab  et 
se  projette  en  vraie  grandeur  en  b'aiy  euï  le  plan  vcrlicat  do  projec- 
tion (5,  III). 
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i.  Déterminer  sur  une  droite  donnée  par  ses  projections  un  point 
dont  le  rapport  de  la  cote  à  l'éloignement  soit  donné. 

2.  Mener  par  un  point  donné  une  horizontale  dont  la  trace  verti- 
cale soit  h  une  distance  donnée  d'un  point  donné  du  pian  vertical. 

3.  Mener  par  un  point  donné  par  ses  projections  une  horizontale  et 
une  droite  de  front  qui  rencontrent  une  droite  également  donnée  par 
ses  projec lions. 

4.  Étant  données  deux  droites  par  leurs  projections,  déterminer  la 
verticale  et  la  frontale  qui  rencontrent  ces  deux  droites. 

5.  Étant  données  deuï  droites  par  leurs  projections,  déterminer  une 
troisième  droite  rencontrant  les  deux  premières,  connaissant  l'une  de 
ses  projections. 

6.  Mener  par  deux  points  donnés  par  leurs  projections  deux  droites 
parallèles,  sachant  que  la  droite  joignant  leurs  traces  horizontales  (ou 
îeui-s  traces  verticales)  a  une  direction  donnée. 

7.  On  définit  un  tiiangle  ABC  sur  une  épure  en  se  donnant  les 
projections  de  ses  sommets.  Trouver  les  projections  des  médianes  de 
ce  triangle. 

8.  Déterminer  sur  une  horizontale  ou  une  droite  de  Dont  donnée 
un  point  dont  on  connaît  la  dislance  à  la  ligne  de  terre. 
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LE  PLAN 


Représentation  du  plan. 

HO.  Comme  noua  l'avons  déjà  indiqué  (33),  un  plan,  en  géomé- 
trie descriptive,  pourra  toujours  être  représenté  par  les  projections 
de  deux  droites  concourantes. 

m.  Problème.  —  Un  plan  étant  défini  par  tes  projecHoits'  de  deux 
droites  coneoaranles,  eomtrnire  :  i"  les  projections  d'une  droite  da  plan  ; 
a"  les  projections  d'an  point  du  plan. 

Soit  le  plan  déterminé  par  les  deux  droites  ioa,  o'a').  (ob,  o'b'),  qui 
se  coupent  au  point  (o,  o')  (fig.  14";  et  ii8). 

1°  Prenons  un  point  quelconque  (m,  m')  sur  la  première  droite 
{flg.  1S7)  et  un  point  quelconque  (n,  n')  sur  la  seconde  ;  la  droite 
(mn,  m'n'}  est  une  droite  du  plan  donné. 

On  peut  aussi  mener  par  un  point  quelconque  (m,  m')  de  la 
droite  (ofl,  o'a'}  {Jig.  i48),  la  parallèle  {mn,  m'n'}  à  la  droite  {ob,  o'b') 
et  on  obtient  encore  par  ce  procédé  une  droite  du  plan  donné. 

3°  En  prenant  (96)  un  point  quelconque  (p,  jf)  sur  la  droite  (mn, 
m'n')  {fig.  1^7  et  148),  on  a  les  projections  d'un  point  du  plan  donné. 

112.  Problème.  —  Connaissant  l'une  des  projeelions  d'ane  droite 
ou  d'an  point  sitaé  dons  un  plan  donné,  trouver  l'autre  projection  de  la 
droite  ou  da  point. 

i"  Soit  par  exemple  mn  la  projection  horizontale  d'une  droite 
située  dans  le  plan  déterminé  jor  les  droites  concourantes   (oa,  o'a') 
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el  [ob,  o'b')  {/î'j.  ili-]  el  il8).  On  sait  que  deux  droites  situéesdans  u 
même  plan  sont  concourantes  ou  parallèles  ;  la  droite  cherchée  r 


■a')  et  (. 


pouvant  êlrc  parallèle  à  la  fois  aux  deux  droites  (o<i 
puisque  ces  droites  se  coupent,  rencontre  au  moins  l'une  d'elles. 
Supposons  qu'elle  rencontre  (oa,  o'a')  ;  sa  projection  horizontale  mil 
coupe  alors  nécessairement  oa  en  un  point  m  ;  en  relevant  m  en 
m'  sur  o'a',  on  a  un  premier  point  de  la  projection  verticale  incon- 
nue. Deux  cas  peuvent  maintenant  se  présenter  :  ou  bien  mn  ren- 
contre également  06  en  un  point  n  [fig.  li-j),  et  en  relevant  n  en  n' 
sur  o'b'  on  a  en  m'ii'  la  projection  verticale  de  la  droite  ;  ou  bien 
mil  est  parallèle  à  ob  (fig.  i48),  et  la  projection  verticale  cherchée 
est  la  parallèle  ni'n'  à  o'b'  menée  par  le  point  m'. 

2"  Soit  p  la  projection  horizontale  d'un  point  du  plan  (fig.  1^7  et 
liS);  pour  déterminer  la  projection  verticale  de  ce  point,  on  trace 
une  droite  quelconque  mn  passant  par  p,  puis  on  détermine  comme 
précédemment  la  projection  verticale  m'n'  de  la  droite  du  plan  dont 
la  projection  horizontale  est  mn  ;  en  relevant  ensuite  p  en  p'  sur 
m'n',  on  a  la  projection  verticale  du  point. 

Un  raisonnement  analogue  permet  d'obtenir  la  projection  hori- 
zontale d'une  droite  ou  d'un  point  situés  dans  un  plan,  connaissant 
la  projection  verticale  de  cette  droite  ou  de  ce  point. 

Remarque  I.  —  Si  la  projection  horizontale  mn  de  la  droite  dont 
on  cherche  la  projection  verticale  passe  par  le  point  0  où  se  coupent 
les  projections  horizontales  des  droites  qui  déterminent  le  plan 
{jlg.  lig),  le  raisonnement  précédent  n'est  plus  applicable;  on  con- 
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slruil  alors  comme  plus  haut  les  projections  cd  et  c'd'  d'une  droite 
quelconque  du  plan,  on  marque  le  point  p  où  se  rencontrent  cd  et 
mn.  on  rappelle  p  en  p'  sur  c'd,  et 
la  projection  yerticale  clierchée  est 
la  droite  o'p'.  Cela  revient  à  substi- 
tuer, pour  définir  le  plan,  la  droite 
[cd,  c'd'j  k  l'une  des  droites  [oa,  o'a'j 
ou  {ob.  o'b'). 

De  môme,  lorsque 


la  droite  mn  rencontre  hor; 
des  limites  de  l'épure  la  pro 
jection  horizontale  ob  de  1' 
des  droites  définissant  le  plan 
{fy.  i5o),  on  substitue  à 
cette  droite  une  autre  droite 
(cd,  c'd')  du  plan,  choisie  de 
manière  que  sa  projeclion  ho- 
rizontale rencontre  mn  en  un 
point  p  situé  dans  le  cadre  de  l'épure;  on  obtient  alors  la  projection 
verticale  m'p'  de  la  droite  cherchée  en  appliquant  la  méthode  générale 
au  plan  déûnl  par  les  droites  {oa,  o'a'j  et  {cd,  c'd'). 

Remarque  III.  —  Le  problème  précédent  permet  de  reconnaître  si 
une  droile  (mil,  m'n'i  appartient  au  plan  défini  par  les  deux  droites 
\oa,  o'a'i  el  {ob,  o'b").  Il  suffit,  en  effet,  de  chercher  la  projection  ver- 
ticale de  la  droite  du  plan  dont  la  projection  horizontale  est  mn; 
suivant  que  cette  projection  verticale  coïncide  ou  ne  coïncide  pas  avec 
m'n',  la  droite  appartient  ou  n'appartient  pas  au  plan. 

On  reconnaît  de  la  même  manière  qu'un  point  donné  par  ses  pro- 
jections est  ou  n'est  pas  situé  dans  un  plan  défini  par  deuï  droites 
concourantes. 
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Traces  d'un  plan. 

ti3.  Déliiiltioiia.  —  La  droite  d'intersection  d'un  plan  avec  le 
plan  horizontal  s'appelle  la  Irace  horizontale  de  ce  plan  ;  de  même,  la 
droite  d'intersection  d'un  plan  avec  le  plan  vertical  est  la  trace  verti- 
cale du  plan. 

Lorsqu'au  plan  conlient  la  ligni:  de.  terre,  ses  traces  coïncident  avec  la 
ligne  de  terre. 

Les  traces  d'an  plan  parallèle  à  la  ligne  de  terre  sont  elles-mêmes 
parallèles  à  la  ligne  de  terre,  car  le  plan  donné  et  les  plans  de  projec- 
tion forment  un  prisme  triangulaire  dont  les  arêtes,  qui  sont  des 
droites  parallèles,  sont  précisément  les  traces  du  plan  et  la  ligne  de 
terre. 

Les  traces  d'an  plan  non  parallèle  à  ta  ligne  de  terre  se  coupent  sar 
la  ligne  de  terre,  car  si  a  est  le  point  de  rencontre  de  cette  droite  et  du 
plan,  a  est  le  sommet  d'un  triédre  dont  les  faces  sont  le  plan  donné 
et  les  plans  de  projection,  et  dont  les  arêtes  sont  la  ligne  de  terre  et 
les  traces  du  plan. 

Souvent,  a\i  lieu  de  définir  un  plan  par  deux  droites  quelconques, 

on   le  définit    par  ses 

traces;  ce  mode  de  re-        q  e 

présentation  ne  diffère 

pas  au  fond  du  premier, 

car  les  traces  d'un  plan    - — — y 

sont  deux  droites  con- 
courantes ou  parallèles        __ __ 

du  plan.  P 

Ainsi,    si   aP    et    aQ  Fig.  lôa 

sont  respectivement  les 
traces  horizontale  et  verticale  d'un  plan  rencontrant  la  ligne  de  terre 
(fig.  i5i),  "P  est  une  droite  du  plan  qui  coïncide  avec  sa  projection 
horizontale  et  dont  la  projection  verticale  est  la  ligne  de  terre  (io6,  i»)  ; 
de  même,  «Q  est  une  droite  du  plan  coïncidant  avec  sa  projection  ver- 
ticale et  dont  la  projection  horizontale  est  xy  (io6,  2°). 

La  figure  iSa  est  l'épure  d'un  plan  parallèle  à  la  ligne  de  terre 
défini  par  ses  traces   aPet^Q,  elles-mêmes  parallèles  à  œy. 
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Pour  montrer  l'équivalence  des  deux  modes  de  représentation, 
nous  allons  résoudre  les  problèmes  qui  permettent  de  passer  de  l'un 
à  l'autre. 


s  d'an  plan  dêf'id  par  deua: 


■114.  Problème-  —   Construire  lus  h 

droites  concourantes. 

Cas  général-  —  Soit  un  plan  défini  par  deux  droites  {oa,  o'a'),  [ob, 

o'b')  [fiij.  i53).  La  droite  d'intersection  de  deux  plans  peut  être 
considérée  comme  le  lieu 
géométrique  des  points  de 
rencontre  des  droites  de  l'un 
d'euxavecrautre;il  en  résulte 
que  cliacune  des  traces  d'un 
plan  est  le  lieu  des  traces  de 
même  nom  des  droites  de  ce 

D'après  cela,  en  construi- 
sant comme  nous  l'avons  dit 
(y 8)  les  traces  horizontales 
a  et  6  des  deux  droites  qui 
définissent  le  plan,  puis  leurs 
traces  verticales  t'  et  d,  on 
aura  en    ab   la  trace  horizon- 


tale du  plan  et  en  c'd'  sa  trace  verticale. 
Ces  deux  traces  doivent  rencontrer  œy  a 


le  point  a  ou  lui  être 
parallèles.  Cette  re- 
marque permet  de 
vérifier  l'exactitude 
des      constructions 

struction  de  l'un  des 
quatre  points  a,  b, 
c',  d'. 

lis.  Cas  parti- 
culiers. —    1°   Les 
droites  définissant  le 
plan  se   rencontrent 
n  point  de   la  ligne  de   terre.  —  Les  constructions  précédentes 
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sont  en  défaut  lorsque  le  plan  est  défini  par  deux  droites  {ab,  a'b'). 
{ac,  a'c'i,  se  coupant  en  un  point  a  de  la  ligne  de  terre  {fig.  i5S).  car 
les  traces  horizontales  et  verticales  de  ces  deux  droites  sont  alors  con- 
fondues au  point  {a.a')  ;  les  deux  traces  du  plan  concourent  en  (a,a'), 
mais  pour  les  obtenir  il  est  nécessaire  de  construire  un  autre  point 
de  chacune  d'elles.  Pour  cela,  on  construit  une  droite  quelconque 
{be,  b'c'\  du  plan  donné  (m),  puis  on  détemiineaa  trace  horizontale  d 
et  sa  trace  verticale  e'  ;  les  traces  horizontale  et  verticale  du  plan  sont 
alors  les  droites  ad  et  a'e'. 


116.    3°   Le  plan    i 


(  défm, 


par  deux  droites  i 
d'elles  eslparallèle  à  la  ligne  de  terre. 
—  Tout  plan  défini  par  une  droite 
quelconque  (m.  o'a']  et  une  droite 
[ob,  o'b'i  parallèle  à  xy  (Jîg,  i56) 
et  rencontrant  la  première  au  point 
(o,o'|,  est  lui-inf'me  parallèle  à  la 
ligne  de  terre  ;  donc  ses  traces  sont 
aussi  parallèles  à  yy  (ii3),  et  pour 
les  obtenir  il  suffit  de   chercher  un 


Fig.  156  -^^ —^-^ ^ 

point  de  chacune  d'elles,  par  ''  ,'>  ]  6' 

exemple  les  traces  a  et  c'  de  — — ^ 1 ^—^ ~ 

la  droite    {oa,  o'a'}   (gS)  ;    les  " ; j     J^' ^ 

traces   du  plan  sont  alors  les  j  '/ 

parallèles  2  la  ligne  de  terre  '^  /ot  j, 

aP  et  PQ   menées  respective-  [  / 

ment  par  les  points  a  et  c'.  p        e  5" 

117.  3°  Le  plan  est  défini 
par  deux  droites  parallèles  à  la  ligne  de  terre.  —  Tout  plan  défini  par 
deux  droites  {ab,  a'b',}  {ed,  c'd')  parallèles  à  xy  {flg.  i56)  est  lui-même 
parallèle  à  <cy  et  il  en  est  de  même  de  ses  traces,  de  sorte  qu'il  suffit 
encore  de  chercher  un  point  de  chacune  d'elles;  il  est  impossible 
d'utiliser  pour  cela  les  droites  qui  définissent  le  plan,  car  elles  n'ont  ni 
tiace  horizontale  ni  trace  verticale  ;  on  construit  alors  une  troisième 
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droite  {mn,  m'n')  du  plan  en  joignant  un  point  (m, m')  pris  sur  la 
première  à.  un  point  {n,n.']  pris  sur  la  seconde  et  on  clierche  les  traces 
e  et  f  de  cette  droite  auxiliaire  ;  les  traces  du  plan  sont  alors  les 
parallèles  ap  et  PQ  menées  à  xy  parles  points  e  et/.  Cela  revient  à 
■substituer,  pour  définir  le  plan,  la  droite  (mn,  m'n']  h  l'une  des  deux 
droites  données. 

Nous  bornons  là  les  exemples  de  cas  particuliers  qui  peuvent  se 
présenter  ;  d'ailleurs,  d'une  manière  générale,  on  peut  toujours  être 
ramené  au  cas  général  en  substituant  une  ou  deux  droites  quelcon- 
ques du  plan  à  l'une  des  droites  données  ou  aux  deux  droites 
données. 


lis.  Problème.  —  Un  plan  étant  défînipar  ses  Iraces,  construire: 
1°  les  projections  d'une  droite  de  ce  plan  ;  a"  les  projections  tf  on  point 
daplan. 

Soit  un  plan  PaQ  défini  par  ses  traces  {fig.  lâ-j). 

1°  Prenons  un  point  quelconque  «  sur  la  trace  horizontale  iP; 
ce  point  se  projette  verticalement  en  a'  sur  la  ligne  de  lerre(ti>^).  Pre- 
nons ensuite  un  point  quelconque  b'  sur  la  trace  verticale  =Q  ;  ce 
point  se  projette  horizontalement  en  b  sur  la  ligne  de  terre  (ii3);  la 


droite  (ab,  a'b']  e: 
dans  ce  plan. 
2°  En  prenant  u 


droites  doivent 


e  droite  du  plan  donné,  car  elle  a  deux  points 

point  quelconque  (m,  m')  sur  la  droite  {ab,  a'b'), 
on  a  les  projections  d'un  point 
du  plan  donné. 

Rkmarqtjb.  —  En  construi- 
sant, comme  nous  venons  de 
l'indiquer  (fig.  157),  deux 
droites  [ab,  a'b'),  (cd,  e'd')  du 
plan  P<ïQ,  on  passe  du  deuxiè- 
me mode  de  repré.sen talion 
du  plan  au  premier.  Les  deux 
droites  ainsi  construites  étant 
dans  un  même  plan  doivent 
être  concourantes  ou   paral- 

■1  lèles,  autrement  dit  les  pro- 

jections de  mêmes  noms  de 

!  couper  en  deux  points   o,  0'   situés  sur  une 
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même  ligne  de  rappel  ou  être  parallèles  :  cotte  remarqiu 
vérifier  l'exactitude  des  constructions. 


119.  Problème.  —  Connaissant  l'aiie  des  projections  d'une  droite 
ou  d'un  point  situés  dans  an  plan  défini  par  set  traces,  trouver  l'autre 
projection  de  ta  droite  ou  da  point. 

i"  Soit  par  exemple  ab  la  projection  horizontale  donnée  d'une 
droite  d'un  plan  PaQ,  non  parallèle  à  la  ligne  de  terre  (fig.  i57).  La 
droite  inconnue  rencontre  au  moins  l'une  des  traces  du  plan,  puis- 
que ces  traces  sont,  par  hypothèse,  concourantes  ;  par  conséquent  Sa 
projection  horizontale  ab  rencontre  au  moins  l'une  des  droites  aP  ou 
xy  (projection  horizontale  de  la  trace  verticale  aQ  du  plan). 

Supposons  qu'elle  les  rencontre  toutes  deux,  la  première  en  a,  la 
seconde  en  6  ;  le  point  a  se  rappelle  verticalement  en  a'  sur  xy  (pro- 
jection verticale  de  la  trace  horizontale  «P),  le  point  b  se  rappelle  ver- 
ticalomenten  b'  sur  aQ;  la  projection  verticale  delà  droite  cherchceest 
donc  a'b'. 

Si  le  plan  donné  est  parallèle  à  xy.  il  n'y  a  rien  à  changer  au  l'oi- 
sonnement  précédent  lorsque  la  droite  ab  rencontre  à  la  fois  xy  et  la 
trace  horizontale  du  plan. 

Nous  traiterons  plus  loin  (i3i  et  laS)  le  cas  où  a6  est  parallèle  soit 
iccy,  soit  à  *P. 

a°  Soit  m  la  projection  horizontale  d'un  point  duplanPaQ  {fig.  167); 
proposons-nous  de  trouver  sa  projection  verticale.  Traçons  une  droite 
quelconque  ab  passant  par  le  point  m  et  cherchons  comme  précédem- 
ment la  projection  verticale  a'b'  de  la  droite  du  plan  projetée  horizon- 
talement en  ab  ;  rappelons  ensuite  m  en  m'  sur  a'b'  ;  m'  est  la  projec- 
tion verticale  cherchée. 

On  raisonne  d'une  manière  analogue  pour  obtenir  la  projection 
horizontale  d'une  droite  ou  d'un  point  situés  dans  un  plan  délini  par 
ses  traces,  lorsqu'on  connaît  la  projection  verticale  de  cette  droite  ou 
de  ce  point. 

I  HI- 

Droites  remarquables  d'un  plan. 

120.  Horizontales  d'un  plan.  —  Les  horizontales  d'an  plan  sont 
les  droites  d'intersection  de  ce  plan  avec  les  plans  parallèles  au  plan 
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horizontal.  Par  définition,  ces  droites  sont  des  horizontales  (106,  i"}; 
do  plus  elles  sont  parallèles  entre  elles  comme  droites  d'intersection 
d'un  même  plan  avec  plusieurs  plans  paraDèles  entre  eux. 

La  tvace  horizontale  d'un  plan  est  une  horizontale  particulière  du 
plan,  donc  elle  est  parallèle  à  toutes  les  horizontales  du  plan  ;  il  résulte 
de  cette  remarque  et  du  théorème  démontré  au  no  loa  que  : 

Les  projections  horizontales  des  horizontales  d'un  plan  sont  parallèles 
à  la  trace  horizontale  da  plan  el  lears  projections  verticales  sont  paral~ 
lèles  à  la  ligne  de  terre. 


121.  Problème.    —  Construire    les  projeeti 
quelconque  d'an  plan. 

1°  Le  plan  est  défini  par  di:ux  droites 


'.  horizontale 


rarites  {oa,  o'a'],  {ob,  o'b') 
(fin.  i58).  —  On  peut 
se  donner  arbitraire- 
ment la  projection  ver- 
ticale c'd',  parallèle  à 
xy,  de  l'horizontale 
cherchée  (106,  i"),  et 
l'on  est  ramené  au  pro- 
bième  traité  au  n"  1 1 2  ; 
onmarquelespoints  e' 
et  d!  où  la  droite 
c'd'  rencontre  les  pro- 
jections verticales  des 
droites  données,  et  l'on 
rappelle  ces  points  en 
c  et  rf  respectivement 
sur  oa  et  ob  :  la  droite 
{cd,  c'd!)  est  une  horizontale  du  plan. 

Pour  avoir  maintenant  une  autre  horizontale  du  plan,  il  suffit 
de  mener  par  un  point  quelconque  du  plan  une  parallèle  à  celle 
qu'on  vient  de  déterminer.  On  peut  prendre,  par  exemple,  un  point 
(m,  m')  sur  la  droite  (oa,  o'a'}  et  mener  mn  parallèle  à  cd,  m'n' 
parallèle  à  œy  ;  la  droite  {mn,  m'n')  est  une  deuxième  horizontale  du 
plan. 

Remabqub  I.  —  On  peut  définir  riiorizontnle  par  sa  cote,  ce  qui 
revient  à  se  donner  la  distance  c'y. 
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Remarque  II.  —  En  supposant  la  droite  o'd'  confondue  avec  xy, 
les  constructions  précédentes  donnent  la  trace  horizontale  du  plan  ; 
elles  sont,  dans  ce  cas,  identiques  à  celles  de  l'épure  de  la  figure  i53. 

a°  Le  plan  est  défini  par  ses  tra- 
ces. —  Soit  un  plan  PaQ  défini 
par  ses  traces  {fig.  i5ç().  On  peut 
encore  se  donner  arbitrairement 
la  projection  verticale  c'd',  pa- 
rallÈleà  a;^,  d'une  horizontalede 
ce  plan  ;  elle  rencontre  la  trace 
verticale  oQ  du  plan  au  point 
c',  qu'on  rappelle  liorizontale- 
mcnt  en  c  sur  xy  ;  en  menant 
ensuite  par  le  point  c  la  parallèle 
cd  à  la  trace  horizontale  aP  du  plan,  on  a  en  ed  et  c'd'  les  projec- 
tions d'une  horizontale  de  ce  plan  <i2o). 

On  peut  aussi  se  donner  arbitrairement  la  projection  horizontale 
cd  de  l'horizontale  cherchée,  à  condition  que  cd  soit  parallèle  à  la 
trace  horizontale  "P  du  plan  ;  cd  rencontre  œy  au  point  c,  qu'on 
rappelle  en  tf  sur  la  trace  verticale  aQ  ;  en  menant  ensuite  la  paral- 
lèle c'd'  à  icj,  on  a  la  projection  verticale  de  l'horizonlale. 

■122.  Droiles  de  Iront  d'un  plan.  —  Les  droites  de  front  ou  les 
frontales  d'an  plan  sont  les  droites  d'intersection  de  ce  plan  avec  les 
plans  parallèles  au  plan  vertical.  Ces  droites  sont,  par  définition,  des 
droites  de  front,  et  elles  sont  parallèles  entre  elles,  comme  les  hori- 
zontales du  plan.  La  trace  verticale  d'un  plan  est  une  frontale  parti- 
culière du  plan,  doncelle  est  parallèle  à  toutes  les  droites  de  front  du 
plan  ;  d'où  il  résulte  que  : 

Les  projections  verticales  des  droites  de  front  d'an  plan  sord  parallèles 
à  la  trace  vertitiale,  et  leurs  projections  hovlzintales  sont  parallèles  à 
la  ligne  de  terre. 

123.  Problème.  —  Construire  les  projections  d'une  droite  de  front 
d'un  plan. 

i"  Le  plan  est  défini  par  deux  droiles  concourantes  (oa,  o'a'), 
{ob,  o'b')  t/ig.  ifio).  —  On  peut  se  donner  arbitrairement  la  projcc- 
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lion  horizontale  c<i,    parallèle  à  la 


m 

gne  de  terre,  de  la  frontale 
chcrchcc(i2a)  ;  on  rappelle 
en  c'  et  d'  sur  o'al  et  o'b' 
les  points  où  la  droite  cd 
rencontre  les  projections 
horizontales  oa  et  ob  des 
deux  droites  données  ;  la 
droite  (cd,  c'd')  est  une 
droite  de  front  du  plan. 

On  aura  une  dcusifenie 
frontale  du  plan  en  me- 
nant, par  un  point  (m,  m') 
de  la  droite  (oa,  oV)  par 
osemple,  la  parallèle  (mil, 
mil')  àcellequivientd'âtre 
obtenue. 
Remauque,  —  En  supposant  r.d  confondue  avec   a\y,   les  construc- 
tions précédentes  donnent  ia  trace  ïerlicale  du  plan;  elles  sont  en 
effet,  dans  ce  cas,  identiques  à  celles  de  l'épure  de  la  figure  i53. 

ïces.  —  Soit  un  plan  PïQ  défini  par 
ses  traces  [fig.  i6i).  On  peut  encore 
se  donner  arhilrairement  la  pro- 
jection horizontale  cd,  parallèle  à 
^y,  d'une  fi'ontale  de  ce  plan;  elle 
rencontre  la  trace  horizontale  "P 
du  plan  en  un  point  c  qu'on  rap- 
pelle en  c'  sur  ay,  et  par  le  point  e 
on  mène  la  parallèle  e'O!  à  la  trace 
verticale  oQ  du  plan  ;  la  droite 
\nd.  dâ)  est  une  droite  de  front 
"*^  du  plan  (i2î). 

On  peut  aussi  se  donner  arbitrairement  la  projection  verticale  dd!  de 
la  droite  de  front  cherchée,  à  condition  que  c'd!  soit  parallèle  à  la 
trace  verticale  iQ  du  plan  (laal;  c'd'  rencontre  siy  au  point  c',  qu'on 
rappelle  en  c  sur  aP,  et  en  menant  la  parallèle  cd  à  «y  on  a  la  pro- 
jection horizontale  de  la  droile  de  front. 


124.  Problème.  —  Connaissant  l'arie  des  projecth), 


■i  point 
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sUaé  dans  un  plan  défini  par  ses  traces,  trouver  l'autre  projectiim  da  ce 

Soit  par  exemple  à  trouver  la  projection  verticale  d'un  point  situé 
dans  le  plan  PoQ,  connaissant  sa  projection  horizontale  m  {fig.  162 


;i63;. 
Nous  a 


u  (lia,  a°)  que  la  métliode  générale  pour  résoudre  c 


problème  consiste  à  faire  passerune  droite  arbitraire  ab  par  le  point  m, 
à  cliercher  la  projection  verticale  a'b'  de  la  droite  du  plan  dont  la 
projection  horizontale  est  ab,  puis  à  relever  m  en  m' sur  a'b'.  On  sim- 
plifie les  constructions  en  prenant  pour  droite  auxiliaire  (ab,  a'b'), 
soit  l'horizontale  {flg.  i6ï), 
V  soit  la  droite  de  front  {fii/.  i63) 

passant  par  le  point  cher- 
ché. 

125,  Problèine,  —  Con- 
A        7]  j~  siraire  les   traces    d'an  plan, 

défini  par  deux  droites  con- 
courantes, donl  l'une  est  hori- 
zontale ou  de  front. 

Soit,  par  exemple,  le  plan 
déflni  par  la  droile  {oa,  o'a') 
et  l'horizontale  (ob,  o'b')  qui 
rencontre  la  première  droite 
au  point  (0,  0']  {fiy.  i64). 
Construisons  la  trace  horizontale  a  et  la  trace  verticale  c'  de  la  droite 


Flg.  Ki 
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(oa.  o'a'i  ;  la  trace  horizontale  du  plan  devant  passer  par  a  et  être 
parallèle  a  ob  [puisque  la  droite  (ob,  o'h")  est  une  horizontale  du  plan 
donné]  est  la  parallèle  =P  menée  par  le  point  a  à  06  ;  la  trace  verUcale 
du  plan  s'obtient  ensuite  en  menant  la  droite  "Q,  (i«î  joint  le  point  a, 
où  la  trace  horizontale  rencontre  xy,  au  point  0',  trace  verticale  de 
la  droite  {oa,  o'a'). 

Pour  vérifier  l'exactitude  des  constructions,  on  s'assure  que  la  trace 
verticale  ô'  de  l'horizontale  (ob,  n'b']  appartient  à  la  trace  verticale  "Q 


Un  raisonnement  analogue  permet  de  trouve 
lorsque  l'horizontale  (ob,  "'''')  est  remplacée  par 


les  traces  du  plan 
Line  droite  de  front. 


126.  Pvobléme.   —  Conslraire  les  /rnces  d'un  plan  défini  par  une 
horizontale  el  une,  droile  de  front  ooncoaraiites. 
Soit  le  plan  défini  par  l'horizontale  (oa,  o'a']  et  la  droite  de  front 
(ob.  o'b'}.  qui  se  rencontrent 
au  point  (o,  o'i  tfig.  i65).  Con- 
struisons la  trace  horizontale  & 
de  la  droite  de  front  {ob,  o'h') 
et  la  trace  verticale  n'  de  l'ho- 
rizontale {oa,  o'a'}.  En  repre- 
nantie  raisonnement  du  pro- 
blème précédent,  on  voit  que 
la  trace  horizontale  'P  du  plan 
est  la  parallèle  à  oa  menée  par 
!e  point  6;  de  même,  la  trace 
verticale  Qx  du  plan  est  la 
parallèle  à  o'h'  menée  par  le  pioint  a'.  On  vérifie  ensuite  que  les  deux 
traces  ainsi  construites  rencontrent  xy  au  mi^me  point. 

On  peut  mâme  se  borner  à  chercher,  par  exemple,  la  trace  hori- 
zontale b  de  la  droite  de  front  <ob.  o'b');  par  ce  point  b  on  mène  la 
parallèle  aP  à  oa  et  l'on  a  ainsi  la  trace  horizontale  du  plan  ;  la  trace 
verticale  s'obtient  ensuite  en  menant  la  parallùie  oQ  à  o'b',  par  le 
point  a  où    ïP  rencontre  œy. 


127,    Utililé   des  horizontales   et  des   droites   rie  Iront  dur 

plan.  —  f-es  horizonfaios  et  les  droites  de  front  d'un  plan,  qu'or 
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appelle  quelquefois  les  droites  priitcipaki  du  pltin,  soni  d  uii  emploi 
fréquent  dans  les  épures.  Elles  donnent  lieu,  en  effet,  à  des  tiacés 
plus  simples  que  des  droites  choisies  arbitrairement  dans  le  plan  ; 
le  lecteur  a  pu  s'en  rendre  compte  déjà  en  comparant  lei  deus  pro- 
blèmes précédents  à  celui  du  a'  ni.  Il  verrd.  dtuis  la  suite,  qu'il  y  a 
souvent  avantage,  lorsqu'on  a  besoin  de  tirfcer  une  droite  auxiliaire 
d'un  plan,  à  choisir  une  horizontale  ou  une  droite  de  front. 


Plans  remarquablas. 

Iâ8.  On  appelle  pifuiï  remarquables  les  plans  perpendiculaires  ou 
parallèles  aux  plans  de  projection. 

129.  Plans  verticaux.  —  On  nomme  plan  vertical  tout  plan  pw- 
pendiculaire  au  plan  horizontal. 
Les  plans  verticaux  jouissent  des  propriétés  suivantes  : 

i»  Tout  plm  vertical  a  nt  Irnet  vtrlicale  pet  pe  lâtrutaue  ili  li  1 1 
de  letie 

En  effet  un  tel  pitn  et  le  plan  ^eitical  de  piojCLtion  sont  tous 
deuï  perpendiculaires  au  plan  hoiuontal  donc  leur  mteiscction 
c'est-t  dire  la  tiace  ^eiticale  du  plan  est  également  perpendiculme 
au  plan  honzontal  et  pBi  suite  est  aussi  peipundiculaire  a  la  ligne 
de  tei  re  qui  passe  pai  son  pied  dans  le  plan  hon/ontal 

iinsileplan  VA}  est  un  pkn  lerlical 
Q  ^  (M    'l'i-l 

"  hecii    jjntmti  t    I  ut  pta  i   i  ut  II 
Il  ice  leitiuite  eil  peiptniiuutaiie  a  la 
^  ^   ^  V      liyiie  dt  terie  eitl  un  plaît  vettical 

■^  En  effet  soit   PaQ   un  plan  dont  la 

\.,  trace  verticale  aQ   est  perpendiculaire 

à  xy(fiij.  166):  les  plans  de  projection 

Fig,  160  étant  rectangulaires,  puisque  la   droit 

oQ    contenue  dans  le  plan  vertical   est 

perpendiculaire  à  leur  intersection  iry.  celle  droite  est  perpondicu- 
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laire  au  plan  horizontal  ;  donc  tout  plan  passant  par  aQ,  et  en  parti- 
culier le  plan  PaQ,  est  perpendiculaire  au  plan  horizontal. 

3»  Des  propriétés  qu'on  vient  de  démontrer,  il  résulte  qu'un  plan 
vérlicat  est  eomplèlemeiit  défini  par  sa  trace  horizontale. 

4*  Tout  point  d'un  plan  verthal  se  projclle  horizonialemeiil  sur  lu 
trace  horizontale  de  ce  plan. 

En  effet,  soient  M  un  point  situé  dans  un  plan  vertical  et  m  sa 
projection  horizontale;  on  sait  que  si  deuï  pians  sont  perpendicu- 
laires, toute  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  de  l'un  d'eux  sur 
l'autre  est  contenue  tout  entière  dans  le  premier.  Donc,  la  projetante 
Mm  du  point  M,  qui  est  perpendiculaire  au  plan  horizontal,  est 
contenue  dans  te  plan  vertical  donné;  par  suite  le  point  m,  qui  est 
la  trace  horizontale  de  cette  projetante,  est  situé  sur  la  trace  horizon- 
tale de  ce  plan  vertical. 

S°  Réciproquement,  loal  point  dont  la  projection  horizontale  est  sUaée 
sur  la  trace  horizontale  d'un  plan  vertical  appartient  à  ce  plan  vertical. 

En  effet,  si  m  est  la  projection  horizontale  d'un  point  M  de  l'es- 
pace et  ai  cette  projection  appartient  à  la  trace  horizontale  d'un  plan 
vertical  donné,  la  projetante  Mm  du  point  M  est  tout  entière  con- 
tenue dans  ce  plan  vertical;  le  point  M  se  trouvant  sur  cette  proje- 
tante est  lui-même  dans  le  plan  vertical. 

De  ces  deux  dernières  propriétés,  il  résulte  que  pour  figurer  les 
projections  d'un  point  du  plan  vertical  PaQ  {Jlg,  i66),  il  sufBt  de 
prendre  arbitrairement  un  point  m  sur  la  trace  horizontale  ap  et  de 
mai'quer  un  point  quelconque  m'  sur  la  ligne  de  rappel  du  point  m; 
le  point  (m, m')  est  dans  le  plan  vertical  PaQ. 

6»  Il  en  résulte  encore  que  toute  figure  située  dans  un  plan  vertical 
te  projette  horizontalement  sur  ta  trace  horizontale  du  plan. 

130.  Plans  de  bout.  —  On  nomme  plan  de  boni  tout  plan  perpen- 
diculaire au  plan  vertical  de  projection. 

Les  plans  de  bout  jouissent  de  propriétés  analogues  à  celles  des 
plans  verticaux,  elles  se  démontrent  tout  à  fait  de  ia  même  manière 
et  nous  nous  bornerons  à  les  énoncer  ; 

I'  Tout  plan  de  bout  a  sa  trace  horizontale  perpendiculaire  à  la  ligne 
de  terre.  Ainsi  le  plan   PaQ  ift'j-  167)  est  un  plan  de  bout. 
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â»  Réciproquement,  loal  plan   PaQ  dont  ta  trace  horizontale  est  per- 
pendUialaire  à  la  ligne  de  terre  est  un 
0/  plan  de  boat. 

m'/  3°  Un  plan  de  bout  est  complètement 

/  .  (lé/ini  par  sa  trace  verticale. 

/     \  à"  Tout  point  d'an  plan  de  bout  se  pro- 

X         ij  I  }}       jette  verticalement  sur  sa  (race  vertieale. 

l  1  5»  Réciproquement,  loul  point  dont  la 

pl  '"-  projection    verticale    est    située  sur    la 

trace  vertieale  d'an  plan  de  bout  appar- 
^'^'  '"'  lient  à  ce  plan  de  bout. 

De  ces  deux  tiernitrcs  propriélés  il  résulte  qu'en  prenant  un  point 
quelconque  m'  sur  la  Irace  verticale  du  plan  de  bout  PaQ  (fig.  iH-j} 
et  un  point  quelconque  m  sur  la  ligne  de  rappel  de  ce  point,  le  point 
dont  les  projections  sont  m  et  m'  appartient  au  plan    PaQ. 

6°  Il  en  résulte  également  que  toute  figure  sitaêe  dans  un  plan  de  boat 
se  projette  verticalement  sur  tu  trace  verticale  du  plan. 

i;Sl.  Plans  horizonlaux.  —  On  nomme  pian  ftomon/oUout  pian 

parallèle  au  plan  hori/ontal.  Un  tel  plan  n'a  pas  de  trace  horizontale;. 

sa  trace  verticale  est  une  droite  H  paral- 

"''        "  lèle  à  la  ligne  de  terre  (fîg.  i68),  car  H  et 

1  xy  sont  les  droites  d'intei-seclion  du  plan 

;  vertical    de    projection   avec  deux    plans 

X  1    "  y     parallèles. 

;  Un  plan  horizontal  est  un  plan  de  bout- 

]  particulier  ;  donc  tout  point  (m, m')  d'un 

i  plan  horizontal  a  sa  projection  verticale  m' 

sur  la  trace  verticale  H  du  plan  (Jlg.  i68). 
"  '  Toute  figuré  contenue  dans  un  plan  ho- 

rizontal se  projette  hori/ontaiement  suivant  une  figure  égale  {5, 111). 

132.  Plans  de  Iront.  —  On  nomme  plan  de  front  tout  plan  paral- 
lèle au  plan  vertical.  Un  tel  plan  n'a  pas  de  tiace  verticale  ;  sa  trace 
horizontale  F  ifg.  1(19)  est  paraUèle  à  la  ligne  de  terre,  car  V  et  wy 
sont  les  droites  d'intersection  de  deux  plans  parallèles  avec  le  plan 
horizontal. 
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1  vertical  pailiciiliei  ,  donc  tout  [loint 
(m.m')  d'un  plan  de  front  a  sa  pro- 
jection horizontale  »>  lur  la  trace 
horizontale  du  plan 

Toute  figure  contenue  dans  ua 
plan  de  front  se  projette  verticale- 
ment suivant  une  figure  égale  (5. 
111). 


13!^.. Plans  de  profit.  —  On  ap- 
de  profil  tout  plan  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  ;  un 
tel  plan  est  donc  simultanément  perpen- 
diculaire aux  deux  jplans  de  projection 
Les  traces  al»  et  a  Q  d'un  plan  de  protil 
sont  dirigées  suivant  une  même  [lerj'endi- 

Y     culaire  à  la  ligne  do  terre  tjig.  170). 

On  a  les  projections  d'un  point  situé  dans 

un  plan  de  profil  en  marquant  deux  points 

quelconques    m   et  m'   sur  la  droite   l'Q 

suivant  laquelle  sont  confondues  les  traces 

P's-   I™  du  plan. 

Toute  droite  d'un  plan  de  profil  est  une  droite  de  profil  (94)  ;  ses 

projections  sont  confondues  avec  les  traces  du  plan. 


134.  Plana  passant  par  la  ligne  de  terre.  —  Nous  avons  déjà  l'ait 
remarquer  que  les  traces  d'un 
tel  plan  sont  confondues  avec  la 
ligne  de  terre  (ii3)  :  on  achève- 
généralement  de  le  déterminer 
en  se  donnant  les  projections 
d'un  point  quelconque  (ni, m')  du 
plan  (JÏ3    171I 

Toute   droite    contenue    dans 

un  plan  passant  par  la  ligne  de 

Fig.  ni  terre  de\ant  être  paiailcle  a  la 

ligne  de  leiie  ou   la  rencontrer, 

ses  projections  sont  parallèles  à  icy   [Ex      i^um,o  m'),  fig    171],  ou  se 

coupent  sur  »v  [Ex.  :  {bm,b'm'),  ftg.  171]. 
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135.  Plans  parallèles  à  la  ligne  de  terre.  —  Nous  avons  \u 
précédemment  que  les  traces  d'un  tel  plan  sont  parallèles  à  la  ligne 
déterre  (i[3). 


Passage  de  la  représentation  du  plan  en  géométrie  ootée 
à  sa  représentation  en  géométrie  descriptive. 


i36.   SoUlcplan   P  défli 


FLg.  172 


échelle  de  pente  {fi<j.  17a)  ; 
proposons-nous,  par  exemple, 
de  déterminer  les  traces  de 
ce  plan  dans  ie  système  de 
deux  plans  de  projection  dé- 
fini par  la  ligne  de  terre  xy, 
le  plan  de  comparaison  étant 
pris  comme  plan  horizon tal 
de  projection.  On  a  d'abord 
immédiatement  la  trace  hori- 
zontale aPi  du  plan  en  me- 
nant la  perpendiculaire  à 
l'échelle  de  pente  au  point 
a{a)  de  cette  droite. 

Quant  à  la  trace  verticale, 
c'est  l'intersection  du  plan 
vertical  ay  avec  le  plan  P,c'est- 
i-dire  (i3,  Rem.)  la  droite  de 
ce    plan   dont  la    projectio 


horizontale  est  s^y;  marquons,  parexemple,  sur  cette  droite  le  point  a 
de  coia  zéro  et  la  projection  liorizonlale  c  du  point  de  cote  a  de  cette 
droite  (43).  La  projeclion  verticale  c'  de  ce  dernier  point  s'obtient 
en  portant  sur  la  perpendiculaire  élevée  en  c  à  a'y  une  longueur  ce' 
égale  à  a  unités  de  l'échelle  du  dessin,  el  la  trace  verticale  du  plan 
est,  en  projection  verticale,  la  droite  "c'. 

Réciproquemenl.  soit  PioQi  un  plan  défini  par  ses  traces  dans  un 
-système  de  deux  plans  de  projection  (Jijf.  17a);  proposons-nous  de  figu- 
rer une  échelle  de  pente  de  ce  plan,  en  prenant  le  plan  horizontal  de 
projection  comme  plan  de  comparaison.  On  a  déjà,  toute  tracée,  la 
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trace  horizontale  aPi  du  plan;  en  menant  par  «temple  la  parallèle 
b'c'  à  my  à  a  unités  de  l'éRhelle  du  dessin  au-dessus  de  3!y.  et  en 
con^dérant  cette  parallèle  comme  la  projection  verticale  do  l'hoii- 
nontale  de  cote  2  du  plan,  on  peut  avoir  aisément  la  projection 
horizontale  bc  de  cette  horizontale  (lai)-  l^a  construction  d'une 
échelle  de  pente  P  du  plan  s'en  déduit  immédiatement  (87). 

137.  Application.  —  Un  plan  i-lanl  défini  par  une  échelle  de  penle 

P  (fig.  178),  déjinir  un  système  de  dciU"  plans  de  projection  dans  kiiue.l 

le  plan  donné  soU  an  plan  de  bout. 

Nous  supposons,    bien  entendu,  que  le  plan  de  comparaison  est 

choisi  comme  plan    horizontal  de 

projection. 

Puisque  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  qu'un  plan  soit  de 
bout  est  que  sa  trace  hoHzontale  soit 
^^__^       perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre 
ï/        (i3o),    il   suffira  donc   de  choisir  In 
ligne   de    terre    xy    perpendiculaire 
3  aux  horizontales  du  plan,  c'est-à-dire 

parallèle  à  son  échelle  de  penle.  Les 
horizontales    du    plan   deviennent 
2  alors  des  droites  de  bout:  par  excm- 

EcliHie  p[g_  l'horizontale  de  cote  i,  dont  la 

l'is-  '"^  projection    horizontale   est     6p,    a 

pour  trace  verticale  (loâ,  5°)  le  point  t)'  situé  sur  le  prolongement 
de  b?,  à  une  unité  de  réchelle  du  dessin  au-dessus  de  a^y.  La  trace 
verticale  du  plan  est  ensuite  la  droite  iQi,  obtenue  (ii3)  en  joignant 
au  point  h'  le  point  a  où  la  trace  horizontale  rencontre  xy.  Le  plan 
est  ainM  représenté  en  Pi  a  Q,  par  ses  deux  traces. 

i  VI. 
Droites  «t  plans  parallèles. 

138.  îious  rappelleiKins  les  propositions  suivantes,  qu'on  démontre 
en  géométrie  : 

l"  Pour  qu'une  droite  soit  parallèle  à  an  plan,  il  faut  et  il  svffil 
qu'elle  soit  parallèle  à  une  droite  du  plan; 
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*  Pour  que  deux  plangsoienl  parallèles,  il  faut  el  il  suffit  que  l'un 
IX  contienne  deux  droites  respectivemenl  parallèles  à  deux  droites 
COURANTES  sUuêes  dans  l'aulre  plan. 


l-'!9.  Froblème.  —  Mener 
à  nu  plan  donné. 


Si  le  plan  est  défini  par  ses  traces,  on 
de  ce  plan.(ii8),  et  par  le  poinl  donné 
lèle  h  cette  droite. 


pur  un  point  donné  une   droite  parallèle 


l'appek'L'  ci-dessus,  il  suffit  de 
mener  par  le  point  donné 
une  paiallèle  à  une  droite 
quelconque  du  plan  (loS), 
Le  problème  est  donc  in- 
déterminé. 

Si  le  plaa  est  déQni  pai- 
deux  di'oites  concourantes 
(00,  o'a')  et  {ob.  o'b')  (fiy. 
1 741,  on  mène  par  exemple 
par  le  point  donné  (m,  m' 
la  parallèle  (mil,  m'n')  h  la 
droite  (on.  o'a'). 
construit  d'abord  une  droite 
on  mène  ensuite  une  paral- 


140.  Problème.  —  Mener  par  un  poinl  donné  une  horizontale  ou 
ane  droite  de  front  parallèle  à  un  plan  donné. 

On  construit  d'abord  une  horizontale  ou  une  droite  de  front  du 
plan,  et  on  lui  mène  ensuite  une  paraUèle  par  le  point  donné.  Si  le 
plan  est  défini  par  ses  traces,  il  suffit  de  mener  par  le  point  une 
parallèle  à  sa  trace  horizontale  ou  à  sa  trace  verticale. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  faire  les  épures. 


141.  Problème.  —  Mener  par  i 
un;  droite  donnée. 


1  poinl  donné  un  plan  parallèle  à 


Il  suint,  d'après  la  première  proposition  rappelée  au  a"  i38,  de  me- 
ner par  le  point  la  parallèle  à  la  droite  donnée  et  de  faire  passer  par 
cette  droite  un  plan  quelconque.  Le  problème  est  encore  indéterminé. 
Ainsi,  si  (o,  o'}  est  le  point  donné  et  {mn.  m'n')  la  droite  donnée 
[fig.  174],  on  mène  par  lejioinKo,  o'),  d'abord  la  parallèle [oa,  o'a')k 
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;s  deux  droites  dc- 


{mn,  m'ii'i,  puis  une  droite  quelconque  (ob.  o'b']  : 
finissent  un  plan  répondant  à  la  question. 

142.  Problème.  -^  Mener  par  une  droile  ihinnée  im  iilaii  iiariiUile 
à  une  deuxième  droite  donnée. 

Si  les  deux  dioiles  sont  parallèles,  tout  plan  passant  par  l'une  est 
parallèle  à  l'autre  et  le  problème  est  indéterminé. 

Si  les  deux  droites  ne  sont  pas  parallèles,  il  suffit,  d'après  la  pre- 
mière proposition  rappelée  au  n»  i38,  de  mener  par  un  point  de  la  pre- 
mière une  parallèle  b  la  seconde  ;  cette  parallèle  détermine  avec  la  pre- 
mière droite  le  plan  cherclié.  Ainsi,  s'il  s'agit  de  mener  par  la  droite 
{oh,  o'b'}  le  plan  parallèle  à  la  droite  {mn,  m'n')  (ftff.  i-jà),  par  le  point 
(o,  o')  pris  sur  la  première  on  mène  la  parallèle  {oa,  o'a')  ii  la  seconde  ; 
le  plan  défini  par  les  deux  droites  concourantes  (oa,  o'n')  et  {ob,  o'b'] 
est  parallèle  à  ia  droite  {mn,  m'n'i. 

143.  Théorème.  —  Deum  plans  parallèles  onl  leurs  traces  de 
mêmes  noms  parallèles. 

En  effet,  leurs  traces  horizontales  sont  paiallèles  comme  intersec- 
tion^ de  deux  pians  parallèles  par  le  plan  hoiizontal  :  pour  une  raison 
analogue,    les  traces  verticales  des 
deux  plans  sont  aussi  jtarallèles. 

RÉCIPROQUEMENT,  si  deux  plans  non. 
parallèles  à  la  l^ne  de  terre  ont 
leurs  traces  de  mêmes  noms  parallèles, 
ces  plans  sont  parallèles. 

En  effet,  puisque  les  plans  ne  sont 
pas  parallèles  à  la  ligne  de  terre,  les 
^'^'  ^"''''  traces  de  chacun  d'eux  sont  concou- 

rantes. Ces  plans  sont  alors  parallèles,  en  vertu  de  la  deuxième  pro- 
position rappelée  plus  haut  (i38).  Ainsi,  PaQ  et  PiaïQi  {fig.  i-jS 
sont  deux  plans  parallèles. 

Si  les  plans  sont  parallèles  k  la  ligne  de  tcri-e,  ils  ne 

lent  parallèles,  quoique  ayant  leurs  traces  de  mêmes 

contient  qu'une  seale  direction  paral- 


ItliUAHQUE. 

noms  parallèli 
lèle  à  l'autre.  On  trouvera  à  la  fin  du  volume  (Note,  III) 
donnant  sous  forme  de  relation  métrique  une  condition 
Suffisante  pour  le  parallélisme  dcdeui;  Icis  plans. 


L  Ihéoi 
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144,  Corollaire Les  horizontales  de  deux  plans  parallèles  sont 

parallèles  ;  il  en  est  de-  même  de  leurs  droiles  de  front. 

En  effet,  d'après  le  théorème  précédent,  les  traces  de  mêmes  noms 
des  deux  plans  parallèles  sont  parallèles  et,  d'autre  part,  on  sait  que 
les  horizontales  et  les  droites  de  front  d'un  plan  sont  respectivement 
parallèlesà  la  trace  horizontale  et  à  la  trace  verticale  de  ce  plan  (lao  et 

145.  Problème.  —  Mener  par  un  point  donné  le  plan  parallèle  à  an 
plan  donné. 

En  vertvi  de  la  deuxième  proposition  rappelée  plus  haut  (i38),  il 
suffit  de  mener  par  le  point  donné  deux  droites  parallèles  à  deux 
droites  concourantes  du  plan  donné  ;  ces  deux  droites  déterminent 
le  plan  cherché. 

1°  Le  plan  est  défini  par  deux  droites  concourantes.  —  Soil  par 


exemple  i 


r  par  le  point   i 


m')  le  plan  parallèle  au  plan 
défini  par  les  deux  droites 
(ort,  o'a'j,  {ob.  o'b')  qui  se 
coupent  au  point  (o,  o') 
(fi(j.  176).  Par  le  point 
(m,  m')  on  mène  les  droi- 
tes (mil,  m'n'],  (mp,  m'p') 
■  respectivement  parallèles 
aux  droites  définissant  le 
plan  donné  (to5)  ;  ces 
droitesdéterminent  Icplan 
cherché. 

Kig.  (7ii  2"  Le  plan  est  défini  par 

ses  traces.  —  Si  le  plan 
donné  PoQ  n'est  pas  parallèle  à  la  ligne  de  terre  {fig.  177),  par  le 
point  (m,  m')  on  mène  l'horizontale  (nwt,  m'n')  parallèle  à  la  trace 
horizontale  (jP,  xy)  du  plan,  et  la  droite  de  front  {mp,  m'p')  paral- 
lèle à  sa  trace  verticale  (a>y,  "Q)  ;  ces  deux  droites  définissent  !e  plan 
cherché. 

Si  l'on  veut  déterminer  les  traces  du  plan,  il  est  inutile  de  construire 
à  la  fois  l'horizontale  et  la  droite  de  front  passant  parie  point  [m,  m'). 
Il  suffit  de  mener,  par  exemple,  la  droite  de  front  {ma,  m'n')  paral- 
lèle à  la  trace  verticale   du  plan    PaQ    et  de  déterminer  sa  trace 
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horizontale  (n,  "')  ifiy.  178 
zontale  du  plan  cherché,  o 


e  point  n  appartenant  à  la  trace  horl- 
lène  par  ce  point  la  parallèle  oiPj  à  la 


trace  horizonlale  aP  du  plan  donné,  et  par  le  point  si  où  cette 
droite  rencontre  œy,  la  parallèle  a^Q,  h  aQ,  Le  plan  cherché  est  le 
plan  P|ï|Q,. 

On  peut  remplacer  la  droite  de  front  (mu,  m'n')  par  l'horizontale 

parallèle  au  plan  donné  passant  par  le  point  (m,  m'),   ou,  plus  génù- 

ralement,  par  une  droite  quelconque  parallèle  h  ce  plan. 

3"  Le  plan   est    parnllèle    ■(    la   ligne   de  terre  et  donné  par  ses 

traces.  —  Soient  aP 

Q p ?■  et  ?Q  les  traces  du 

,--■'    i      /?'         ^  plan  donné,  (m,  m') 

,''  ;         ,<'      I  ^^  point  donné  (J'ff- 

'"  "y  '79)-  On  construit 
d'abord  les  projec- 
tions   ah     et     n!b' 

■ .  -' /  d'une  droite  quel- 

'?      a  -p  *  conque     du     pian 

Fia    179  ("^)'  pnis.    par  le 

point    (m,  m'),    on 

mène  la  parallèle  (m»,  m'n^)  à  a:y  et  la  parallèle  (mp,  m'p')  à  la  droite 

(abi  a'b')  ;  ces  deux  droites  définissent  Je  plan  demandé. 

!46.  Problème.  —  Mener  par  une  droite  donnée  un  plan  pnrallèle 
à  un  plan  donné. 
Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  est  nécessaire  que  la  droite 
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soit  elle-même  parallèle  au  plan  donné.  S'il  en  est  ainsi,  on  mène 
par  un  point  de  la  droite  une  deuxième  droite  parallèle  au  plan  : 
cette  parallèle  et  la  droite  donnée  définissent  le  plan  cherché. 


EXERCICES 

i.  Gonstraire  les  projections  d'un  point  d'un  plan  donné,  connais- 
sant la  cote  et  l'éloignement  de  ce  point. 

2.  Connaissant  les  projections  horizontales  des  quatre  sommets 
d'un  quadrilatère  plan  et  les  projections  verticales  de  trois  d'entre 
eux,  trouver  la  projection  verticale  du  quatrième. 


i.  Construire  les  traces  d'un  plan  passant  par  un  point  donné  et 
l>arallèle  à  la  ligne  de  ten'C  et  à  une  droite  de  pi-ofil. 

5.  Un  plan  étant  défini  par  ses  traces,  trouver  les  traces  des  pian.s 
symétriques  du  premier  par  rapport  aux  plans  de  projection. 

6.  Connaissant  un  point  d'une  droite  donnée  et  l'une  des  projec- 
tions de  cette  di'oite,  trouver  l'autre  projection  de  la  droite,  sachant 
qu'elle  est  parallèle  à  un  plan  donné. 


8.  On  donne  un  point  A  et,  dans  le  plan  horizontal,  une  droite  D. 
Mener  par  A  une  droite  dont  la  trace  horizontale  soit  sur  D  et  telle 
que  A  soit  le  milieu  du  segment  déterminé  par  ses  traces  horizontale 
et  verticale. 

9.  On  connaît  les  projections  hori;(ontales  des  milieux  des  côtés 
d'un  triangle  et  trois  plans  contenant  chacun  un  des  sommets  du 
triangle.  Trouver  les  projections  du  triangle. 

(NavaU.) 

10.  Reprendi-e.  dans  le  système  des  deux  plans  de  projection,  les 
exercices  n"*  lo,  ii,  la  de  la  fin  du  chapitre  II  (Géométrie  cotée). 
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CHAPITRE  IV 

INTERSECTIONS  DE  DROITES  ET  DE  PLANS 


Intersection  de  deux  plans. 

147.  Cas  particulier.  —  Déterminer  les  projections  de  la  droite 
d'inlèrsection  û'unplan  perpendiculaire  à  l'un  des  plans  de  projeclioii 
avec  an  plan  queleonque. 

Soit  par  exemple  à  trouver  Ja  droiie  d'mferseclion  <:!w  plan  vurlical 
ayantpour  trace  horizontale  la  droite  »P  ifiy  i8o)  avec  un  autre  pian 
quelconque.  On  sait  (129,  6")  que  toute  fleure  sifute  dans  iin  plan 
vertical  se  projette  horizontalement  sui  la  tiace  horizontale  de  ce 
plan,  donc  ap  est  la  projection  honzonlale  de  !a  dioitc  cheicbée 
(Jette  droite  appartenant  également  au  deuxième  plan,  on  est  alors 
ramené  à  trouver  la  projection  ifertiuile  dune  droite  de  ce  plan 
connaissant  sa  piojection  ho 
ii?ontale  ^V  piobleme  tiaite 
prtcedemment  (112  et  iii)') 

Ainsi,  si  le  deuxième,  pian 
est  défini  par  deux  droites 
concourantes  (ou  parallèles), 
(oa.  o'a')  Gt{ob.  o'b')[j}g.  180). 
on  marque  les  points  m  et  u 
où  aP  rencontre  respective- 
et  nb  et  on  relève 
;i  points  en  in'  et  n'  stu- 
des   deuï   plans  donnés  est 
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Les  remarques  du  n*  na  permeUent  de  résioudre  le  problème  dans 
les  différents  cas  de  figures  qui  peuvent  se  présenter. 

Le  raisonnement  est  le  même  si  le  plan  vertical  est  remplacé  par 
un  plan  de  boul,  ou  encore  par  un  plan  horizontal  ou  de  front  ; 
dans  CCS  deus  derniers  tas,  on  esl  conduit  à  cherchei-  soit  une 
horizontale  du  deuxième  plan  connaissant  Sd  projection  verticale, 
soit  une  droite  de  front  de  ce  même  plan  connaissant  sa  projection 
horizontale,  problèmes  que  nous  avons  également  traités  (lai  et  ia3). 

148.  Problème  général. —  Dé Ur miner  la  droite  d'intersedion  de 
deux  plans  quelconques. 

Méthode  géhbrau;,  dite  des  pl.mns  auxiuaires.  —  Cette  méthode 
a  déjà  été  exposée  au  n"  55. 

Pour  définir  l'intersection  de  deux  plans  P  et  Q  (fîg.  63),  il  suffit 
d'en  déterminer  deux  points.  A.  cet  effet  ; 

1"  Oneoupeles  deux  plans  P  et  Q  par  un  Iroisième pian  auxiliaire  R; 

a"  On  cherche  les  droites  d'Intersection  D  ei  ^  de  R  avec  P  et  Q. 
Ces  droites  eoncvarent,  en  général,  en  an  point  M,  qui  est  évidemment 
un  point  de  la  droite  d'intersection  des  deux  plans  P  et  Q; 

1"  En  utihsant  un  dauj-ieme  plaît  aaxiliatit  Ri  on  obtient  de  la 
même  manieie  hii  deua-iâuie  pomt  Mi  de  cette  inlei  aection  qui  est 
ain^i  complètement  définie  par  les  deux  points  M  et  Mi 

Pratiquement  il  fiul  qu  on  puisse  trouver  ficilement  les  droites 
d  intersection  des  plans  H,  Ri  avec  les  pi  m  s  P  et  Q  on  ckomt 
géneialemeni  pyui  plan'!  tiattiliairf  R  et  Ri  de  plan'' perp'nditu 
laireii  aux  jjlaria  de  ptojeclion  puisque  comme  nous  I  a\ons  montre 
plus  haut  (147)  on  obtient  sans  difficuHi  la  dioite --uixant  laquelle 
un  tel  plan  coupe  un  plan  quelconque 

Nous     allons      ippliquei     letle    méthode    ^eneiUe     à    quelques 

149.  Exemple  I-  —  Les  deux  plans  sont  déjiiiis  chacun  par  deux 
droites  coneouranles. 

Soient  (oa,  o'a'),  (06,  o'b')  les  droites  définissant  le  premier  plan, 
(loc,  (u'c'l,  (u)d,  («'d')  celles  qui  définissent  le  second  (fig.  rSi).  On 
prend  généralement  comme  plans  auxiliaires  deux  des  huit  plans 
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projetant  horizonlalemeot  et  verticalement  les  quatre  droilos  précé- 
dentes. 

Le  plan  de  bout  qui  projette  ferticalemeot  (on,  o'a')  coupe  le 
premier  plan  suivant  la  droite  (oa,  o'a')  elle-même  ;  il  coupe  le 
deuxième  plan  suivant  la  droite  (ef,  e'f).  qu'on  détermine  comme  il 
a  été  indiqué  au  n"  1/17  ;  les  deux  droites  (oa.  o'a'}  et  {ef,  e'f)  se 
rencontrent  au  point  [m,  m')  qui  est  un  premier  point  de  l'inter- 
section des  deux  plans. 

De  la  même  manière,  le  plan  vertical  projetant  horizontalement 
la  droite  (tuc,  m'c')  coupe  le  deuxième  plan  suivant  la  droite  ("c,  »'c') 
elle-même  et  le  premier  plan  suivant  la  droite  {gh,g'li')t  ces  deu*c 
droites  se  rencontrent  au  point  [n.  n'j,  qui  est  un  deuvième  point  de 
la  droite  d'intersection  dos  deux  plans  donnés.  Cette  droite  est  donc 

RBMÀnQUE.  —  Parmi  les   huit  plans  auxiliaires   que  l'on  peut 


employer,  on  choisit  ceui  qui  donnent  lieu  h  des  constructions  res- 
tant dans  les  limites  de  l'épure. 

Si  les  constructions  ne  réussissent  avec  aucun  d'eux,  on  a  recours 
à  des  plans  auxiliaires  quelconques  perpendiculaires  aux  plana  de 
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que  l'on  puisse  ofTectuer  toutes 


projection,  mais  choisis 
les  constructions 

L'avantage  que  présentent  les  plans  auxiliaires  que  nous  avons 
employés  dans  l'épure  de  la  figure  i8i  consiste  en  ce  que  la  droite 
d'intersection  de  chacun  d'eux  avec  l'un  des  deux  plans  donnés  est 
toute  tracée. 


150.  Cas 


.   —  Les  droites  q\ii  itëlermineni  chaque  plai: 


Soit  à  déterminer  l'intersection  du  plan  déûni  par  les  droites  {oa, 
o'a']  et  (06,  o'b']  avec  le  plan  défini  par  les  droites  {oc,  o'e']  et  iod,  o'd') 
iJUj.  iSï).  Le  point  (0,  o')  est  évidemment  un  point  de  cette  iotorsec- 
lion,  de  sorte  qu'il 
suffit  d'en  trouver 
un  second  point  ; 
on  ne  peut  pas  uUii. 
liser  pour  cela  nn 
des  huit  pians  pro- 
jetant horizontale- 
ment et  verticale- 
ment    les     droites 


retomberait  mani- 
festement sur  le 
pomt  (0.  u'i  ;  on 
emploie  alors,  par 
exemple,  un  plan 
'''6-  is-  tiori zon ta  1  auxiliaire 

H',  qui  coupe  respectivement  les  deux  plans  suivant  les  horizontales 
(a^,  a"fi')  et  (yS,  y'o'j  ;  ces  horizoolales  se  rencontrent  au  point  |rn,  m'), 
qui  est  le  deuxième  point  cherché  ;  donc  ^om,  o'm')  est  la  droite  d'in- 
tersection de  deux  plans. 

On  aurait  pu  prendre  comme  pian  auxiliaire  un  plan  defroni,  ou 
encore  un  plan  vertical  ou  de  bout. 


151.  Exemplell.   —  Les  deux  plans  sont  définis  par  leurs  traces. 
Soient  deux  plans  PaQ,  PiaïQi,  définis  par  leurs  traces  {fig.  î83). 
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Los   plans   auxiliaires  les   plus 
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pies  qui  se  présentent  dans  ce 
cas  sont  les  plans  de  pro- 
jection. Le  plan  horizontal 
coupe  les  deux  plans  sui- 
vant leurs  traces  horizon- 
Ulcs  (Pa.  xy),  (P,3i.  a)y);  ces 
traces  se  rencontrent  au 
point  {a,  a'). 

De  même,  le  plan  verti- 
cal coupe  les  deux  plans 
suivant  leurs  traces  verti- 
caîes  [xy,  aQ)  et  (xy,  o^Qj), 
qui  se  rencontrent  au 
point  (6,  b'j.  L'intersection 

des  deux  plans  est  donc  la  droite  (ali.  a'b'}. 

Remarquons  que  les  deux  points  (a,  a')  et  [b,  b')  qui  déiinissent  la 

droite  d'intersection  des  plans  donnés  sont  respectivement  la  trace 

hori?,ontale  et  la  trace  verticale  de  cette  droite. 

Remarque.  —  Si  l'un  des  plans,  PiïiQi  par  exemple,  est  un  plan 


vertical  {fig.  i84|,  on  voit,  en  appliquant  les  constructions  précé- 
dentes, que  la  projeciion  horizontale  ab  de  la  droite  d'intersection 
des  deux  plans  est  confondue  avec  la  trace  horizontale  «iPi  du  plan 
vertical  ;  ce  résultat  pouvait  être  prévu,  puisque  toute  figure  d'un 
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plan  vertical  se  projette  horizontalement  sur  la  trace  horizontale  de 
ceplan(,J9,  6-). 

De  même,  si  l'un  des  plans  est  de  bout  et  l'autre  vertical  (fig.  i85), 
la  projection  horizontale  ab  de  la  droite  d'intersection  des  deux  plans 
est  confondue  avec  la  trace  horizontale  du  plan  vertical  (ng.  6°),  et 
sa  projection  verticale  a'b'  est  confondue  avec  la  trace  verticale  du  plan 
de  bout  (i3o,  6").  Dans  ce  cas,  on  n'a  aucune  construction  à  faire. 

132.  Exemple  III,  —  Les  traces  horizonlales  des  deax  plans  sont 
parallèles. 

Soient  deux  plans  PaQ,  PiaïQi  dont  les  traces  horizontales  aP  et 
siPi  sont  parallcJes(yÎ3.  i86)  ;  la 
droite  d'intersection  de  ces  plans 
esteUe-mème  parallèle  à  ces  tra- 
ces, c'est  donc  une  horizontale. 
Or,  le  point  de  rencontre  (6,  6'] 
des  traces  verticales  est  un  point 
de  l'intersection  ;  pour  avoir 
celle-ci,  il  suffit  alors  démener 
l'horizontale  |6a.  b'a')  de  l'un 
des  deux  plans,  passant  par  le 
point  {b,  b']  Usi,  30). 

Si  les  traces  verticales  des  deux 
plans  sont  parallèles,  l'intersec- 
tion de  ces  plans  est,  de  même,  la  droite  de  front  de  l'un  d'eus 
passant  par  le  point  de  rencontre  de  leurs  traces  horizontales. 

153.  Exemple  IV.  —  Les  traces  de  mêmes  noms  des  deux  plans  ne 
se  coupent  pas  dans  les  limites  de  l'épare. 

Dans  ce  cas,  on  ne  prend  pas  comme  plans  auxiliaires  les  plans  de 
projection,  mais  deux  plans  parallèles  aux  plans  de  projection. 

Le  plan  horizontal  H',  par  exemple,  coupe  le  plan  PaQ  suivant 
l'horizontale  (am,  a'm'\  [fig.  187)  et  le  plan  PmQi  suivant  l'horizon- 
tale [bm,  b'm')  :  les  projections  horizontales  de  ces  deux  droites  se 
coupent  au  point  m,  qu'on  relève  en  m'  sur  H'  ;  le  point  (m,  m'] 
est  un  premier  point  de  l'intersection  cherchée.  On  en  obtiendra  un 
second  point  in,  n')  en  coupant  les  plans  donnés  par  un  autre  plan 
horizontal  G',  et  finalement  la  droite  d'intersection  des  doux  plans 
est  la  droite  (mn,  m'ji'j. 


y  Google 


inTEHSEGTlOKS   lïE   DROITES   I 

Oa  peut  employer  de  la  même  i 
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omme  plans  auxiliaires 
deux  plans  de  front,  ou 
bien  un  plan  horizon- 
tal et  un  plan  de  front, 
ou  bien  encore  des 
plans  verticaux   ou  de 


154.  Exemple  V. 
—  Les  deux  plans  œu' 
pent  la  ligne  de  terre 
au  même  point. 

Soient     PaQ,     P,aQi 
deux  plans  coupant  xy 
au  même  point  {a  a'j 
l  li<!   i68(   lepomt(a  i) 
est  un  premier   point 
deuxième  point    on  a  letour- 
par  e\emplc     a  un 
Q  plan   hoiizonla! 

auxiliaire  H',  qui 
détermine  dans  les 
plans  donnés  les  ho- 
rizontales (om,  a'rn') 
et  {bm,  b'm')  ;  les 
projections  horizon- 
tales de  ces  droites 
se  coupent  en,  un 
point  ni  qu'on  rap- 
pelle en  m'  sur  H'  ; 
(m.m'i  est  le  deuxiè- 
ntoisection    des    deux   pians  est   la   droite 


153.  Exemple  VI,  —  Les  deua^  plans  sont  parallèles  à  ta  ligne  de 
terre. 

Supposons  les  deux  plans  déterminés  par  leurs  traces,  (Po,  Qp) 
pour  le  premier,  {Pm,  Qi?i)  pour  le  aecoiid  (flg.  189I.  Les  deux  pians 
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étant  parallèles  h  xy,  leur  interseclion  est  eUe-mérae  parallèle  à  xy, 
et  il  suffit    dès  lors  d'en 

Qx d'      ?h  trouver    un  point.    Pour 

/  ;  cela,    on  coupe  les  deux 

Q y''    ]c'       p,  plans  par  un  plan  auxill- 

„j^ m'/--''   \  ^'''6.  le planvertical ab  par 

^■^'/  ;  ;  exemple,    qui    détermine 

a'^-^''  b'/     ;  \d  dans  les  plans  donnés  les 

«  1  ;       '  ^-'"  ^  y       droites  (ac,a'e') et {6d. M'): 

"    ! j,-^  "^  les    projections    verticales 

^1  !     ^■^  *  "^  de  ces  droites  se  coupent 

p  a  ~     ^  au   point   m',   qu'on  rap- 

Ki».  iS9  pelle  en  m  sur  leur  pro- 

jection horizontale  com- 
li')  est  un  point  de  l'intersection  cherchée  et 
,  ni'it')  parallèle  à  a:y. 


Tiune  ah\i   le  point  (m 
«lie- ci  est  la  droite  (mn, 

1S6.  Exemple  VU.  - 


est  défini  par  deux  droites, 
l'aaire  par  ses  traces. 

Soient  (oa  oa  )  et 
{ob  ob)  (jiif  igo)  tes 
droites  deflnisiant  \f 
piemier  plan  et  s  if 
Pa(J  le  deuxième  plan 

On  emploie  encoie 
comme  plans auxili^li  es 
deui  des  plans  proje 
tant  honzoutilenient 
et  vei  ticalement  li  s 
deu\  droites  du  pre- 
miei  plan  Le  plan  de 
bout  projetant  \erticT 
lement  {oa  oa)  par 
exemple  coupe  le  pie 
miei  plan  suivant  cette 
dioite  elle  même  et  te 
second  suivant  la  droite 


,  Rem.)  ;  ces  droites  se  rencontient  a 
ier  point  de  l'intersection  cherciice 


■fi)    pu 
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De  même,  le  plan  debout  projetant  verticalement  (ob,  o'I^]  coupe 
le  premier  plan  suivant  cette  droite,  et  le  deuxième  suivant  la  droite 
(e/,e'/);  ces  droites  se  rencontrent  au  point  (n.n'),  qui  est  un  deuxième 
point  de  l'intersection  ;  celle-ci  est  alors  la  droite  [mn,  m'n'). 

Remabqob.  —  Si  aucun  des  quatre  plans  auîtiliaires  que  nous  avons 
indiqués  ne  donne  des  constructions  restantdans  les  limites  del'épure^ 
on  emploie  d'autres  plans  verticaux  ou  de  bout,  ou  des  plans  hori- 
zontaux ou  de  front  choisis  convetiaLlement. 


157.  Exemple  VHI,  —  L'an  des  plans  passe  par  la  ligne  de  terre. 

Supposons  que  l'un  des  plans  donnés  soit  défini  par  xy  et  le  point 

(«,«')  ;  nous  allons  montrer  comment  on  peut  trouver  l'intersection 

d'un  tel  plan  avec  un  autre  plan,  en  faisant  diverses  hypothèses  sur 

la  façon  de  définir  ce  dernier. 

1°  Le  deuxième  plan  est  défini  par  deux  droites  concourants.  —  En 
joignant  le  point  [a,a'\  à  deux  points  distincts  pris  sur  xiy.  on  obtient 
deux  droites  appartenant  au  premier  plan,  et  on  est  alors  ramené 
au  premier  exemple  traité  (lig). 

a°  Le  deuxième  plan  est  défini  par  ses  traces  et  renoontre  œy.  —  Soit 
PaQ  ce  deuxième  plan  {jig.  191)  ;  le  point  (a,  a')  où  il  rencontre 
xy  est  déjà  un  premire 
point  de  l'intersection. 
Pouren  obtenir  un  second, 
on  emploie  un  pian  auxi- 
liaire passant  par  le  point 
(a,  a'),parexempleunplan 
vertical  ac  ;  ce  plan  ren- 
contrant la  ligne  de  terre 
au  point  c  coupe  le  pre- 
mier plan  donné  suivant 
la  droite  (ao,  a'c)  ;  il  coupe 
le  plan  PaQ  suivant  la 
droite  ((>(;,  ()'c')(i5i.  Rem.). 
Ces  deus  droites  se  rencon- 
trent au  point  {m,  m'),  qui 
est  le  deuxième  point  cher- 
ché, La  droite  d'intersection  des  deux  plans  est  donc  (am,  a'm'). 
3"  Le  deuxième  plan  est  défini  par  ses  traces  et  est  parallèle  à  xy.~ 


^* F 
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Soient  Pa  el   Q^  les    Iraces  du  deuxième    plan,  paraîlclos   à    xy 

(Jkj.  192).  Les  deux  plans  donnés  étant  parallèles  à  la  ligne  de  terre, 

leur  intersection  est  etle- 

i- ■>!"  ■ — ^  même   parallèle  h    xy  et 

•s^  ^■^  ;  ilsuffil  dèslors  d'en  trou- 

ver un  point  ;  pour  cela,, 
on  emploie  comme  précé- 
— --  demment  un  plan  auxi- 
liaire passant  par  le  point 
(a,  a'),  le  plan  vertical  ac 
par  exemple  ;  ce  plan,  ren- 
contrant la  ligne  de  terre 
au  point  c,  coupe  lo  pre- 
mier plan  donné  suivant 
la  droite  {ac,  a'c).  il  coupe 
le  pian  (Pa,  Q^)  suivant  la  dvoile  (6c,  b'c')  (i5i,  Rem.)  ;  ces  deux 
droif«9  se  rencontrent  au  point  {m,  m'),  qui  est  un  point  de  l'inter- 
section cherchée  ;  celle-ci  est  donc  la  parallèle  {mn,  m'n')  à  xy. 


^:^ 


Fig.  ISi 


Point  commun  à  trois  plans. 


158.  MÉTHODE  GÉNÉRALE.  —  Pour  Iroaver  le  point 

plans  P,  Pi,  P»: 

1"  On  cherche  la  droite  AB  d'intersection  des  plans  1 
2°  On  cherche  la  droite  CD  d'intersection  des  plans  ] 
Le  point  comman  à   A.B    el  CD,   lorsque  ces  droites 

le  point  cherché. 


159.    Solution  graphique.  —  Soit  a  trouver  le  point  c 
trois  plans  PaQ,  PioiQi,  PiaîQ-i.  définis  parleurs  traces  {fig.   igS). 

Les  plans  PaQ  et  PiaïQi  se  coupent  suivant  la  droite  (ab,  a'b']. 
—         PaQ  et  PjaiQî        -  —  {cd,  c'd'). 

Les  droites  {ab,  a'b')  el  (cd,  c'd')  se  rencontrent  an  point  (m.  m') 
qui  est  le  point  cherché. 
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REMARQUE,  —  La  droite   [ef,  e'f),    suivant  laquelle  se  coupent  les 
plans  PisiQi   et   Pja^Qj   doit,   bien  entendu,  passer  également  au 


point  [m,  m').  En  construisant  celle  ([loile,  ou  peul  a 
l'exactitude  des  constructions. 


Intersection  d'une  droite  et  d'un  plan. 

160.  Cas  particulier.  —  7'roiiver  le  point  d'intersection  d'une  droile 
quelconque  avec  un  plan  perpendicalaire  à  l'an  des  plans  de  projection. 

Soit,  par  exemple,  à  déterminer  l'intersection  de  la  droite  {ab.a'b') 
avec  le  plan  vertical  PnQ  [fig-  igâ).  Nous  savons  (lag,  i")  que  tout 
point  d'un  plan  vertical  se  projette  horizontalement  sur  la  trace 
horizontale  du  plan  ;    donc  la  projection  horizontale    m    du  point 
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chcrclié  est  à  l'infeiscclion  de  ab  avec  aP,  et  on  obtient  sa  piojec- 
tion  verticale  m'  en  rappelant  m  sur 
a'b'. 

On  obtient  de  la  même  façon  les 
projections  du  point  de  rencontre 
d'une  droite  quelconque  avec  un 
plan  de  bout. 

161.      Problème     général.    — 

Trouver  le  point  de   renconlre  d'une 
droite  et  d'an  plan  quelconques. 

MÉTHODE  GÉNÉRALE.  —  Cette  mé- 
Fi^,  194  thode  a  déjà  été  indiquée  au  n»  64. 

Pour  obtenir  le  point  d'intersection 
d'une  droite   D    et  d'un  plan  P  [fig.  -ji)  : 

V  On  fait  passer  par  la  droite  an  plan  auxiliaire  Q  : 

2"  On  détermine  la  droite  d'intersection  i  des  plans  P  et  Q, 

3"  Si  les  deux  droites  T>  et  ^  sont  distinctes  et  non  parallèles,  leur 
point  de  rencontre  est  le  point  commun  à  P  ei  à  D . 

Si  D  et  i  sontparallèles,  la  droite  D,  paraDèle  à  une  droite  de  P 
est  parallèle  à  ce  plan  et  par  suite  ne  le  rencontre  pas. 

Si  D  et  a  sont  confondues,  la  droite  D  appartient  au  plan  P. 

Le  plan  auxiliaire  Q  peut  être  choisi  arbitrairement  parmi  tous  les 
plans  passant  par  D,  mais  pratiquement,  pour  avoir  des  épures  plus 
simples,  on  choisit  l'an  des  plans  projetant  horizontalement  ou  verliea- 
lement  la  droite  D  ;  pour  déterminer  la  droite  i,  on  est  alors  ramené 
au  problème  du  n»  147. 

Nous  allons  appliquer  cette  méthode  générale  à  quelques  exemples. 


162,  Exemple  I.  —  Le  plan  est  déterminé  par  deux  droiten 
coneouranles. 

Soit  à  déterminer  le  point  de  rencontre  de  la  droite  {cd,  a'd')  avec 
le  plan  défini  par  les  deux  droites  (oa,  o'a')  et  (ob,  o'b')  [fig.  igS).  Le 
plan  vertical  cd  projetant  horizontalement  la  droite  donnée  coupe  le 
plan  donné  suivant  la  droite  (e/,  e'f)  (i5i,  Rem.);  cette  droite  ren- 
contre (cd,  o'd')  au  point  dont  la  projection  verticale  m'  est  à  l'inter- 
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seclion  de  c'd'  et  de  «'/'  cL  dont  la  projection  horizontale  m  s'obtient 
eu  rappelant  m'  sur  cd;  le 
point  (m,  m')  est  le  point 
cherché. 

Rr.Mfl.KgLE.  —  Dans  cet 
exemple ,  on  a  choisi 
comme  plan  auxiliaire  le 
plan  projetant  horizonta- 
lement la  droife  led,  c'd'] 
au  lieu  du  plan  de  bout 
projetant  verticalement 
cette  même  droite,  parce 
que  ce  dernier  conduit, 
comme  on  le  voit  aisément, 
à  des  constructions  sortant  deslimites  de  l'épure.  Si  cette  circonstance 
se  produit  pour  les  deux  plans  projetants,  on  choisit  un  autre  plan 
auxiliaire  passant  par  {ed,  c'd'},  ou  bien  on  substitue  à  l'une  des  deux 
droites  définissant  le  plan  donné  une  autre  droife  de  ce  plan , 


163.  Exemple  II.  —  Le  plan  est  défini  par  ses  Iraces. 

Soit  à  déterminer  ie  point  de  rencontre  de  la  droite  (cd,  c'd')  avec 
le  plan  PaQ  (flg.  196).  Pre- 
nons encore  pour  plan  auxi- 
liaire le  plan  vertical  cd  pro- 
jetant horizontalement  la 
droite  donnée,  plan  qui  coupe 
le  plan  PaQ  suivant  la  droite 
(ob,«'i>')(i5i,  Rem.);  le  point 
de  rencontre  (m.  m')  de  cette 
droite  avec  la  droite  (cd,  c'd') 
se  trouve  comme  k  l'exemple 
précédent;  c'est  le  pointcher- 

Remabqoe.    —    S'il   arrive 
1^  pour  chacun  des  plans  proje- 

tant la  droite  donnée  qu'une 
rencontre  pas  dans  les  limites  de  l'épure  la 
Lom   du    pian  donné,    on  substitue  à  celle-ci  une 
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autre    droite    du    plan,    par    exemple   une     horizontale    ou    une 

droite  de  front.  Ainsi  dans  l'épure  de  la  figure  197,  si  l'on  prend 
comme  plan  auxiliaire  le  plan 
vertical  cd  projetant  horizon- 
talement la  droite,  on  voit  que 
la  trace  verticale  de  ce  plan  ne 
rencontre  pas  dans  le  cadre  de 
répure  la  trac«  verticale  du 
plan  PaQ  ;  on  construit 
alors,  par  exemple  (lai,  a"), 
une  horizontale  [be,  b'e'j  du 
plan  PiQ  et  on  marque  les 
points  (a,  a'),  (b,  b')  où  le 
plan  vertical  cd  rencontre  la 
trace  horizontale  du  plan 
donné  et  l'horizontale  auxi- 
liaire  (6e,  b'e');  l'intersection 
de  ces  deux  plans  est  la  droite 

(ab,   a'b'),    et  le  point  (m,  m,')  où  cette  droite  rencontre  [od,  e'd')  est 

le  point  d'intersection  cherché. 


164.  Exemple  m.  —  Le  plan  passe  par  la  ligne  de  terre. 

'  Soit  à  déterminer   le  point 

de  rencontre  de  la  droite 
(crf.  c'd')  avec  le  pian  déflni  par 
xy  et  le  point  (11,  a')  {flg. 
198],  En  considérant  ce  pian 
comme  déterminé  par  xy  et 
la  droite  [ba,  d'à')  qui  joint 
un  point  quelconque  (6,  6') 
de  xy  au  point  donné  (a,  a'), 
on  cherche  successivement 
"  les  points  (e,  e')  et  (/.  /')  où 

j.|     igg  le  plan  de  bout  c'd'  qui  pro- 

jette verticalement  la  droile 
donnée  rencontre  xy  et  la  droile  [ba,  b'a').  La  droite  (<■/,  e'f)  est 
alors  l'intersection  du  plan  donné  et  du  plan  de  hout  auxiliaire  c'd'. 
et  le  point  (m,  m')  où  elle  rencontre    (cd,  c'd')  est  le  point    cherché. 


X   I 
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163,  Applications-  —  i°  Élant  donnée  i'ane  des  projeclio 
point  d'un  plan  donné,  déterminer  l'aalre  projedion  de  ce  point. 

Ce  problème  a  déjà  élé  résolu  aux  n"' lia  etiig.mais  nou 
en  donner  une  autre  solution. 

Soit,  par  exemple,  à  trouver  la  projection  verticale  d'ui 
appartenant  au  plan  PaQ  (jîg.  igg),  ou  au  plan  défini  par  les 


droites 


(oe,  û'e')  et  (o/,  o'f)  (fy.  aoo),  connaissant  la  projection  horizontale 
m  de  ce  point. 

Le  lieu  géométrique  des  points  de  l'espace  ajant  m  pour  projec- 
tion horizontale  est  la  verticale  (m,  jjz'],  dont  la  trace  horizontale 
est  m;  en  particulier,  le  point  du  plan  donné  projeté  horizontale- 
ment en  m  est  le  point  de  rencontre  de  cette  verticale  et  du  plan,  de 
sorte  qu'on  est  ramené  à  chercher  l'intersection  d'une  droite  et  d'un 
plan.  Prenons  comme  plan  auxiliaire  un  plan  vertical  quelconque  ab 
contenant  la  verticale  (m,  [iz']  ;  ce  plan  coupe  le  plan  donné  suivant 
la  droite  (ed,  e'd'),  dont  k  projection  verticale  rencontre  tiz'  au 
point  m'  ;  m'  est  la  projection  verticale  du  point  cherché.  Les  con- 
structions auxquelles  conduit  ce  raisonnement  sont  identiques  à 
celles  que  nous  avons  indiquées  aux  n°'  lia  et  119. 

a"  Étant  données  les  projections  (Punpoinl,  reconnaître  si  le  point  est 
aa-dessas  oit  au-dessoas  d'an  plan  donné. 

Etant  donnés  un  plan  P  et  un  point  M  en  dehors  de  ce  plan,  si  le 
plan  P  n'est  pas  un  plan  vertical,  la  verticale  du  point  M  le  coupe 
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en  un  point  M'  :  suivant  que  la  cote  du  point  M  esl  supérieure  ou  infé- 
rieure à  celle  da  point  M',  on  dit  que  le  point  M  esl  au-dessus  ou 
au-dessous  da  plan  P. 

Soit,  par  exemple,  à  reconnaître  la  position  du  point  (m,  m°)  par 
rapport  au  plan  PaQ  (  fig.  igg)  ou  au  plan  défini  par  les  droites 
(oe,  o'e't  et  (o/,  o'f)  (fig-  aoo).  La  verticale  du  point  donné  rencontre 
le  plan  au  point  (m,  m'j,  et  on  voit  que  la  cote  |im'  de  ce  point  est 
inférieure  à  la  cote  it-m"  du  point  donné,  qui  est  alors  au-dessus  du 
plan.  Au  contraire,  le  point  (m,  m")  est  au-dessous  du  plan  donné  ; 
il  en  est  de  niênae  du  point  (m,  m^''),  dont  la  cote  est  négative,  tandis 
que  celle  du  point  (ni, m'),  où  la  verticale  rencontre  le  plan  donné,  est 

S  IV. 
Pi-oblèmea  relatifs  à  la  droite  et  au  plan. 

166.  Problème.  —  Mener  par  un  point  une  droite  s' appuyant  sur 
deao)  droites  données. 

Solution  géométrique.  —  Nous  avons  déjà-lndiqué  la  méthode  à 
suivre  lorsque  nous  avons  traité  ce  problème  en  Géométrie  cotée  (67). 
Nous  la  répétons  ici. 

Soit  à  mener  par  le  point  0  une  droite  s'appuyant  sur  les  droites 

AB    et    CD    {fil/,  aoi).  Supposons  le  problème  résolu  et  soit    MN   la 

droite  cherchée  ;  cette  droite  appartient 

au  plan   P  déterminé  par  le  point  0 

et  la  droite  AB,  elle  appartient  aussi  au 

pian  Q  déterminé  par  le  point  O  et  la 

droite  CD  ;  c'est  donc  la  droite  d'in- 

^f'   lersection  de  ces  plans  P  et  Q.  Comme 

pj     giji  on  connait  déjà  un  point  de  la  droite 

cherchée,    le    point    0,    il  suffit  d'en 

trouver  un  second  point,   par  exemple  le  point  N  où  la  droite  CD 

rencontre  le  plan  P. 

Solution  graphique.  —  Soit  à  mener  par  le  point  (0,  0')  une 
droite  s'appuyant  sur  les  droites  (ab,  a'b')  et  {cd.  e'd')  (fig.  302).  Le 
plan  P  défini  par  le  point  (o,  o'j  et  la  droite  {ab.  a'b')  contient  la 
parallcie  (oe,  o'e')    à  cette  droite  menée  par  le  point   (0,  o'I  ;    pour 


y  Google 


ihtbusëgtions  de  droites  e 


obtenir  le  point  de  rencontre  de  < 
prend  par  exemple  comme  plan 
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e  plan  et  de  la  droite  [ed,  c'd'),  on 
auxiliaire  le  plan  vertical  cd  qui 
projette  horizontalement 
(cd,  c'd')  ;  ce  plan  coupe  le 
plan  P  suivant  la  droite 
[pq,  p'q')  qui  rencontre 
{ûd,  c'd')  au  point  (n,  n')  ; 
la  droite  cherchée  est 
(on,  o'n')  ;  pour  vérifier 
l'exactitude  des  construc- 
tions, on  s'assure  qu'elle 
rencontre  (ab,  a'b'),  c'est-à- 
dire  que  les  projections  de 
même  nom  de  ces  deux 
droites  se  coupent  en  deux 
points  m  et  m'  situés  sur 
une  même  ligne  de  rappel 
(loo). 
167.  Problème,  — Mener  une  droite  de  direelion  donnée  s'nppuyonl 
sar  deax  droites  données. 

Holutiongéomét[i!Qt:e.  — Nous  avons  déjà  indiquélaméthodeàsuivre 

pour  résoudre  ce  problème  en  Géo- 

B ,  i  (:  inétrie  cotée  (68).  Nousla  répétons  ici. 

/  \  Soit  à  mener  une  droite  paral- 

— y^ V—-        lèle  à  EF  rencontrant  les  droites  AB 

/  \  el  CD  ifig-  aoS).  Supposons  le  pro- 

A/  U        bième   résolu  et  soit    MN  la  droite 

K  p  '  cherchée  ;  cette  droite  est  contenue 

~~      Z     \        '  à  la  fois  dans  le  plan   P  mené  par 

AB  parallèlement  à  EF  et  dans  le 
plan  Q  mené  par  CD  parallèlement  à  EF:  elle  est  donc  la  droite  d'inter- 
section des  plans  P  et  Q.  Mais  on  connaît  a  priori  la  direction  -de  la 
droite  MN;  il  suffît  alors  d'en  chercher  seulement  un  point,  par 
exemple  le  point  M  où  la  droite  AB  rencontre  le  plan  Q,  el  de 
mener  ensuite  par  M  la  parallèle  à  EF. 

Solution  graphique.  —  Soit,  par  exemple,  â  mener  une  droite 
parallèle  à  (ef,  e'f]  a'appuyant  sur  les  droites  [ab,  a'b')  et  (cd,  c'd') 
[fig-  ao4).  Le  plan  Q  mené  par  {ed,  c'd)  parallèlement  à  (ej,  e'f)  est 
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déterminé  par  la  droite  [cd,  c'a'}  et  la  parallèle  (y,  ïf)  à  (e/.  e'f]  menée 
par  un  point  quel- 
conque (i,  i')  de 
(cd,  c'd'};  on  cher- 
che le  point  de 
rencontre  (m,  m'ide 
ce  plan  Q  avec  la 
droite  {ab,  a'b')  en 
utilisant  le  plan 
vertical  ab  projetant 

cette  droite  (lôa)  ; 
la  droite  cherchée 
est  la  parallèle 
(™.  mV)  à  (,/,  e'ft 
menée  par  ce  point 
(m,  m')\  on  vérifie 
qu'elle  rencontre 
{cd,  e'd'},  c'est~à  dire 
que  les  projections 
!n   deux  points   n,  n' 


■m  des  deux  droites  se  coupent 
B  même  ligne  de  rappel(ioo). 


168.  Problème. 


■  Siener  par  un  point  une  droite  parallèle  à  un 
plan  donné  et  s'appnyant  sar  une  droite 
donnée . 

Solution  géométrique.  —  Nous  avons 
déjà  indiqué  la  méthode  à  suivre,  lors- 
que nous  avons  traité  ce  problème  en 
Géométrie  cotée  {69).  Nous  la  répétons 


VT" 

Fig,  S05 


Soit  à  mener  par  le  point  0  une 
droite  parallèle  au  plan  1*  et  rencon- 
trant la  droite  AB  (flg.  ao5).  Supposons 
le  problème  l'ésolu  et  soit  OM  la  droite 
cherchée;  OM  étant,  par  hypothèse, 
parallèle  au  plan  P.  appartient  au  plan  Q  mené  par  0  parallèlement 
à  P,  et  comme  elle  rencontre  la  droile  AB,  c'est  la  droite  joignant 
le  point  O  au  point  M   où    AB    rencontre  le  plan   Q. 
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On  peut  encore  dire  :  La  droite  cherchée  OM  appartient  au  plan 
déterminé  par  le  point  0  et  la  droite  AB,  cl  comme  elle  est  parallèle 
au  plan  P,  c'est  la  parallèle  menée  par  O  à  la  droite  d'intersection 
A  du  plan  P  avec  le  plan  OAB. 


SoLOTioB   GRAPHIQUE.  —   Soit,  par 


mple, 


à  mener  par  le  point 
(o,  o')  une  droite 
parallèle  au  plan 
l'ïQ  et  rencontrant 
la  droite  {ab.  a'b') 
{fig.  ao6).  Le  plan 
mené  p.r  (o,  o') 
parallèlement  au 
plan  PoQ  est  déter- 
miné par  l'horizon- 
tale (oc,  oV),  paral- 
lèle à  (iP,  xy).  et 
par  la  droite  de 
front  (od,  û'd'),  pa- 
rallèle à  (ccy.  aQ) 
''  >  (i45,    3");    on  ob- 

^'s-  SOS  tient    le    point  de 

rencontre  (m,  m') 
de  ce  plan  avec  la  droite  {ah.  a'b')  en  utilisant  comme  plan  auxiliaire 
(163)  le  plan  de  bout  a'b' projetant  verlicalemenl  (a6,  a'b');  la  droite 
cherchée  est  (om,  o'm'). 


i.  Intersection  de  deux  plans  dont  l'un  est  de  profll.  Considérer  le 
:as  où  les  plans  sont  définis  par  leurs  traces  et  coupent  la  ligne  de 
terre  au  même  point, 

2.  Intersection  d'un  pian  passant  par  hi  ligne  de  terre  avec  : 
1°  un  plan  de  bout; 
a"  un  plan  de  profil. 
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8.  Mener  par  un  point  ; 

1°  une  horizontale  rencontrant  une  droite  de  proHl  donnée  ; 
2°  une  droite  de  front  —  — 

9.  On  donne  quatre  droites  concourantes  Oi,  OB,  OC,  OD.  Déter- 
miner la  direction  des  plans  qui  coupent  ces  droites  en  quatre  points 
formant  les  sommets  d'un  paraUélogramme. 

10.  On  donne  six  droites  concourantes  OA.  OB,  OC,  OD,  OE,  OF. 
Reconnaître  siles  trois  plans  A.OB,  COD,  EOF  ont  une  droite  commune. 

{Navale.) 

11.  Reprendre,  avec  deux  plans  de  projections,  les  exercices  n"  g, 
10,  II,  13,  i3  du  Chapitre  III  (Géométrie  cotée), 

12.  Construire  un  tétraèdre  connaissant  les  projections  d'un  point 
de  chaque  arête. 
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CHAPITRE  V 

DROITE  ET  PLAN  PERPENDICULAIRES 


169.  Théorème.  —  Les  projeatioi 

m  plan  sont  perpendiculaires  aax  trm 

Soit,  par  exemple,  la  droite   (aô, 


s  droiie  perpendiculaire  à 
traees  de  même  nom  de  ce  plan. 
•xb,  a'b'),  qui,  par  hypothèse,  est 
perpendiculaire  au  plan  PaQ 
[fig.  307)  ;  par  définition,  cette 
droite  est  perpendiculaire  à  toute 
droite  du  plan  l'^^Q  et  en  parti- 
culier à  sa  trace  horizontale  aP  ; 
sa  projection  horizontale  ah  est 
donc  (71)  perpendiculaire  à  la 
projection  horizontale  de  aP, 
c'est-à-dire  à  la  droite  aP  elle- 
même.  On  démontre  delà  même 
manière  que  a'b'  est  perpendi- 
culaire sur  aQ. 

Le  théorème  est  en  défaut 
lorsque  la  droite  est  perpendicu- 
laire à  l'un  des  plans  de  projec- 
tion. En  effet,  par  exemple,  si  la 
droite  est  verticale,  sa  projection  horizontale  se  réduit  à  un  point  ; 
quant  à  la  trace  horizontale  du  plan,  elle  n'existe  pas,  puisque  le 
plan  est  horizontal.  Cependant  la  projection  verticale  de  ia  droite,  qui 
est  perpendiculaire  à  xy,  est  encore  perpendiculaire  à  la  trace  verti- 
cale du  plan,  parallèle  à  xy. 

170.  Réciproque.  —  Si  dans  une  épure  les  projections  d'une  droite 
sont  perpendicalaires  aux  Iraees  de  même  nomd'un  plan  nok  pahaej,èle 
A  LA.  LIGNE  DE  TEfliiE,  ta  droile  est  perpendioulaire  aaptan. 


Fig.  3(0 
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Supposons,  par  exemple,  que  les  projections  de  la  droite  (ab,  a'b') 
soient  perpendiculaires  aux  traces  de  même  nom  du  plan  PoQ 
(fig.  307).  La  droite  donnée  et  la  trace  horizontale  du  plan  ont, 
par  hypothèse,  leurs  projections  horizontales  ab  et  aP  perpendicu- 
laires, et  comme  l'une  d'elles,  aP,  est  dans  le  plan  horizontal,  il  en 
résulte  (71}  que  ces  droites  sont  perpendiculaires;  de  même,  la  droite 
(ab.  a'b']  est  perpendiculaire  à  la  trace  verticale  aQ  du  plan  donné. 
DÈS  lors  cette  droite  est  perpendiculaire  au  plan  PaQ,  puisqu'elle 
est  perpendiculaire  à  deux  droites  non  parallèles  de  ce  plan,  ses 


Cas  d'exception-  —  La  démonstration  précédente  est  en  défaut  si  le 
plan  (Pa,  Q?)  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre  (JÎ3.  ao8);  en  effet,  dans 
ce  cas  la  droite  (ab,  a'b')  n'étant  plus,  comme 
dans  le  cas  général,  perpendiculaire  à  deux 
directions  différentes  du  plan,  n'est  pas  néces- 
sairement perpendiculaire  à  ce  plan.  Celle 
droite  est  d'ailleurs  de  profil  (fig.  ao8).  Il  est, 
du  resffi,  évident  a  prUtri  qu'une  droite  de 
profil  quelconque  ne  peut  être  perpendicu- 
laire k  tous  les  plans  parallèles  à  la  ligne  de 
terre,  bien  que  les  traces  de  tous  ces  plans  soient 
perpendiculaires  aux  projections  de  même 
nom  de  toute  droite  de  profil. 

RBMs.RQu]i.  —  Puisque  les  horizontales  d'un  plan  ont  leurs  pro- 
jections horizontales  parallèles  à  la  trace  horizontale  de  ce  plan, 
que,  de  même,  les  droites  de  front  d'un  plan  ont  leurs  projec- 
tions verticales  parallèles  à  sa  trace  verticale,  le  théorème  que  nous 
venons  de  démontrer  et  sa  réciproque  rentrent  dans  l'énoncé  suivant, 
plus  général  : 

Les  conditions  nécessaires  et  saffisanies  pour  qu'âne  droite  et  unplan 
non  parallèles  à  ta  ligne  de  terre  soient  perpendiealaires  sont  :  1°  qae  la 
projection  tiorizonlale  de  la  droite  soil  perpendiculaire  à  la  projection 
horizontale  des  horizontales  da  plan;  2°  que  la  projection  verticale  de 
la  droite  soit  perpendiculaire  à  la  projection  verticale  des  droites  de 
front  duplan. 

171.  Problème.  — ■  Mener  par  un  point  une  droite  perpendiculaire 
à  unplan  donné  et  déterminer  te  pied  de  cette  perpendiculaire. 


F 
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i"  Le  plan  est  défini  par  ses  traces.  —  Soit  à  mener  par  lo  point 
(m,  m')  la  perpendiculaire  au  plan  PaQ  [fig.  209). 

En  vertu  du  théorème  démontré  plus  haut  (169),  on  a  immédia- 
tement les  projections  de  la  perpendiculaire  chercliée  en  menant  de 
m  la  perpendiculaire  mn  sur  aP,  el  de  m'  la  perpendiculaire  m'n'  sur 
aQ.  Pour  obtenir  le  pied  de  cette  perpendiculaire,  c'est-à-dire  le 
point  où  la  droite  {mn,  m'n')  perce  le  plan  donné,  on  détermine,  par 


exemple,  la  droite  d'intersection  (fg,  fg')  du  plan  donne  et  du  plan 
de  bout /p'  projetant  verticalement  la  perpendiculaire  (mn,  m'n'): 
ceUe- ci  rencontre  {fg,  J'y')  au  point  cherché  (p.p')' 

Remarque.  —  Dans  le  cas  où  le  plan  donné  PsQ  est  perpendiculaire 
au  plan  vertical  {fig.  a  10),  c'est-à-dire  de  bout,  la  perpendiculaire 
{mn,  m'n')  menée  à  ce  plan  par  le  point  (m,  m')  s'obtient  encore  de  la 
même  manière  ;  c'est  par  conséquent  une  droite  de  front,  puisque, 
par  construction,  sa  projection  horizontale  est  parallèle  à  xy.  Ce 
résultat  pouvMt  d'ailleurs  être  prévu  facilement.  La  détermination  du 
pied  (p,  p')  de  cette  perpendiculaire  s'obtient  alors  immédiatement, 
ainsi  que  nous  l'avons  vu  au  n°  160.  Des  simplifications  analogues  se 
présentent  lorsque  le  plan  donné  est  vertical. 
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Puisque  la  perpendiculaire  (mn.  m'a')  au  pian  de  bout  P»Q  est 
une  droite  de  front,  le  segment  MP,  dont  la  longueur  représente 
la  distance  du  point  donné  (m,  m')  a  ce  plan  de  boiit,  se  projette 
verticalement  en  vraie  grandeur  (5,  III),  c'csl-à-dice  que  le  segment 
m'fi'  mesure  la  distance  du  point  au  plan. 

On  peut  faire  une  remarque  analogue  lorsque  le  plan  donné  est 
verlical. 


a»  Le  plan  est  défini  par  deoio  droites.  —  Soit  à  mener  par  le  point 
(m,   ni')    la    perpendiculaire    au    plan    défini    par    les    deux   droites 
concourantes  loa,  n'a') 
et  (ob,  o'b'}  ifig.  sji). 


On 


perpendiculaire  {mn,    m'n')    et  l'on 
perpendiculaire  rencontre  {fs^fg')- 


déterminer  une  hori- 
zontale {cd,  e'd')  et  une 
droite  de  front  {de,  d'e') 
de  ce  plan(iai  et  i23), 
puis  on  abaisse  de  m  la 
perpendiculaire  mn  sur 
cd  et  de  m' la  perpendi- 
culaire m'n'  sur  d'e'  ; 
la  droite  {mn,  m'a'} 
est  la  perpendiculaire 
cherchée  {170,  Rem.). 

T?our  obtenir  le  pied 
de  celte  perpendicu- 
laire, on  détermine, 
comme  dans  le  cas  pré- 
cédent, la  droite  d'in- 
tersection (fg,  j'g')  du 
plan  donné  avec  le 
plan  de  bout  fg'  pro- 
jetant verticalement  la 
marque  le  point  (p,  p')  où  cette 


172.  Problème.  —  Mener  par  u 
laire  à  une  droite  donnée  et  détermln 
et  de  la  droite. 


point  donné  le  plan  perpendicu 
>■  le  point  de  rencontre  de  ce  plat 
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C'est  le  problème  inverse  du  précédent. 

Soit  à  mener,  par  exemple,  par  le  point  (m,  m')  (fig.  21a)  le  plan 
perpendiculaire  à  la  droite  {ab,  a'b').  D'après  la  remarque  du  n"  170, 
on  peut  construire  immédiatement  l'horizontale  [mh,  m'h')  et  la 
droite  de  front  (mf,  m'f)  du  plan  cherché,  mh  étant  perpendiculaire 
sur  ab  et  m'f  perpendiculaire  sur  a'b'  :  ces  droites  déterminent  le 
plan. 

Sil'on  demande  de  trouver  les  traces  du  plan,  il  suiTit  de  construire. 


comme  précède  m  nient,  la  droite  de  front  {mj,  m'f)  (fig.  si'i)  de  ce 
plan  et  de  chercher  sa  trace  horizontale  /;  la  trace  horizontale  du 
plan  est  alors  la  perpendiculaire  a?  à  ab  menée  par  le  point  /  (169), 
et  sa  trace  verticale  xQ  est  la  parallèle  à  m'f  menée  par  le  point  a 
où  la  trace  horizontale  rencontre  œy.. 

Dans  l'un  et  l'autre  cas,  on  obtient  le  point  où  le  plan  trouvé  ren- 
contre la  droite  donnée  en  utilisant  par  eïemplc  le  plan  de  bout  a'b' 
projetant  verticalement  celte  droite.  Ce  plan  coupe  le  plan  per- 
pendiculaire à  {ab,  a'b')  suivant  la  droite  (cd,  c'd')  qui  rencontre 
{ab,  a'b')  au  point  cherché  (p,  p'). 
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—   La  droite    est  parallèle  à  l'an  des  plans  de 
prijection, 

'     ,  Les  constructions  son.t  alors  plus 

Soit,  par  exemple,  à  mener  par  le 
point    (m,  m')   le  plan  perpendicu- 
laire    à     l'horizontale     {ab,     a'b') 
(fig.  aii).  D'abord  le  plan  cherché 
est    vertical  ;    par  suite,    puisqu'il 
contient  le  point  (m,    m'),  sa  trace 
horizontale  passe  par  le  point  m  ; 
comme,   d'autre    part,    cette    trace 
horizontale  doit  Être  perpendiculaire 
h  la  projection  horizontale  de  la  droite  donnée  (169),  c'est  la  perpen- 
diculaire aP  menée  par  le  point    m  h.    ab  ;  elle  détermine  d'ailleurs 
le  plan  cherché  (la 9,  3°). 

On  a  immédiatement  le  point  (p,  p')  où  le  plan  vertical  aP  ren- 
contre la  droite  (ab,  a'b')  (160). 
De  même,  si  la  droite  donnée  [ab,  a'b')  estdSfront(^^,  ai5),leplaa 
mené  par  (m,  m')  perpendiculairement 
à  cette  droite  est  un  plan  de  bout  PaQ 
dont  la  trace  verticale  est  la  perpendi- 
culaire ahaissée  de  m'  sur  a'b'.  Le  point 
(p,  p')  où  ce  plan  rencontre  la  droite 
(ab,  a'b')  s'obtient  encore  immédiate- 
ment (i6o)  en  ip.p'). 

173.    Problème-   —  Abaisser  d'an 
point  donné  ane  perpendiculaire  snr  une 
/  "'  F  droite  donnée. 

j'jg    ^15  On  sait   qu'on   peut  mener  par  un 

point  M  une infinitéde perpendiculaires 
à  une  droite  donnée  AB  le  heu  gi'ometrique  de  ces  perpendiculaires 
est  le  plan    Q    mené  par  M  perpendiiuld  ire  ment  a  AB. 

Parmi  toutes  ces  perpendiculaires  il  en  eit  une  seule  rencontrant 
Alî,  la  droite  MF  liui  joint  le  point  M  au  point  P  où  le  plan  Q 
rencontre  AB  ;  c  est  cette  perpendiculaire  p  11  ticuliëre  que  l'on  veut 
désigner  dans  l'énonté 


c         |[  1      ^ 
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Dès  lors,  si  {ab,  a'b')  est  la  droite  donnée,  (m,  m')  le  point  donné 
{fig,  aïs),  il  suffit  de  déterminer  comme  nous  l'avona  indiqué  (172)  le 
point  (p,  p')  où  le  plan  mené  par  {m,  m')  perpendiculairement  à  la 
droite  (ab,  a'b')  rencontre  cette  droite  :  (mp,  m'p')  est  la  perpendicu- 
laire cherchée. 

Cas  particulier-  —  La  droite  est  parallèle  à  l'un  des  plans  de 
projection. 

Soit  à  mener  par  le  point  {m,  m')  la  perpendiculaire  à  l'horizontale 
(ab,  a'b'}  [fig.  ai4)-  On  peut,  dans  ce  cas,  se  dispenser  de  faire  inter- 
venir le  plan  perpendiculaire  à  la  droite.  En  efîet,  la  droite  cherché* 
fait  avec  l'horizontale  un  angle  droit  dont  un  côté  est  parallèle  au 
plan  horizontal.  Cet  angle  se  projette  donc  (70)  horizontalement 
suivant  un  angle  droit.  Par  suite,  la  projection  horizontale  de  la 
perpendiculaire  cherchée  est  ta  perpendiculaire  mp  abaissée  de  m 
sur  ab  ;  en  rappelant  verticalement  en  p',  sur  a'b',  le  pied  p  de  cette 
perpendiculaire,  on  en  déduit  la  projection  verticale  m'p'. 

De  même,  si  la  droite  donnée  est  une  frontale  (ab,  a'b')  {fig.  ai5), 
la  perpendiculaire  abaissée  de  (m,  m')  sur  cette  droite  se  projette  ver- 
ticalement suivant  la  perpendiculaire  menée  de  m'  à  a'b'  ;  on  en 
déduit  aisément  son  pied  (p,  p')   et  sa  projection  horizontale  mp. 

174,  Problème.  —  Mener  par  une  droite  donnée  un  plan  perpendi- 
culaire à  un  plan  donné. 

D'abord,  si  la  droite  et  le  plan  donnés  sont  perpendiculaires  l'un 
sur  l'autre,  un  plan  quelconque  f, 

passant  par  la  droite  répond  à  la 
question  ;  il  y  a,  dans  ce  cas,  une 
infinité  de  solutions. 


Si  la  droite  donnée  AB  n'est  pas  perpendiculaire  sur  le  plan  donné 
P  (fiff-  316),  par  un  point  quelconque  M  pris  sur  la  droite  on  abaisse 
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la  perfiendiculaire  MN  sur  le  plan  ;  cette  perpendiculaire  et  la  droite 
AB  déterminent  le  plan  cherché, 1 

Ainsi,  soit  à  mener  par  la  droite  (ab,  a'b')  le  plan  perpendiculaire 
au  plan  PaQ  [flg.  a-j).  Menons  par  le  point  (m,  m')  de  la  droite 
{ab,  a'b')  la  perpendiculaire  (mn,  m'n'}  sur  PaQ  (17!).  Le  plan 
défini  par  les  droites  (ab,  a'b'),   (tnn,   m'n')  est  le  plan  cherché. 

Remarque.  —  Nous  avons  omis  à  dessein,  en  traitant  les  problèmes 
relatifs  aux  droites  et  plans  perpendiculaires,  de  considérer  des  pians 
parallèles  à  la  ligne  de  terre  ou  des  droites  de  profil.  Nous  revien- 
drons plus  loin  sur  ces  cas  d'excoplion  (sSS,  s5g]. 


1.  Mener  par  un  point  donné  un  plan  vertical  ou  un  plan  de  bout 
perpendiculaire  à  un  plan  donné. 


3.  Mener  par  un  point  une  droite  perpendiculaire  à  une  droite 
donnée  (ne  la  rencontrant  pas)  et  s'appuyant  sur  une  autre  droite 
dorinée. 

4.  Étant  donnée  la  projection  horizontale  d'une  droite  perpendi- 
culaire à  une  droite  donnée  et  la  rencontrant,  trouver  sa  projection 
verticale. 


s  du  lieu  des  points  équidistants  de  trois 


7.  Construire  les  projections  du  point  symétrique  d'unpoint  donné 
par  rapport  : 

t°  à  une  droite  donnée  ; 
a°  à  un  point  donné. 

8.  On  donne  par  ses  deux  projections  une  droite  rencontrant  la 
ligne  de  terre.  Mener  par  cette  droite  un  plan  tel  que  la  droite  donnée 
soit  dans  l'espace  la  bissectrice  de  l'angle  des  deux  traces  du  plan. 

9.  Un  quadrilatère  gauche  est   défini  par  les  projections  de  ses 
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*  sur  lesquels  il  se  projette  sui- 
{Navak.) 

10.  Un  losange  est  défini  par  sa  projection  horizontale,  qui  est  un 
parallélogramnie.  On  connaît  en  outre  deux  plans  qui  contiennent 
deux  sommets  opposés;  déterminer  sa  projection  verticale. 

{Navale.) 

11.  Trouver  les  traces  d'un  plan  défini  par  les  deux  projections 
d'une  de  ses  droites  et  fa  projection  verticale  d'une  ligne  de  plus 
grande  pente  relative  au  plan  horizontal. 

(Navale.) 

12.  On  donne  quatre  droites  quelconques  dans  l'espace.  Construire 
une  drale  s'appuyant  sur  les  deux  premières  et  orthogonale  aux  deux 
autres.  Qu'obtient-on  si  les  deux  dernières  droites  se  confondent  res- 
pectivement avec  chacune  des  premières? 

13.  Mener  par  un  point  donné  A  une  perpendiculaire  A  k  une  droite 
donnée  D  de  façon  que  A  soit  le  milieu  du  segment  de  i  compris 
entre  les  deux  plans  de  projection. 

14.  On  donne  les  projections  horizontales  des  quatre  sommets  d'un 
tétraèdre  ABCD,  et  trois  plans  contenant  respectivement  les  trois  som- 
mets A,  B,  C.  Trouver  la  projection  verticale  du  tétraèdre,  sachant  en 
outre  que  l'arête  CD  est  orthogonale  à  AB. 

(iVoualeO 
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TROISIEME  PARTIE 


CHAPITUE  1 


RABATTEMENT  D'UNE  FIGURE  PLANE 
SUR  UN  PLAN  HORIZONTAL 


I  I. 
Théorie  du  rabattement. 

175.  Rabattre  un  plan  sur  wi  autre,  c'est  faire  tourner  ce  plan 
autour  de  son  intersection  avec  le  second  de  manière  à  l'amener  en 
coïncidence  avec  celui-ci.  La  droite  d'intersection  des  deux  plans  est 
appelée  la  charnière  du  rabattement. 

Nous  étudierons  seulement  les  rabattements  sur  les  plans  paral- 
lèles au  plan  tiorîzontal  de  projection,  ou  sur  ce  plan  lui-môme. 

176.  Problème.  ~  Rabattement  d'un  plan  donné  sur  un  plan 
horizontal. 

Soit  à  rabattre  le  pian  P  sur  le  plan  horizontal  II'  {fy  ■  2i8);le 
problème  qui  se  pose  est  le  suivant  : 

Étant  donné  un  point  M  dans  le  plan  P,  trouver  la  projection  fiori- 
inntale  mi  de  la  nouvelle  position  Mi  rfu  point  M,  après  le  rabattement 
du  plan  P  sur  le  plan  W. 

La  charnière  Alï  est  ici  une  horizontale  du  plan  P  ;  soit  ab  sa 
projection  sur  le  plan  borizonlal  de  pioiection  Tigurons  la  perpen- 
diculaire M\J.'  abaissée  de  M  sur  A.B  et  soient  ji'  son  pied,  ji  la 
projection  horizontale  de  ii'  ;  le  point  ]i  est  évidemment  situé  sur 
ab.  Désignons  par  m'  et  m  les  projections  du  point  M  sur  les  plans 
horizontam   H'  el   H  :   le  plan  vertical  projetant  horizontalement 
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M|j.'  étant  perpendiculaire  sur  AB  et  par  suite  perpendiculaire  aussi 
sur  ab,  ses  traces  in'ii'  et  ma  sur  les  plans  horizontaux  H'  et  H 
sont  respectivement  perpendiculaires  à  AB  et  ab. 

Lorsqu'on  fait  tourner  le  plan  P  autour  de  la  charnière  AB,  la 
droite  Mil'  reste  tou- 
jours perpendiculaire  à 
AB  et  le  point  M 
décrit  un  arc  de  cercle 
de  centre  |t'  dans  le 
plan  vertical  M|ji'm'  ; 
par  suite,  après  le  ra- 
hatlemcnt,  M  vient  sur 
ji'm'  en  un  point  Mi 
tel  que  Mi.iJ-'  =  Mil'. 

La  projection  hori- 
zontale de  Ml  est  donc 
le  point  (Tii  de    [im  tel 

m,ii  —  M,^.'  =  M[a'. 
Or,  M|a'   est  l'hypo- 
ténuse     du     triangle 
rectangle  Mfi'm';    l'un 
des     côtés   de    l'angle 
droit  de  ce  triangle  est 
m'ii'  =^  m|j.,       distance 
des    pi-oj  celions    hori- 
zontales du  point  M  et 
ire  la  distance  m'M  du  point 
celle  des  projections  verticales 
1  en  conclut  donc  la  règle  sui- 


Flg.  ÎI8 

de  la  charnière  AB  ;  l'auti'c  côté  mes 
M  an  plan  horizontal  H',  ou  encore 
du  point  M  et  de  la  charnière  AB  ;  o 
vante,  dite  règle  da  triangle  rectangle  : 


Règle  du  triangle  reclaugle.  —  Lorsqu'on 
i'ane  de  ses  horizontales,  la  nouvelle  projection 
tl  de  ce  plan,  après  le  raballement,  se  Iroave 


rabat  anplan  P  autour 
horizontale  d'un  point 
sur  la  perpendiculaire 


menée  de  la  projection  horizontale  du  point  M  à  la  projection  horizon- 
tale de  la  charnière,  à  une  dislance  de  celle  ci  égale  à  l'hypoténuse 
du  triangle  rectangle  ayant  pour  côtés  de  l'angle  droit  les  distances  des 
projections  du  point  aux  projections  de  même  nom  de  la  charnière. 
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177,  L'énoncé  prcccdent  convient  spécialement  ans  problèmes  de 
la  géométrie  descriptive  à  deux  plans  de  projection.  En  géométrie 
cotée,  où  il  n'est  plus  question  de  projection  verticale,  on  remarque 
que  la  longueur  Mm'  qui  mesure  l'un  des  côtés  du  triangle  rectangle 
de  rabattement  est  encore  égale  à  la  différence  des  cotea  du  point  M 
et  de  ia  charnière,  de  sorte  que  la  règle  du  triangle  rectangle  doit 
être  modifiée  de  la  façon  suivante  ; 

Lorsqu'on  rabat  un  plan  P  autour  d'une  de  ses  horizontales,  la  nou- 
velle projeelion  horizontale  d'an  point  M  de  ce  plan,  après  le  rabat- 
tement, se  trouve  sur  la  perpendiculaire  menée  de  la  projection 
horizonlale  du  point  à  la  projection  horizontale  de  la  eharnière,  à  une 
distance  de  celle-ci  égale  à  l'hypoténuse  da  triangle  rectangle  ayant 
pour  côtés  de  l'angle  droit,  d'une  part  la  distance  de  la  projection  kori- 
zonlile  du  point  à  celle  de  la  charnière,  et  d'autre  part  la  différence 
entre  les  cotes  du  point  et  de  la  charnière. 

Remarque  I.  —  Tous  les  points  de  la  charnière  coïncident  avec 
leur  rabattement  et  ce  sont  évidemment  les  seuls  points  qui 
jouissent  de  cette  propriété. 

Remarque  II.  —  La  circonférence  de  centre  y.'  et  de  rayon  jj'M 
coupe  m'|i'  en  nn  second  point  M;,  qui  est  aussi  le  rabattement  du 
point  M,  en  supposant  qu'on  raballe  le  plan  P  sur  H'  par  une 
rotation  de  sens  inverse  à  celle  qui  a  amené  M  en  M,. 

Lorsqu'on  a  adopté  un  sens  de  rotation  pour  rabattre  le  plan  P 
sur  le  plan  horizontal  H',  il  est  évident  que  les  différents  points  du 
plan  se  rabattent  sur  H'  d'un  côté  ou  de  l'autre  de  la  charnière  A-B. 
suivant  qu'ils  sont  eus mêmes  dans  le  plan  P  d'un  côlé  ou  de  l'autre 
de  AB,  c'est-à-dire  au-dessus  ou  au-dessous  du  plan  horizontal  H'. 
Ainsi  les  points  M  el  N  du  plaa  P  {Jig.  218),  situés  de  part  et  d'autre 
de  AB,  viennent  occuper  après  le  rabattement  deux  positions  Mi  et 
Ni  situées  de  part  et  d'autre  de  AB  dans  le  plan  H',  et  les  projec- 
tions horizontales  ni]  et  nj  des  points  Mi  et  Ni  sont  elles-mêmes 
de  part  et  d'autre  de  ab. 

En  résumé,  tout  point  situé  dans  le  demi-plan  MAB  se  rabat  du 
même  côté  que  mj  par  rapport  à  ab  ;  tout  point  situé  dans  le  demi- 
plan  iSAB  se  rabat  du  même  côté  que  m  par  rapport  à  ab. 

178.  Applications.  —  1°  Soit,  en  géométrie  descriptive  à  deux  plans 
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de  projection,  à  rabattre  {jîg.  aig)  le  point  {m,  m')  d'un  plan  P,    la 
,  charnière  du  rabattement  étant  l'horizon- 

tale {ab,  a'b')  de  ce  plan. 

D'après   la   règle  du  triangle  rectangls 
{n°  176),  on  sait  d'abord  que  la  projeclion 
i'        horizontale   du    point  après  le    rabatte- 
ment se  trouve  sur  la  perpendiculaire  m^ 
abaissée  du    point  m   sur  la    droite    ab. 
Iffi  D'autre  part,   les  distances  des  projections 

'^^■'''■■■-~.,,^^/     "~---,^  du  point  (m,  m')  aux  projections  de  même 

l''/^~\~     ^"'2    nom  de  la  charnière  sont  respectivement 
^'  f^  '  les  longueurs    m[i.    et    mV  ;  donc,  si  l'on 

/  /  porte  à  partir  de  m,  sur  la  parallèle  menc& 

(._^  ^^-^  par  ce  point  à  ab,  une  longueur 

le  triangle  de  rabattement  du  point  (m,  m') 
est  m^m-i.  Pour  avoir  la  projection  horizontale  de  ce  point  après  le 
rabattement,  il  suffit  donc  de  porter  sur  la  droite  m|i,  à  partir  du 
point  II,  une  longueur  [iini  égale  à  [ims  ;  nii  est  le  rabattement 
cherché.  Comme  nous  l'avons  fait  remarqiier  déjà,  cette  longueur 
peut  être  portée  d'un  c6té  ou  de  l'autre  du  point  p.,  selon  ic  sens 
du  rabattement. 


Remarque  I.  —  Dans  l'épure  de  la  figure  a  19,  nous  avons  supprimé 
ia  ligne  de  terre.  Le  lecteur,  déjà  familiarisé  avec  les  procédés  de  la 
géométrie  descriptive,  a  pu  se  rendre  compte,  en  effet,  que,  dans  un 
grand  nombre  d'épurés,  la  ligne  de  terre  n'intervient  en  rien  dans  les 
constructions  et  ne  sert  le  plus  souvent  qu'à  déterminer  la  direction 
des  lignes  de  rappel.  Lorsqu'il  en  est  ainsi,  on  peut  donc  la  supprimer 
sans  nuire  à  la  comprébension  des  épures  :  c'est  ce  que  nous  ferons 
très  souvent  dans  la  suite  de  ce  traité.  Le  lecteur  s'habituera  très  vite 
h  cette  suppression  et  ne  tardera  pas  à  distinguer  lui-même  les  pro- 
blèmes où  il  est  nécessaire  de  tracer  une  ligne  de  terre  de  ceux  où  Ton 
peut,  sans  inconvénient,  la  faire  disparaître. 

Nous  ferons  d'ailleurs  remarquer  que  supprimer  la  ligne  de  terre 
revient,  en  réalité,  k  déplacer  cette  ligne  parallèlement  à  elle-même 
dans  l'épure,  c'est-à-dire  à  déplacer  parallèlement  à  leur  direction 
l'un  ou  l'autre  des  plans  de  projection   ou   tous  deux  simultané- 
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3°  Soit  maintenant,  en  géomélrie  cotée,  a  rabattre  sur  le  plan,  hori- 
BOntal  de  cote  a,  le  plan  défini  par  le  point  01(4,7)  et  l'horizontale 
ob(s)  {flg.  320).   La  charnière  est  ici  l'horizontale  donnée   AB;  en 
vertu  de  la  règle  du  n°  177,  la  projec- 
tion du  point  M,  après  rabattement,  se 
trouve  sur  la  perpendiculaire  mji  abais- 
sée de   m  sur    ab.  D'autre  part,  si  l'on 
mène  la  parallèle  mma  à  ab  et  qu'on 
porte  sur  cette  parallèle  une  longueur 
mm^    égale  à     4,7  —  a  =  ï      unités  7 
dixièmes  de  l'échelle  du  dessin  (dilfé- 
'^       '      ^      ^  rence  entre  les  cotes  du  point  et  de  la 

charnière),  l'hypoténuse  f-irii  du  trian- 

FiK-  220  .  .         ,  .1111 

gle  rectangle  mftma  est  égale  a  la 
distance  à  ab  de  la  projection  du  point  M  après  le  rabattement 
(177);  on  obtient  donc  celle  projection  en  portant  sur  \imi  une 
longueur  ^mi  ■=  H-nJa-  Comme  plus  haut,  cette  longueur  peut  être 
portée  d'un  côté  ou  de  l'autre  du  point  p,  suivant  le  sens  du  rabat- 
tement. 

Remarque  II.  —  Le  triangle  de  rabaltement  msinfi    du  point  M 

{flg.21^  et  3ïo)  étant  égal  au  triangle  Mm'fi.'  de  l'espace  {jîg.  ai8).  les 

angles  miimi  et   Mf-'m    sont  égaux;  or,  ce  dernier  angle  est  l'angle 

aigu  a  que  fait  le  plan  donné  avec  les  plans  horizontaux  :  il  en  résulte 

alors  que  tous  les  triangles  de  rabattement  des  divers  points  du  plan 

1 1  ngl        gu        u      l     ni  1  séquent  semblables  entre 

l         es  H      n  q      1        n  t  u  t  on  du  rabattement  d'un 

1  j       t  du  pi  n   r    dét  i  1      ment  l'angle  de  ce  plan 

1  11    1      t 

'utiliser   cette 


n    q      (  ^       p    l     t 

179.  Problème.  —  Rabattre  wi  plan  de  bout  sur  le  plan  hori- 
zontal de  projection. 

Le  rabatlement  d'un  plan  de  bout  PaQ  (Jig.  su.)  sur  le  plan  hori- 
zontal de  projection  donne  lieu  à  des  constructions  particulièrement 
simples.  Soit,  en  effet,  (m,  m')  un  point  de  ce  plan  ;  désignons  par  f/j 
le  point  où  la  ligne  de  rappel  de  ce  point  rencontre  xy.  On  remarque 
de  suite  que  le  triangle  0^101'  est  égal  au  triangle  de  rabattement  du 
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n  effet,  d'une  part  p,ia  (égal  à  raiil  mesure  la  distance 
de  la  projection  horizontale  m  de 
ce  point  à  la  projection  horizon- 
tale aP  de  la  cliarnière,  et  d'au- 
tre part  ^^lm'  mesure  la  cote  du 
point  (m,  m')  ;  il  en  résulte 
innmédiatement  que  ie  rabatte- 
ment iiii  de  ce  point  se  trouve 
sur  la  perpendiculaire  m\i  ahais- 
sée  de  m  sur  la  charnière,  à  une 
distance  de  celle-ci  égale  à  l'hy- 
poténuse am'  du  triangle  [iiam'. 
Pratiquement,  on  décrit  de  a 
comme  centre  le  cercle  de  rayon 
il  rencontre  xy  et,  par  ce  point,  on  mène  la 


p 


am'jusqu'au  point  m^ 

parallèle  à  oP  ;  le  point  mi  où  cette  droite  rencontre  la  parallcli 

à  xy  est  le  rabatf ement  cherché . 


180.  Problème,   —  Rabattre  s\ 


\N« 


Fi  g,  2SÎ 

it  préférable  de  procéder  différemment. 


lori^ontat  an  plan  donné 
par  son  échelle  depenle. 

Soit  à  rabattre  le  plan 
P  sur  le  plan  horizon- 
tal de  cote  2  (fuj.  22a); 
la  charnière  est  alors 
l'horizontale  AB  de 
cote  2  du  plan  P. 

Pour  rahattre  un 
point  quelconque  M 
du  plan  P,  connaissant 
sa  projection  horizon- 
taie  m,  on  pourrait 
appliquer  la  règle  du 
triangle  rectangle  après 
avoir  déterminé  la  cote 
de  ce  point  ;  mais  la 
détermination  exactede 
cette  cote  nécessitant 
des  constructions  assez 
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Construisons  d'abord,  le  triangle  de  rabattement  r.aOi  du  point  c(3) 
de  réclieUe  de  pente,  en  portant  sur  la  parallèle  menée  par  c  à  l'ho- 
rizontale ab  une  longueur  eci  égale  à  3  —  s  =;  i  unité  de  l'échelle 
du  dessin  (177).  Puisque  tous  les  triangles  de  raliattement  des 
divers  points  du  plan.  P  sont  semblables  (178,  Rem.  Il),  si  l'on  abaisse 
du  point  m  la  perpendiculaire  ni]i  sur  ah,  et  si  par  le  pied  11  de  cette 
perpendiculaire  on  mène  la  parallèle  nma  à  aca,  en  déterminant  le 
point  nis  où  cette  parallèle  rencontre  la  parallèle  nimj  à  ab  on  aura 
construit  le  triangle  de  rabattement  mjjina  du  point  M  ;  la  projection 
du  rabattement  du  point  M  est  ensuite  le  point  mi  obtenu  en  por- 
tant sur  fm  une  longueur  imii  ^  iinii. 

La  longueur  nini%,  mesurée  à  l'échelle  du  dessin,  donne  d'ailleurs 
la  différence  des  cotes  du  point  M  et  de  la  charnière  (177)  ;  comme, 
d'autre  part,  il  est  évident  que  le  point  M  a  une  cote  supérieure  à 
celle  de  la  charnière,  cette  cote  est  donc  a  +  mm^. 

181.  Remarques    générales  relatives  aux  rabattements. — 

Lorsqu'on  rabat  un  plan  P  sur  un  plan  horizontal,  on  obtient  le 
rabattement  d'une  droite  de  ce  plan  en  joignant  les  rabattements 
de  deuï  de  ses  points.  Cependant,  si  la  droite  donnée  rencontre  la 
charnière  en  un  point  dont  les  projections  ne  sortent  pas  du  cadre  de 
l'épure,  le  rabattement  de  la  droite  s'obUent  en  joignant  ce  point 
(qui  reste  immobile  dans  le  rabatlemenl)  au  rabattement,  déterminé 
directement,  d'un  point  quelconque  de  la  droite.  De  même,  si  la 
droite  est  parallèle  <i  la  charnière,  il  suffit  de  rabattre  un  seul  point 
de  cette  droite  et  de  mener  par  le  point  rabattu  la  parallèle  à  la  pro- 
jection horizontale  de  la  charnière. 

D'une  manière  générale,  deux  droites  concourantes  se  rabattent 
suivant  deux  droites  concourantes  ;  deux  droites  parallèles  se  rabat- 
tent suivant  deux  droites  parallèles.  Il  en  résulte  que,  connaissant  le 
rabattement  d'une  droite  d'un  plan,  il  suffit  généralement,  pour 
obtenir  le  rabattement  d'une  deuxième  droite  du  plan,  de  déterminer 
le  rabattement  d'un  seul  point  de  cette  droite  et  de  le  joindre  au 
rabattement  du  point  où  elle  rencontre  la  première  droite  ;  si  les  deux 
droites  sont  parallèles,  on  détermine  le  rabattement  d'un  point 
quelconque  de  la  deuxième  droite,  et  par  ce  point  on  mène  la  paral- 
lèle au  rabattement  de  la  première  droite. 

Lorsqu'on  a  déterminé  les  rabattements  de  deux  droites  d'un  plan, 
le  rabattement  d'une  troisième  droite  s'obtient  immédiatement  en 
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joignant  les  rabattements  des  points  où  cette  droite  rencontre  les 
deux  premières. 

Ces  remarques  trouvent  leur  application  dans  tons  les  problèmes 
qui  nécessitent  un  rabattement;  elles  permettent,  connaissant  le 
rabattement  d'un  seul  point  d'une  flgure  plane,  d'obtenir  les  rabat- 
tements de  toas  les  autres  points  de  cette  flgure,  en  faisant  seulement 
usage  de  la  règle  et  de  l'équerre . 

182.  Application.  —  Reportons -nous  au  problème  du 
n"  180,  où  noua  avons  traité  le  rabattement  sur  un  plan  horizontal 
d'un  plan  P  défini  par  une  échelle  de  pente.  Après  avoir  obtenu, 
comme  nous  l'avons  expliqué,  la  projection  mi  du  rabattement  d'un 
point  M  du  plan  P  [fig.  aaa),  proposons- nous  de  chercher  le  rabat- 
tement d'un  deuxième  point  N  de  ce  plan. 

Soient  n  la  projection  du  point  donné  N  et  uj  le  point  où  mn  ren- 
contre ab;  o>  est  la  projection  horizontale  du  point  û  où  la  droite 
MK   rencontre  la  charnière  ÂB. 

Gomme  le  point  û  ne  bouge  pas  pendant  la  rotation  du  plan  P 
autour  de  AB,  il  en  résulte  que  la  droite  MN  est  projetée,  après  le 
rabattement,  suivant  la  droit*  mit";.  le  rabattement  du  point  11  est 
donc  situé  sur  cette  droite  et,  comme  il  est  aussi  sur  la  perpendicu- 
laire nv  abaissée  de  n  sur  ab,  ce  point  est  à  l'intersection  «i  de 
wio)  et  de  ifi. 

iS'6.  Problème.  —  Rabattre  sur  le  plan  horizontal  de  projection  un 
plan  défini  par  ses  traces. 

Soient  PaQ  un  pion  déflni  par  ses  traces  {Jly.  aaS)  et  (ab,  a'b')  une 
droite  quelconque  de  ce  plan.  Proposons-nous  de  chercher  le  rabat- 
tement d'un  point  (m,  m')  de  cette  droite,  lorsqu'on  rabat  le  plan 
donné  sur  le  plan  horizontal  de  projection, 

Rabattonsd'abord  la  trace  verticale  oQ;  pour  cela,  nous  remarquons 
que  le  point  a  étant  sur  la  charnière  oP,  ne  bouge  pas  ;  il  suffit  alors 
de  chercher  le  rabattement  d'un  seul  point  de  cette  trace,  du  point 
(a,  a')  par  exemple.  Or,  comme  la  distance  de  l'espace  aA  est  mesurée 
par  ao'  et  que  cette  dislance  est  rabattue  horizontalement  en  vraie 
grandeur,  il  est  évident  que  le  rabattement  du  point  (a,  a')  est  le  point 
di  situé  à  l'intersection  de  la  circonférence  de  contre  a  et  de  rayon  "a' 
avec  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  a  sur  la  charnière  aP.  Le 
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rabattement  aQj   de 
joignant  les  points  a  et  Oi. 

Cela  fait,  puisque  le  point  {b,  b')  est 
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!  la  trace  verticale  du  plan  s'obtient  ensuite  en 
'■  et  Oi. 

la  charnière,  il  en  résulte 


immédiatement  que  la  droite  {ab,  a'b')  est  rabattue  suivant  atb  ;  le 
rabattement  du  point  (m,  m')  est  alors  le  point  de  rencontre  (iii  de 
OjÈ  avec  la  perpendiculaire  mv-  abaissée  du  point  m  sur  la  char- 
nière ïP. 

Une  fois  tracé  le  rabattement  de  la  trace  verticale,  pour  obtenir  le 
rabattement  du  point  (m, m'),  on  pourrait  utiliserencorcl'horizontale 
led,  e'd)  passant  par  ce  point;  en  effet,  d'abord  la  trace  verticale 
{d,  d!)  de  cette  horizontale  est  rabattue  en  di  à  l'intersection  de  "Qi 
et  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  d  sur  la  cbamière.  et 
comme  d'autre  part  les  horizontales  du  plan  sont  des  parallfeles  à  la 
charnière,  il  en  résulte  que  le  rabattement  de  [ed,  c'd')  est  la  parallèle 
diCi  menée  par  di  à  aP.  Le  rabattcmûnt  du  point  (m,  m')  est  alors  à 
l'intersection  de  mv-  et  de  Cidi. 

Enfin,  on  pourrait  aussi  se  servir  de  la  frontale  {ef,  e'f)  passant  par 
(m,  m').  Cette  frontale  rencontre  la  charnière  nP  au  point  e  qui  na 
bouge  pas  pendant  le  mouvement  de  rotation  du  plan,  et  comnie 
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elle  est  parallèle  à  la  trace  verticale  "Q,  on  a  immédiatement  son 
rabatlement  en  menant  par  le  point  e  la  parallèle  efi  à  oQ,.  Le  rabat- 
tement du  point  (ni,  m')  est  alors  à  l'intersection  de  efi  et  de  m\i.. 

184.  Rabatlement  d'un  plan  vertical  sur  un  plan  horizontal. 

—  Le  raisonnement  qui  nous  a  conduits  à  l'énoncé  de  la  règle  du 
triangle  rectangle  suppose  essentiellement  que  io  plan  rabattu  n'est 
pas  vertical,  c'est-à-dire  n'est  pas  perpendiculaire  au  plan  horizontal 
sur  lequel  s'effectuelerahattement.Nousallonsmainlenantexaminer 
ce  cas  particulier. 

Soit,  par  exeiïiplc,  à  rabattre  le  plan  vertical  P  sur  le  plan  hori- 
zontal II'  {(ig.  sa/i).  La  charnière  est  la  droite  d'intersection  AB  des 
plans  P  et.  H'  et  sa  projection  ab 
rie  plan  horizontal  est  la  trace 
horizontale  du  plan  P.  Soient  M 
a  point  quelconque  du  plan  P, 
sa  projection  horizontale,  si- 
■  tuée  d'aiUeurs  sur  ab  ;  la  proje- 
tante Mm  rencontre  AB  au  point 
'.  On  voit  immédiatement  que, 
dans  le  rabattement  du  plan  P, 
le  point  M  décrit  un  arc  de  cer- 
e  centre    m'   dans  un  plan 
'  perpendiculaire  à   ÂB  ;  une  fois 
3  rabattement   effectué,    M  est 
alors  venu  en  Mi  sur  la  perpen- 
diculaire élevée  en  m'  k  AB,  et  sa  • 
jj,.     „„^  projection  horizontale  m,  est  sur 

la  perpendiculaire  élevée  en  m  à 
ab  ;  on  a  en  outre  mm,  ^=  m'M,  =  m'M.  Comme  m'M  mesure 
la  différence  des  cotes  du  point  M  et  de  la  charnière  AB,  ou  encore 
la  distance  de  leurs  projections  verticales,  on  en  conclut  la  règle  sui- 
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Lorsqu'on  rabat  an  plan  vertical  sur  an  plan  horizontal,  ie  rabat- 
lement de  toal  point  du  plan  se  fait  sur  la  perpendicalaire  élevée  de  la 
projection  horizontale  de  ce  point  sar  la  trace  horizontale  da  plan,  à 
une  distance  de  celle-ci  égale  à  la  différence  des  cotes  du  point  et  de  la 
charnière,  oa  encore  à  la  distance  des  projections  verticales  du  point  el 
de  la  charnière. 
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Cette  règle  a  déjà  été  établie  (17)  dans  le  cas  particulier  otil'ou  rabat 
«n  plan  vertical  sui  le  pUn  houzontal  de  projection. 

On  se  rend  compte  aisément  que  les  divers  pointa  du  plan  verti- 
cal P  se  labattent  sur  H  d  un  côté  ou  de  l'autre  de  la  charnière 
suivant  quila  sont  eux  mêmes  dans  le  plan  P,  d'un  côté  ou  de 
l'autre  de  H  fhirmere,  c  e-t  à  dire  au-dessus  ou  au-dessous  du  plan. 


185.  Applications.  - 
0 


\ 
\ 


Fig.  W& 

rabat  suivant  la  perpendiculi 


Cherchons,  par  exemple,  ce  que  devient 
le  point  (ni, m')  du  plan  vertical  PïQ 
ifig.  aa5)  lorsqu'on  rahat  ce  plan 
sur  le  plan  horizontal  de  projection. 
En  vertu  de  la  règle  énoncée  au  n" 
précèdent     le    pomt    consideie  se 

■^  labdt  en  mi  sur  la  peipendiculaire 
eleiee  en  m  a  la  tiaue  hoiizontale 
aP  du  plan  et  à  une  distance  de 
cettetraceeffaleasacote  nimi  =  |im 

1  Quant  à  la  trace  verticale  oQ  du 

plan,  puisqu'elle  est  perpendicu- 
laire k  la  trace  horizontale,  elle  se 
Qi  élevée  en  a  à  la  droite  oP. 


Soit  à  rabattre  encore  le  plan  de  profil  PaQ  (/Î3.  aa6)  surle  plan 
horizontal  de  projection.  Pour  obtenir 
le  rabattemenl  mi  d'un  point  quelcon- 
que (m, m')  de  ce  plan,  il  suffit  encore 
de  porter  sur  la  perpendiculaire  élevée 
en  m  ala  trace  hori7inta|p  sP  du  plan 
une  longueur  mm  égile  a  la  tote  'm 
du  pomt  donne  firaphique nient  on 
mené  par  m  la  parallèle  n  m  l  la  ligne 
de  l  ire  et  In  point  a  comme  cen 
tre  on  deciit  iarc  de  cercle  de  rajon 
sfii'  jusqu'au  point  ma  où  il  rencontre 
xy,  puis  par  le  point  m?  on  mène  la 
parallèle  à  aP  ;  le  point  W:  où  cette 
parallèle  rencontre  mmi  est  le  rabattement  cherché. 

3'  Soit  maintenant,  en  géométrie  notée,  k  trouver  le  rabattement 
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du  point  m(5,8)  {fig.  327)  lorsqu'on  rahat  le  plan  \ertical  ob  qui 
contient  ce  point  sur  le  plan  horizontal  de  cote  3,  par  exemple.  La 
charnière  est  l'horizontale  AB  de  cote  3  projefée  suivant  la  trace 
horizontale  ab  du  plan  vertical  donné.  La  différence  des  cotes  du 
point  m(5,8)  et  de  la  charnière  étant  5,8  —  3  =  2,8,  en  appliquant 
la  règle  du  n"  iSi,  on  élève  en  m  la  perpendiculairp  sur  ab  et  on 
porte  sur  cette  perpendiculaire,  à  partir  de  m,  une  longueur  iwiti 
égale  à  a  unités  8  disiènies  de  l'échelle  du  dessin;  mi  est  le  rabatte- 
ment du  point  donné. 


Remarque,  — 
gueur  mmi  d't 


Fig,  M7 

u  point  lïii . 


Dans  les  exemples  précédents,  on  peut  porter  la  lon- 
1  côté  ou  de  l'autre  de  la  charnière,  suivant  le  sens 
du    rabattement.     D'ailleurs,  une  fols 
/■""i     qu'on  a  obtenu  le  rabattement  d'un 
/  premier   point  du  plan  vertical  donné, 

/  on  est  complètement  fixé  pour  rabattre 

/  tous  les  autres  points  do  ce  pian.  Ainsi, 

si  l'on  veut  rabattre  le  point  n(i,i)  du 
plan  vertical  ab  {flg.  227),  comme  ce 
point  a  une  cote  inférieure  à  celle  de 
la  charnière  alors  que  le  premier  point 
rabattu  m(5,8)  avait  une  cote  supé- 
rieure, son  rabattement  ni  doit  être 
placé  de  l'autre  côté  de   ab   par  rap- 


511. 

Problème  du  relèvement, 

\  86.  Le  problème  général  du  relèvement  peut  s'énoncer  ainsi  ; 

Un  plan  P  ayant  été  rabattu  sar  an  plan  horizontal,  dêUrminsr  les 
projections  (ou  la  projection  horizontale  et  la  eotej  d'an  point  de  ce  plan, 
connaissant  son  rabattement. 

Pour  résoudre  ce  problème,  il  suffit  de  faire  en  sens  inverse  les 
constructions  indiquées  pour  obtenir  le  rabattement  d'un  point  ;  les 
remarques  exposées  au  n"  181  permettent,  tout  comme  dans  le  rabat- 
tement, de  simplifier  notablement  les  constructions  du  relèvement. 
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Au  surplus,  les  quelques  exemples  que  nous  allons  traiter  mettront 
complètement  en  évidence  les  liens  étroits  unissant  le  rabattement  et 
le  relèvement  d'unpian,  qu'on  ne  doit  pas, en  réalité,  considérer  comme 
deux  problèmes  distincts. 


n  plan  quelconque  raballa  s, 


rplar 


i87.  Problème.  ~  Rekve 
horûonlal. 

I*  Soit  le  plan  P  défini  par  les  deux  droites  concourantes  (oa.  o'a'), 
(ob,  o'b'){fiff.  238);  proposons- nous  de  déterminer  les  projections  de 


celui  de  ses  points  M  qui  se  rabattrait  en  mi  dans  le  rabattement  de 
ce  plan  sur  le  pian  horizontal  H'.  La  charnière  est  alors  l'horizontale 
(ab,  a'b')  du  plan  P, 

Construisons  d'abord  le  triangle  de  rabattement  o^^Os  du  point  (o,  o')  ; 
pour  cela,  abaissons  la  perpendiculaire  o«>  sur  ab  et  portons  sur  la 
parallèle  menée  par  o  à  ob  la  longueur  oo^  égale  à  la  distance  o',ui  des 
projections  verticales  du  point  (o,  o')  et  de  la  charnière. 

L'angle  ouiOs  est  alors  l'angle  "  des  triangles  de  rabattement  de  tous 
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les  points  du  pian  P  {178,  Rem.  Il);  par  suite,  si  du  point  nii  on. 
abaisse  la  perpendiculaire  niiix  sur  la  projeclion  horizontale  ab  de  la 
charnière,  et  ai,  par  le  pied  i^  de  cette  perpendiculaire,  on  mène  la 
parallèle  [imj  à  wos,  la  direction  de  cette  parallèle  sera  évidemment 
celle  de  l'hypioténuse  du  triangle  de  rabattement  du  point  cherché  ; 
comme,  d'autre  part,  en  vertu  de  la  règle  du  triangle  rectangle  (176). 
cette  hypoténuse  a  pour  longueur  miji,  en  décrivant  l'arc  de  cercle 
de  centre  [i  et  de  rayon  ymi  qui  coupe  linia  au  point  ma  et  en  me- 
nant la  parallèle  niim  h  ab,  11  est  évident  que  le  triangle  [inima, 
obtenu  ainsi,  est  le  triangle  de  rabattement  du  point  M  ;  par  suite 
m  est  la  projection  horizontale  de  ce  point  et  mmi  mesure  la  distance 
de  sa  projection  verticale  à  celle  de  la  charnière  ;  cette  projection  ver- 
ticale est  donc  le  point  m'  obtenu  en  portant  sur  la  ligne  de  rappel 
du  point  m  une  longueur  it,m'  égale  à  mm^  au-dessus  ou  au-dessous 
de  a'b',  suivant  le  sens  adopté  pour  le  rabattement  du  plan  P. 

Ayant  ainsi  relevé  un  premier  point  du  plan,  les  constructions 
nécessaires  pour  en  relever  d'autres  points  deviennent  plus  simples. 
Ainsi,  soit  h  relever  le  point  N  dont  le  rabattement  est  projeté  en  «1  ; 
la  droite  MN  qui,après  le  rabattement, estprojetée  en  mifi],  rencontre 
la  charnière  au  point  dont  la  projection  horizontale  est  p  et  dont  la 
projection  verticale  s'obtient  en  rappelant  p  en  p'  sur  a'iy  ;  comme 
ce  point  (p,  p']  ne  bouge  pas  dans  le  mouvement  de  rotation  du  plan 
P,  il  en  résulte  que  les  projections  de  la  droite  MN  sont  m?  et  m'p'  ; 
la  projection  horizontale  n  dupoint  N  rabattu  en  «i  se  trouve  aloi-s  à 
l'intersection  de  ma  avec  la  perpendiculaire  n,v  h  ab  ;  quant  à  sa  pro- 
jection verticale,  on  l'obtient  en  rappelant  n  en  n'  sur  {i'm'. 

1S8.  3"  Supposons  maintenant  qu'on  ait  rabattu  sur  le  plan  hori- 
zontal de  projection  un  plan  PaQ  déSni  par  ses  traces  (Ji^.  333),  et 
soit  à  relever  le  point  M  de  ce  plan  rabattu  en  nii.  On  cherche  d'abord, 
comme  nous  l'avons  indiqué  (i83),  le  rabattement  Oi  d'un  point 
quelconque  (a,  a')  de  la  trace  verticale,  ce  qui  donnera  au  besoin  le 
rabattement  aoi  delà  trace  verticale.  Cela  fait,  si  on  considère  la  droite 
AM  du  plan,  il  est  évident  que  cette  droite  est  rabattue  suivant  aiiiii  ; 
elle  rencontre  la  charnière  aP  au  point  (b,  b')  ;  or,  ce  point  ne  bou- 
geant pas  dans  le  mouvement  de  rotation  du  plan,  il  en  résulte  que 
les  projections  de  la  droite  AM  sont  ab  et  a'b'.  Le  point  M  se  trou- 
vant sur  celle  droite,  sa  projection  horizontale  m  est  alors  à  Tinter- 
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section  de  ab  et  de  la  perpendiculaire  mi[i.  à  la  charnière  aP  ;  si 
jecUoQ  verticale  s'obtient  ensuite  en  rappelant  m  en  m'  sur  a'b 


La  métliode  employée  poùc  relever  le  point 
somme,  comme  on  le  voit,  à  relever  d'abord  une  droite  du  plan  pas- 
sant par  ce  point.  On  pourrait  alors,  au  lieu  de  relever  une  droite 
quelconque,  relever  l'horizontale  ou  la  frontale  passant  par  le  point. 
Par  exemple,  l'horizontale  passant  par  le  point  M  est  évidemment 
rabattue  suivant  la  parallèle  midi  à  la  trace  horizontale  aP  ;  elle  ren- 
contre la  trace  verticale  en  un  point  D  rabattu  en  di,  dont  la  projec- 
tion verticale  d'  s'obtient  en  portant  sur  aQ  la  longueur  ad'  égale  à 
ad,  et  dont  la  projection  horizontale  d  est  à  l'intersection  de  ay  et  de 
la  ligne  de  rappel  du  point  cf  ;  on  peut  alors  tracer  immédiatement 
les  projections  od  et  c'd'  de  l'horizontale  considérée.  Cela  fait,  la  pro- 
jection horizontale  du  point  rabattu  en  oii  est  en  m,  à  l'intersection 
de  cd  avec  la  perpendiculaire  abaissée  de  m,  sur  aP,  et  sa  projection 
verticale  s'obtient  en  rappelant  m  en  m'  sur  c'd'. 

De  même,  on  remarque  que  la  frontale  passant  par  le  point  M  est 
rabattue  suivant  la  parallèle  mj",  menée  par  m,  au  rabattement  aQ,  de 
la  trace  verticale  du  plan  ;  elle  rencontre  la  charnière  au  point  {e,e')  ; 
ce  point  restant  immobile  dans  le  rabattement,  on  peut  alors  tracer 
immédiatement  les  projections  ef  et  e'f  de  la  frontale  considérée.  La 
projection  horizontale  m  du  point  M  s'obtient  ensuite  en  déterminant 
l'intersection  de  la  droite  e/avec  la  perpendiculaice  niju  a  oP,  et  sa 
projection  verticale  m'  est  à  l'intersection  de  la  ligne  de  rappel  du 
point  m  avec  la  droite  e'f . 

189,  3'  Si  le  plan  rabattu  sur  le  plan  horizontal  est  un  plan 
de  bout  PaQ  {fig.  221),  pour  obtenir  les  projections  du  point  rabattu 
en  m,,  il  suffit  de  faire  en  sens  inverse  les  constructions  très  simples 
que  nous  avons  exposées  aun»  179.  On  mène  la  parallèle  mi|J.àœy  et  la 
parallèle  mimî  à  Pa,  cette  dernière  parallèle  rencontre  xy  en  ms;  on 
décrit  alors  l'arc  de  cercle  de  centre  a  et  de  rayon  «ma  qui  coupe  oQ 
en  m'  ;  m'  est  la  projection  verticale  du  point  cherché  ot  sa  projection 
horizontale  s'obtient  en  rappelant  m'  en  m  sur  nmi.. 

190.  4°  Soit  maintenant,  en  géomélrie  cotée,  un  plan  P  déflni  par 
une  échelle  de  pente  {Jlg.  223)  ;  supposons  ce  plan  rabattu  sur  le  plan 
horizontal  de  cote  a  par  exemple  ;  la  charnière  est  alors  l'horizontale 
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«(a)  b(a)  du  plan  donné  ;  proposons- nous,  connaissant  la  projection  du 
rabattement  nii  d'un  point  M  de  ce  plan,  de  déterminer  la  projection 
el  la  cote  de  ce  point. 

Construisons  d"abord  le  triangle  de  rabattement  caca  du  point  c(3) 
de  l'échelle  de  pente,  nous  déterminons  ainsi  l'angle  de  rabattement 
»  du  pian  P  (178,  Rem.  II)  :  par  suite,  si  du  point  nti  nous  abaissons  la 
perpendiculaire  mi^  aur  la  charnière  ab  et  si,  par  le  pied  de  cette  per- 
pendiculaire, nous  menons  la  parallèle  jinia  à  aa.  la  direction  de  cette 
parallèle  est  évidemment  celle  de  l'hypoténuse  du  triangle  rectfingle 
de  rabattement  du  point  M.  Comme,  d'autre  part,  en  vertu  de  la  règle 
du  triangle  rectangle  (i'37),  la  longueur  de  cette  hypoténuse  est 
mifJ-,  en  décrivant  l'arc  de  cercle  de  centre  [i  et  de  rayon  i^mi,  qui 
coupe  jjiriî  au  point  m^  et  en  menant  la  parallèle  tn^m  à  ab,  il  est  clair 
que  le  triangle  rectangle  (jmms  ainsi  obtenu  est  précisément  le  triangle 
de  rabattement  du  point  M.  La  projection  de  ce  point  est  donc  m  > 
quant  à  sa  cote,  elle  est  égale  A  a+mmj. 

Si  l'on  veut  maintenant  relever  un  deuxième  point  N  du  plan  con- 
naissant son  rabattement  ;i,,  il  suffit  de  remarquer  que  la  droite  MN 
est  rabattue  en  niiiii  et  rencontre  la  charnière  en  un  point  projeté 
en  u  ;  ce  point  ne  bougeant  pas  dans  le  mouvement  de  rotation  du 
plan,  il  en  résulte  que  la  droite  MN  est  projetée  suivant  mw  ;  par  suite, 
la  projection  du  point  N  est  en  ii  à  l'intei-section  de  la  droite  m''>  et  de 
la  perpendiculaire  niv  à  ah. 

191,  Problème. —  Relever  un  plan  vertical  rabattu  sur  le  plan 
horizontal  de  projeetion. 

Soit  (fig.  aa5)  le  plan  vertical  PaQ  supposé  rabattu  sur  le  plan 
horizontal  de  projection;  proposons- nous  de  déterminer  les  projec- 
tions du  point  M  de  ce  plan  rabattu  en  mi.  En  vertu  de  la  règle 
énoncée  au  n*  i84,  la  projection  horizontale  de  ce  point  est  le  pied  m 
de  la  perpendiculaire  abaissée  de  mi  sur  la  trace  horizontale  aP  du 
plan.  D'autre  part,  toujours  en  vertu  de  la  même  règle,  la  distance 
in,m  mesure  la  cote  du  point  cherché  ;  donc,  la  projection  verticale  de 
ce  point  est  le  point  m'  obtenu  en  portant  sur  la  ligne  de  rappel  du 
point  m  la  longueur  fj,m'  égale  à  muii,  au-dessus  ou  au-dessous  de  la 
ligne  de  terre,  suivant  le  signe  de  la  cote  du  point  M,  signe  que  l'on 
doit  connaître  a  priori. 

En  géométrie  cùlée  {fig.  337),  il  sufliL  d'inscrire  à  côlc  do  la  projec- 
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lion,  horizontale  m,  obtenue  comme  plus  haut,  la  cote  du  point  M, 
égale  à  celle  de  la  charnière  augmentée  ou  diminuée  de  la  dislance 
mnii,  mesurée  à  l'échelle  du  dessin. 


EXERCICES 


l"  Deax  plans  de  projection. 

i.  On  considère  le  plan  défini  par  le- point  (m,  m')  et  la  ligne  de 
terre  ;  trouver  le  rabattement  du  point  (m,  m')  lorsqu'on  rabat  ce 
plan  sur  le  i»lan  horizontal  de  projection. 

î.  Rabattre  sur  le  plan  horizontal  un  plan  P  déterminé  par  un 

Joint  (m,  m'}  et  une  droite  de  profil  définie  par  deux  points  {a,  a'], 
),  b')  ;  trouver  le  rabattement  du  point  (m,  m'). 

3-  Étant  donnée  dans  le  plan  horizontal  une  droite  aP  qui  ren- 
contre œy  3U  pointa,  mener  par  ce  point  une  autre  droite  aQ  dans  le 
plan  vertical  telle  que,  dans  le  rabattement  du  plan  PaQ  sur 
le  plan  horizontal,  le  rabattement  de  aQ  vienne  dans  le  prolongement 
de  aP. 

4.  Construire  les  projections  des  hauteurs  d'un  triangle  connais- 
sant les  projections  des  trois  sommets  de  ce  triangle . 

5.  On  donne  dans  le  plan  bissecteur  du  second  dièdre  un  cercle 
défini  par  son  centre  et  son  rayon  ;  trouver  sur  ce  cercle  un  point  qui 
soit  à  une  distance  donnée  de  la  ligne  de  terre. 

6 .  Construire  un  plan  défini  par  les  deux  projections  (o,  o')  d'un  de 
ses  points  et  le  rabattement    Oi    de  ce  point  sur  le  plan  horizontal. 

{Navale.) 

7.  Construire  un  carré,  connaissant  les  projections  des  extrémités 
(a,  a'),  {c,  o')  d'une  de  ses  diagonales  et  sachant  que  l'un  des  autres 
sommets  se  projette  sur  une  droite  donnée  du  plan  vertical. 

2"  Géométrie  cotée. 

8.  On  rabat  le  plan  déliiii  par  les  trois  points  o(4),  a{6)  et  6(8)  sur 
le  plan  horizontal  de  cote  3;  construire  le  rabattement  de  l'horizontale 
de  cote  5  de  ce  plan. 

9.  Dans  un  plan  P  défini  par  une  échelle  de  pente,  on  donne  deux 
pointa  par  leurs  projections  a  et  6.  Ces  points  sont  deux  sommets 
d'un  triangle  équilatéral  situé  dans  le  plan  P;  construire  la  projection 
du  troisième  sommet. 


y  Google 


3  UNE   FIGUBE   PLANE 

10.  On  donne,  dans  le  plan  défini  par  le  point  m(3)  et  1  hor  ontale 
ab{i),  un  cercle  de  rayon  p  ayant  son  centre  0  sut  Iho  zontale 
■donnée;  mener  par  le  point  M.  dans  ce  plan,  une  dro  te  u  la  j  elle 
le  cercle  intercepte  une  corde  de  longueur  donnée. 

11.  On  donne  les  projections  de  deux  droites  concourantes  OA  et 
OB  et  la  cote  d'un  point  A.  situé  sur  la  première  ;  on  demande  de  gra- 
duer CCS  deux  droites  sachant  que,  lorsqu'on  rabat  leur  plan  sur  le 
plan  horizontal  passant  par  A.,  leur  point  de  concours  O  est  rabattu 
en  un  point  donné  o,. 

12.  On  donne,  dans  un  plan  P  défini  par  une  échelle  de  pente, 
le  centre  0  d'un  cercle  de  rayon  H  et  un  point  A.  Construire  Ja 
projection  du  losange  ABCD  dont  les  sommets  B  et  D  sont  situés 
sur  le  cercle  donné  et  dont  la  diagonale  lîD  a  une  longueur  donnée. 

13.  Trouver  la  projection  cotée  d'un  triangle  équilatéral,  connais- 
sant deux  sommets  par  leurs  projections  cotres  et  sachant  que  le 
troisième  sommet  est  dans  le  plan  horizontal  de  projection. 

14.  Trouver  la  projection  cotée  d'un  triangle  équilatéral,  connais- 
sant les  projections  cotées  d'un  sommet  et  de  son  centre  et  sachant 
qu'un  autre  sommet  se  trouve  dans  un  pian  donné, 

15.  Construire  la  projection  cotée  d'un  carré  défini  par  son  plan 
et  les  projections  de  deux  sommets  situés  sur  une  même  diagonale. 
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CHAPITRE  II 

APPLICATIONS  DES  RABATTEMENTS 


DETERMINATION  DES  DISTANCES 

192.  Lorsqu'une  figure  plane  est  parallèle  à  l'un  des  plans  de  pro- 
jection, les  longueurs  et  les  angles  de  cette  figure  ae  projettent  sur 
ce  plan  en  vraie  grandeur. 

19iî.  n  résulte  de  là  que  pour  dél«rminer  la  longueur  d'un  seg- 
ment ou  la  grandeur  d'un  angle  situés  dans  un  plan  P,  il  suffit  de 
rabattre  ce  plan  sur  un  plan  horizontal;  après  le  rabattement,  le  seg- 
ment ou  l'angle  considérés  se  projettent  horizontalement  en  vrai» 


Distance  de  deux  points. 

194.  Méthode  générale.  —  D'abord,  si  la  droite  joignant  deux 
points  donnés  A  et  B  est  horizontale,  la  dislance  de  ces  deux  points 
est  égale  à  la  distanee  de  leurs  projections  horizontales  ;  de  même,  sila 
droite  AB  est  de  front,  la  dislance  des  points  A.  el  B  est  égale  à  la 
distance  de  leurs  projections  verticales  (192). 

Lorsque  la  droite  joignant  les  points  X  el  B  n'est  ni  horizontale  ni 
de  front,  on  obtient  la  dislance  de  ces  points  en  rabattant  sur  un  plan 
horizontal  te  plan  uerti^:al  projetant  horizontalement  la  droite  AB  ;  la 
dislance  des  nouvelles  projections  horizontales  des  points  A  et  B  après 
le  rabattement  est  la  dislance  cherchée  (igS). 

195.  Problème.  —  Déterminer  la  distance  de  deux  points  (a,a'), 
{b,b')  définis  par  leurs  projections  {Jig.  23g). 
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i  projetant  horhonlalement  la  droite  {ab,  a'b')  est  le  plan 
^  vertical  ayant  pour  trace 

horizontale  la  droite  ab. 
Rahaltons  ce  plan  sur  le 
plan  horizontal  de  projec- 
tion; les  points  (d.a'),  (6,6') 
/  se  rabattent  aux  points  Oi 

et  6i  obtenus  en  portant 
respectivement  sur  les  per- 
pendiculaires élevées  en.  a 
et  6  à  la  droite  ab,  les 
'"i  "^v^   /  ilonguenrs    aa\  ^  aa'    et 

\  hbi  =^  ?b'  (i85)  ;  d'alUeurs 

Fjg  329  ces  longueurs  doivent  être 

portées  d'un  même  côté  de 
ab,  car  les  points  donnés  sont  tous  deux  au-dessus  du  plan  horizontal 
de  projection.  La  distance  cherchée  est  alors  mesurée  par  (ii&i. 

196.  Problème.  —  Déterminer  la  distance  de  deux  points  définis 
par  leurs  projections  eotées. 

Soit  à  déterminer  la  distance  des  points  a(3,2)  et  6{5,8)  {fig.  23o). 
Le  plan  projetant  horizontalement  la  droite  AB    est  le  plan  vertical 
ayant  pour  trace  horizontale  ab.  Rabattons  ce  plan  sur  le  plan  ho- 
rizontal de  cote  3,2  qui  contient  le  point  A;   la  charnière  est  alors 
,  l'horizontale     de     cote     3, a     projetée 

^  '  suivant    ab.    Le  point     A     étant   sur 

/     ^  la   charnière    ne    bouge   pas   pendant 

"1, '-'■'  V  la  rotation  du  plan;    quant  au   point 

/'  ^  '  B,    après    le    rabattement,  il   se  pro- 

jette au  point    6i    obtenu  en  portant 
sur  la  perpendiculaire  élevée  en  6  à 
a  (3,2)  la  droite  ab  la  longueur   bbi   égale  à 

5,8  —  3,ï  =  a     unités  6  dixièmes  de  l'é- 
chelle du  desain(  tSi).  La  distance  AB  est 
i'j"'I,""q       I        J       '^'  alorsmcsuréo  par  aî>i. 

'''"''"■  Remarque.  —  Nous  avons  déjà  résolu 

^"'S-  ^^^  ce  problème  au  n"  35,  en  faisant  un  ra- 

battement sur  le  plan  horizontal  de  projection. 


i(5,a) 
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197.  l'roblème.  —  Porter  sur  aiie  droite  donnée  une  longueur  don- 
née à  partir  d'an  point  donné. 

Ce  probl&me  est  en  quelque  sorte  l'inverse  du  précédent. 

1°  Soit,  par  exemple,  à  porter  sur  la  droite  {ab.  a'b')  (Jig.  aag)  et 
à  partir  du  point  (a,a'}  une  longueur  donnée  E.  Rabattons  sur  le 
plan  horizontal  de  projection  le  plan  vertical  ab  projetant  horizon- 
talemeût  la  droite  donnée  ;  celle-ci  se  rabat  en  ath .  Portons  alors  sur 
aibi  et  à  partir  do  ai  la  longueur  Oiini  égale  a  S,  puis  relevons  on 
{m,m')  le  point  mi  (191)  ;  la  longueur  demandée  est  alors  projetée 
en  (am,  a'm']. 

2"  Enûn,  s'il  s'agit  de  porter  une  longueur  égale  à  8  à  partir  du 
point  «(3,3)  sur  la  droite  a(3,a)  5(5.8)  {fig.  s3o),  on  rabat  comme 
nous  l'avons  Tait  (i85.  3°)  le  plan  vertical  projetant  cette  droite 
sur  le  plan  horizontal  de  cote  (3. 2),  et  sur  le  rabattement  obtenu 
aib,  on  porte  la  longueur  ainii  égaleàS;  on  relève  ensuite  le  point 
mj  en  m  sur  ab,  et  on  a  ainsi  la  projection  de  l'extrémité  de  la  lon- 
gueur demandée.  Pour  avoir  la  cote  de  cette  extrémité,  on  mène  la 
parallèle  mi|j  à  ab  jusqu'au  point  |j:  où  elle  rencontre  bb,  et  on 
mesure  à  l'échelle  du  dessin  la  longueur  6[t;  la  cote  cherchée  est 
alors  3,a  +  (i|j;  (approximativement  dans  notre  épure  i,3  -j-  i,5  = 
1,7)- 

Kemaiique.  —  Nous  avons  déjà  résolu  ce  problème  au  n"  26,  en.  fai- 
sant un  rabattement  sur  le  plan  horizontal  de  projection. 


I II. 

Distance  d'un  point  à  un  plan. 

198.  Méthode.  ^  D'une  manière  générale,  pour  obtenir  la  distance 
d'an  point  M.  à  un  plan  donné  P,  on  mène  par  le  point  M  la  per- 
pendiculaire au  plan  P  et  on  détermine  le  point  N  où  cette  perpendi- 
culaire perce  le  plan  P;  la  distance  demandée  est  la  longueur  MN.  Le 
problème  se  trouve  ainsi  ramené  à  déterminer  la  distance  de  deux 
points. 

199.  Problème.  — Déterminer  la  distance  du  point  {m,  m'j  aa  plan 
PaQ  défini  par  ses  traces  {fig.  aSi). 
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APPLICATIONS 


1"  Le  plan  donné  est  quelconque.    —  ( 
projections   de  la  perpendiculaire   {mp, 


)n.  a  im média tement  les 
m'p'),  abaissée  du  point 
(m.  m')  sur  le  plan  P  en 
menant  de  m  la  perpen- 
diculaire mp  à  la  trace 
horizontale  aP  de  ce  plan 
et  de  m'  la  perpendicu- 
laire m'fi'  à  sa  trace  verti- 
cale aQ  (171). 

Pour  obtenir  ensuite  le 
pied  de  cette  perpendicu- 
laire, c'est-à-dire  le  point 
où  la  droite  (mp,  m'p'} 
perce  le  plan  donné,  on 
détermine,  par  exemple, 
la  droile  d'intersection 
tfg,  fg')  du  plan  donné 
et  du  plan  de  bout  m'p' 
^^'  projetant  verticalement  la 

perpendiculaire  {mp,  m'p')  ;  celle-ci  rencontre  (fg.  fg')  au  point  cher- 
ché (n,  n'). 

Il  ne  reste  plus  qu'à  chercher  la  distance  des  points  (m 
{195)  ;  pour  cela,  on  rabat  te  plan  vertical  mn  sur  le  plar 
de  projection.  Les  rabattements  nii  et  «i  des  points  (m,  n 
s'obtiennent  en  portant,  sur  les  perpendiculaires  élevées  en  m  et  n 
à  mn,  les  longueurs  mmi  et  nni  res- 
pectivement égales  aux  cotes  ^m,'  et 
in'  de  ces  points  [d'un  même  côté- 
de  mn,  puisque  les  points  [m,  m'] 
et  {n,  n')  sont  d'un  même  côté  du 
plan  horizontal  de  projection], 
La  distance  cherchée  est   mesurée 

2"  Le  plan  donné  est  de  boal. — 
Lorsque  le  plan  donné  PaQ    est  de 
'''^•■"■'  bout   ilig.    aSa],     la  perpendicu- 

laire [mp,  m'p'j    menée  à  ce  plan  par  le  point  (m,  m')  est  une  droite 
de  front  ;  de  plus,  le  point   (n,  n']  où  elle  perce  le  pian  de  bout  PaQ 


'.  m'),  (»,  «■) 
1  horizontal 
m')  et  (n,  n') 
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est  le  point  dont  la  projection  verticale  n'  est  à  l'intersection  de  aQ 
et  de  m'p'. 

Il  résulte  de  ces  siniplifl cations  et  de  la  remarque  faite  au  début 
de  ce  chapitre  (ig»)  que  la  distance  du  point  {m,  m')  au  plan  PaQ  est 
mesurée  par  le  segnnent  m'n'. 

On  peut  faire  une  remarque  analogue  lorsque  le  plan  donné  est 
vertical. 


200.  Problème.  —  Déterminer  la  dhtanee  da  point  {m,  m')  au  plan 
déjlnipar  les  deux  droUes  (oa,  o'a')  et  [ob,  o'b'i  (fig.  a33). 

On  commence  par  déterminer  une  horizontale  {cci,  c'd'j  et  une  fron- 
tale (de ,  dV)  du  plan 


1.3); 


donné  ( 

la  perpendiculaire 
mp  sur  cd,  et  de  m' la 
perpendiculaire  m'p' 
sur  d'e'  ;  la  droite 
(mp,  m'p')  est  la  per- 
pendiculaire menée 
du  point  {m,  m')  au 
plan  des  deux  droites 
/  données  (171,  3°). 
Pour  obtenir  en- 
suite le  pied  de 
cette  perpendicu 
lairo,  on  deteimine 


mple       la 


droite  dinlersection 

<fS'    Î9)    •lu   pJan 

donné  a*ec  ip  plan 

vertical    fj     proje 

tant      hor  /.  otale 

ment  la  perpendi 

Luiane  imp    ir  p') 

'"^'  "''  le  pomt  (n    n  )  où 

cette  perpendiculaire  rencontre  (fg,fg')  est  le  point  cheiché 

Il  faut  maintenant  chercher  la  distance  des  deux  point-  (m  m']  et 


t-— -  '", 


!tMiK 


R,  I. 


la 
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{n,n');  pour  cela,  on  pt,ut   pai  ciemple  rabattre  sur  le  plan  hori- 
zontal c'd'  le  plan  verfic  il    o  n    piojptant  horizontalement  la  droite 


(m, 


Après  le  rabattement  les  points  (m  m')  et  (n,  n')  sont  projetés 
horizontalement  aux  pomts  mi  et  ni  obtenus  en  portant  respecti- 
vement sur  les  perpendiculaires  élevées  en  m  et  n  à  la  droite  mn 
les  longueurs  mmi  =;  m'^,  nni  =  n'v.  Ces  longueurs  devront  être 
portées  de  part  et  d'autre  de  mn,  car  les  points  (m,  m')  et  (n,  n') 
sont  situés,  l'un  au-dessous,  l'autre  au-dessus  du  plan  horizonlai 
c'd'  sur  lequel  s'effectue  le  rabattement.  La  distance  du  point  (m,  m') 
au  plan  donné  est  alors  mesurée  par  le  segment  m,ni. 


201.  Problème.  —  Déterminer  la  distance  du  point  m  (5,  (i)  à  an 
plan  P  cUfini  par  une  éclielle  de  pente  {flg.  aSi). 

Nous  savons  qu'étant  donné  un  plan  P  défini  par  une  échelle  de 
pent«,  si  l'on  prend  un  plan  vertical  auxiliaire  de  projection  paral- 


lèle à  cette  échelle  de  pente,  ce  p 


[1  devient  un  plan  de  bout  (i37). 
En  utilisant  cette    remar- 
que, considérons  par  exemple 
le  système  de  deux  plans  de 
projection  défini,   d'une  part 
par  le  plan  horizontal  de  cote 
3,  et  d'autre  part  par  le  plan 
vertical  ayant  pour  trace  hori- 
zontale la  parallèle  ooy  menée 
à  P  par  le  point  m.  La  trace 
verticale  du  plan  donné  s'ob- 
tient aisément    en   joignant 
les  traces  verticales    =   et    b' 
des  horizontales  de  cotes  a  et 
3  de  ce  pian  {W  =  i  unité 
de    l'échelle)  ;  de    même,  la 
projection    verticale    m'    du 
point  donné  m(5,6)  est  le  point  m'  obtenu  en  portant  sur  la  perpendi- 
culaire élevée  en  m  à  aiy,  du  même  côté  que  b',  une  longueur  mm' 
égale  à  5,6  —  a  =  3  unités  6  dixièmes  de  l'échelle  du  dessin . 

On  est  alors  ramené  à  chercher  la  distance  du  point  (m,  m')  au 
plan  de  bout  aab'  ;  or  on  sait  (199,  a°)  que  cetle  distance  est  égale  à 


Édielle 
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la  distance  m'n'  de  la  projection  vcrUcalc  du  point  à  la  trace  verticale 
ah'  du  plan.. 

Remarque.  —  Rappelons  en  passant  que  la  perpendiculaire  abaissée 
du  point  m(5,6)  sur  le  plan  P  a  sa  projection  horizontale  mn  con- 
fondue avec  xy  et  qu'elle  est  définie  par  Je  point  donné  m{5,G)  et  par 
son  pied,  le  point  N  dont  la  projeciion  est  n  et  la  eole    3+n«'. 

202.  Problème.  —  Déterminer  ta  dklance  da  point  m(3,  7)  au  plan 
défini  par  les  deux  droites  concoaranles  0(6)  0(3)  ei  0(6)  b(ï)  (fig.  a35). 


Comme  dans  le  problèm 


:  précédent,  on  rend  le  plan  donné  de 
bout  eo  prenant  par  exemple 
comme  plan  vertical  auxiliaire 
3:y.  celui  dont  la  trace  horizon- 
tale est  la  peipendiculaire  atiaîssée 
de  m  sur  l'horfzontale  a(î)  i>(a)  du 
plan.  En  supposant  encore  qu'on 
prenne  comme  plan  horizontal 
de  projection  celui  dont  la  cote 
est  2,  on  aura  la  trace  verticale 
du  plan  donné  en  joignant  le 
point  a  où  ab  reiicontre  xy  à  la 
projection  verticale  0'  du  point 
0(6)  (uio'  =  a  unités  de  l'éclielle)  ;. 
de  même,  la  projection  verticale 
du  point  m(3,7)  est  le  point  nv 
obtenu  en  portant  sur  la  perpen- 
,  diculaire  élevée  en    m  à    a;j  1* 

0       1,2       3  longueur  mm'  égale  à  3,-j  —  a  =:  i 

unité  7  dixièmes  de  Téchelle. 
fig-  S35  Comme  dans  le  problème  pré- 

cédent, la  distance  du  point  m{3,'j)  au  plan  donné  est  alors  donnée 
par  le  segment  m'n'  mesurant  la  distance  du  point  m'  à  la  trace  verti- 
cale oo'du  plan. 

REMiRQOE.  —  La  perpendiculaire  abaissée  du  point  m(3,7)  sur  le 
plan  est  encore  ici  la  droite  projetée  suivant  xi/,  définie  par  le  point 
111(3,7)  «t  P"  ^^"^  P'^"*'  1^  P*^'"*  ^    ^"^^^  '^  projection  est   n   et  la 
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Distance  d'un  point  A  uns  droite. 

203.  Méthode.  —  Pour  ob'.enir  la  distance  d'un  point  M  à  »/ie  droite 
AB,  on  cherche  la  distance  da  point  M  au  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  ce  point  sur  la  droite  AB. 

Wl.  Cas  où  la  droite  est  perp^.ndiculHire  à  l'un  des  plans 
de  projeclion,  —  Soit,  par  exemple,  à  chercher  la  distance  du  point 
(m,  m')  à  la  verticale  {o,  a'b')  {fig.  286). 
La  perpendiculaire  abaissée  du  point 
(m,  m'}  aur  cette  verticale  est  l'horizontale 
{mn,  m'n'),  dont  la  projection  horizontale 
est  confondue  avec  la  droite  mo  joignant  le 
point  m  à  la  trace  horizontale  0  de  la  ver- 
ticale donnée  ;  le  pied  de  celle  perpendi- 
culaire est  le  point  (n.  n'}  {n  confondu 
avec  o),  de  sorte  que  la  distance  cherchée 
^  est  mesurée  par  le  segment  mn  (ou    mo) 

(.9.). 

On  en  conclut  donc  que  : 

La  distance  d'un  point  donné  à  une  verticale  donnée  est  égale  à  la  dis- 
tance de  la  projection  horizontale  da  point  à  la  trace  horizontale  de  cette 
verticale. 
Cette  conclusion  est  d'ailleurs  valable  pour  la  géométrie  cotée  ;  ainsi 
la   dislance   du   point   "1(4.9)    à  la   verticale    o 
■-— — ^_____^  {Jîg.  387)  est  mesurée  par  le  segment    mo. 

m[4,9l       11  est  évident,  par  analogie,  que  : 

La  distance  d'an  point  donné  à  une  droite  de 
bout  est  égale  à  la  distance  de  la  projection  verticale  da  point  à  la  trace 
verticale  de  la  droite. 


SUS.  Cas  oti  la  droite  est  parallèle  â  l'im  des  plans  de  pro- 
jection, —  Avant  de  traiter  ce  cas  particulier,  noua  rappellerons  qu'un 
angle  droit  dont  un  côté  au  moins  est  parallèle  à  l'un  des  plans  de 
projection  se  projette  sur  ce  plan  suivant  un  angle  droit. 
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1°  Déterminer  la  dislance  d'un  point  donné  à  une  horizontale  ou  à 
une  droite  de  fioni  donnée  (deux  plans  de  projection). 

L  —  Soit  pai  exemple  (fig.  ï38),  à  déterminer  la  distance  du  point 
{m,m')  à  l'iiorizontale  [ab  a'b')  ;  la  perpendiculaire  abaissée  du  point 
sur  la  droite  est  pro]clée  horizontalement  suivant  la  perpendiculaire 
mn  abaissée  de  m  sm  ai'(i7à,  Cas  part.);  le  point  n  où  iniiienconlieod 
est  la  projection  honzonlaie  du  pied  de  cette  perpendiculaire  et  sa  pro- 


Fig.  339 

jection  verticale  w' s'obtient  en  rappelant  n  sur  a'&'.  D  reste  maintenant 
à  chercher  la  dislance  des  points  (m,  m'),  (n,  n')  ;  pour  cela  on  rabat  le 
pian  vertical  nm  sur  le  plan  horizontal  passant  par  [ab,  a'b')  ;  le  point 
(n,  n')  étant  dans  ce  plan  horizontal  ne  bouge  pas,  et  le  point  (m,  m') 
se  rabat  en  mi  sur  la  perpendiculaire  élevée  en  m  h  mn  à  une  distance 
mmi  de  celte  droite  égale  à  ji'in'.  La  distance  demandée  est  alors 
mesurée  par  le  segment  nmu 

II.  —  On  procède  d'une  manière  analogue  pour  déterminer  la  dis- 
tance du  point  (m,  m')  àia  frontale  {ab,  a'b')  (173,  Cas  part. )(JÎ3.  aS^). 
La  perpendiculaire  (mn,  m'n')  abaissée  du  point  (m,  m')  sur  la  droite 
est  projetée  verticalement  suivant  la  perpendiculaire  abaissée  de  m' sur 
a'b',  et  l'on  a  immédiatement  le  pied  [n,  n')  de  celte  perpendiculaire.  La 
distance  des  deux  points  (m,  m')  et  {n,  n')  s'obtient  ensuite  en  rabattant 
le  plan  vertical  mn  sur  le  plan  horizontal  passant  par  le  point  (n,  n')  ; 
dans  ce  rabattement,  (n,  n')  ne  bouge  pas,  et  le  point  (m,  m')  se  rabat 
en  jTi!  sur  la  perpendiculaire  élevée  en  m' è  m'n',  àunedistancede  cette 
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droite  égale  à  ii'v,  différence  des  cotes  des  pointa  (m,  m')  et  (n,  n').  La 
distance  demandée  est  alors  mesurée  par  le  segment  nmi. 

■t"  Déterminer  la  distance  d'un  point  donné  à  une  horizontale  dannée 
{Géométrie  colée). 

Soit,  par  exemple  ifig.  î4o),  à  déterminer  la  distance  du  point 
m(i,3)  à   l'homontale  a6(i,6j.    La 
"*'  perpendiculaire  abaissée  du    point 

^^  '^^  donné  M  sur  l'horizonlale  donnée 

AB  est  la  droite  i?i(d,3)iin,61  dont  la 
projection  liorizontale  est  la  perpen- 
diculaire abaissée  de  m  sur  ab  et  dont 
le  pied  est  projeté  en  n  au  point  de 
rencontre  de   mn  et  de  ab  (79,  1°). 
Pour    obtenir     la     distance    des 
,_^^^^__^_______^  points  m|ii,3)  et  n|i,6),  il  sufttt  de 

m  s   0        1        s       3  rabattre  le  plan  vertical  mn  sur  le 

"^  '  plan   horizontal  de  cote  i,G  conte- 

nant l'horizontale  AB. 
Le  point  N  étant  dans  ce  plan,  ne  bouge  pas;  quant  au  point  M, 
après  le  rabattement  il  est  projeté  au  point  m',  obtenu  en  portant  sur 
la  parallèle  menée  par  m  à  ab  une  longueur  mm'  égale  à  4,3  —  1,6  = 
a  unités  7  dixièmes  de  l'échelle.  La  distance  demandée  est  alors 
mesurée  par  le  segment  nm' . 

206.  Cas  général.  —  Méthode.  Poar  trouver  la  distance  d'an  point 
M  à  ane  droite  AB  qai  n'est  ni  parallèle  ni  perpendiculaire  à  l'an  des 
plans  de  projection,  il  suffit  de  rabattre  d'abord  sur  un  plan  horizon- 
tal le  plan  MAB  déterminé  par  la  droite  et  te  point  donnés;  la  distance 
cherchée  est  alors  égale  (igS)  à  celle  de  ta  nouvelle  projeelion  horizon- 
tale da  point  à  ta  nouvelle  projection  horizontale  de  ta  droite. 

1'  Le  point  et  la  droite  sont  déjîriis  par  leurs  projections  liorUontales 
et  verticales. 

Soit  a  déterminer  la  distance  du  point  (m,  m')  à  la  droite  [ab,  a'b') 
f^fig.  lii).  Construisons  d'abord  i'hoi-izontale  (mft,  m'h')  du  plan 
déterminé  par  la  droite  et  le  point  donnés,  puis  rabattons  ce  dernier 
plan  sur  le  plan  horizontal  m'h'.  Les  points  (m,  m')  et  [h,  ft')>  étant  sur 
ia  charnière,  ne  bougent  pas  pendant  le  rabattement.  Pour  obtenir  le 


y  Google 


DISTANCE   U  UN    POINT   A    UNE   DROITE  i8à 

rabattement  delà  droite  {ab,  a'V),  il  suffit  alorsde  rabattre  on  seul  de 
ses  points,  (a,  a']  par  exemple  ;  pour  cela,  construisons  le  triangle  de 
rabattement  aiai  de  ce 
point  en  abaissant  la  per- 
pendiculaire ai  SUT  mh 
et  en  portant  sur  ia  paral- 
lèle à  mh  menée  par  le 
point  a  la  distance 
aoa  =  a'a'i  ;  cela  fait,  en 
portant  sur  aa  la  longueur 
ïOi  égale  à  l'hypoténuse 
imt  de  ce  triangle  nous 
avons  la  projection  hori- 
zontale «1  du  rabattement 
du  point  (a,  a').  La  droite 
{ab.  a'b"]  est  alors  rabattue 
suivant  Oi/i  et  la  distance 
nifti    du   point    m   à  cette 


o,'^,.^ 

sn>^ 

.^^^ 

X^' 

^' 

V 

r-;T\ 

_-f' 

"■i.;- 


droite  est  la  distance  demandée 

Remarque.  —  mn,\  est  aussi  la  projection  liorizontale,  après  le 
rabattement,  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  (m,  ni)  sur  la 
droite  {ab,  a'b'),  en  l'élevant  le  point  ni  en  |n,  n'],  on  a  immédia- 
tement les  projections   mn  et   m'n'    de  cette  peipendiculaire. 


par  leurs  projecHam 
cotées. 


hnrizantales 


Soit  à  déterminer,  par  exem- 
ple, la  distance  du  point  m(3)  à  la 
droite  AB  dont  on  donne  la  pro- 
jection horizontale  graduée  tfig. 
24.2).  Menons  encore  l'horizontale 
m(3)o(3)  du  pian  MAIÎ  et  rabat- 
tons ce  plan  sur  le  plan  horizon- 
tal de  cote  3;  les  points  A  et  M, 

^ "J ^       ^  étantsurlacharnière,  nebougent 

ÉeheUe  pas    pendant     le    rabattement, 

P'fi-  2^-  Pour  obtenir  le  rabattement  de 

la  droite    AB,    il  suffit  alors  de  rabattre  un    seul  de   ses  points, 

b{5)    par  exemple  :    pour  cela,  construisons  le  triangle  de  rabat- 
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tement  ft^&a  de  ce  point  en  abaissant  la  perpendiculaire  6?  sur 
am  et  en  portant  sur  la  parallèle  menée  ù  am  par  lo  point  b  la 
longueur  &()s  égale  à  5  —  3  =  2  unités  de  l'échelle  du  dessin  ;  cela 
fait,  en  porlant  sur  bp  la  longueur  p6i  égale  à  l'hypoténuse  ?6a  de 
ce  triangle,  on  a  en  5i  la  projection  horizontale  du  point  6(5)  après 
le  rabattement.  La  droite  a&i  est  alors  la  projection  horizontale  de  la 
droite  AB  rahattue  et  la  distance  mni  du  point  m  à  cette  droit*  ahi 
est  la  distance  demandée. 

Remarque.  —  En  relevant  te  point  ni  en  n  sur  ab,  on  a  en  mn 
la  projection  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  M  sur  AR;  on 
obtiendrait  la  graduation  de  celte  perpendiculaire  au  moyen  des  hori- 
zontales du  plan  MAB. 


A  UKF,  DROITE. —  Pour  déterminer  la 
distance  d'un  point  M  à  une  droite 
AB,  on  peut  encore  mener  du 
point  M  le  plan  P  perpendiculaire 
à  la  droite  {Jîg.  ai3]  et  déterminer  le 
point  I  où  ce  plan  rencontre  la 
droite  (76  et  173). 

On  est  alors  ramené  à  chercher  la 
d3SlancedespointsMetI{ig5et  196). 


1°  Deux  plans  de  projection. 


1 .  Trouver  la  dislance  des  deux  traces  d'une  droite  donnée. 

2 .  Mener  par  un  point  une  droite  de  longueur  donnée  s'appuyant  : 
i"  sur  une  horizontale  donnée  ;  3°  sur  une  droite  de  front  donnée  ;. 
i"  sur  une  droite  quelconque. 

3.  Déterminer  la  distance  de  deux  plans  parallèles. 
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Q .  Trouver  sur  une  droite  donnée  un  point  qui  soit  à  une  distance- 
donnée  d'un  plan  déEni  par  ses  traces. 

6.  Déterminer  la  distance  de  deux  droites  parallèles  données, 

1  point  donné  à  une   droite   de  profil 


8.  Dans  un  plan  on  donne  deux  points.  Mener  dans  le  plan,  par 
ces  points,  deux  paraUèles  situées  à  une  distance  donnée  l'une  de 
l'autre. 

9.  On  donne  deux  droites;  en  construire  une  troisième,  paralièlc 
à  la  première,  rencontrant  la  deuxième,  et  telle  que  le  segment  com- 
pris entre  les  deux  plans  de  projection  ait  une  longueur  donnée. 

10.  Mener  une  droite  de  direction  donnée  s'appuyant  sur  une 
droite  donnée,  de  façon  que  !e  segment  compris  entre  la  droite  D  et 
un  plan  donné  P  ait  une  longueur  donnée. 

!1.  On  donne  trois  plans  P,  Q,  R  parleurs  traces.  Mener  une  droite 
parallèle  à  une  direction  donnée  rencontrant  les  trois  pians  respec- 
tivement aux  points  A,  B,  C  de  manière  que  A.B  et  BG  aient  des- 
longueurs  données. 

(Navale.) 

12.  On  donne  dans  le  plan  horizontal  deux  droites  parallèles.  Ce 
sont  les  traces  de  deux  plans  parallèles  dont  on  donne  en  outre  la. 
distance.  Déterminer  ces  plans. 


2°  Géométrie  cotée. 

13.  Étant  donnés  un  point  par  sa  projection  cotée  et  la  projection 
d'un  deuxième  point,  trouver  la  cote  do  ce  deuxième  point,  sachant 
qu'il  est  à  une  distance  donnée  du  premier. 

!4.  Meûer  par  un  point  défini  par  sa  projection  cotée  une  droite 
de  longueur  donnée  s'appuyant  sur  une  horizontale  donnée . 

15.  Étant  donnés  un  plan  P  défini  par  une  échelle  de  pente  et  la 
projection  d'un  point'  situé  à  une  distance  donnée  du  plan  P,  déter- 
miner ia  cote  de  ce  point. 

16.  Étant  donnés  deux  plans  parallèles  définis  par  leurs  échelles 
de  pente,  déterminer  la  distance  de  ces  deux  plans. 
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18,  Déterminer  sur  une  droite  définie  par  sa  projection  graduée 
«n  point  situé  à  une  distance  donnée  d'un  plan  défini  par  une 
échelle  de  pente. 

e  deux  droites  parallèles  données  par 

lie  et  sa  dis- 
iSt-Cyr.) 
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CHAPITKE  III 
APPLICATIONS  DES  RABATTEMENTS  imité). 


DETERMINATION  DES  ANGLES. 


Angles  de  deux  droites. 

208.  Déllnillona.  —  Deux  droites  indéfinies  coneouranles  forment 
quatre  angles,  deux  à  deux  égaux  et  deux  à  deux  supplémentaires  ;  il 
en  résulte  que  deus  de  ces  angles  sont  aigus  et  les  deux  autres  obtus, 
à  moins  que  !es  droites  ne  soient  perpendiculaires  entre  elles,  auquel 
cas  les  quatre  angles  qu'elles  forment  sont  droits. 

209.  Étant  données  deux  droites  qaeloonqaes  dans  l'espace,  on 
appeUe  angles  de  ces  deux  droites  les  angles  formés  par  les  parallèles 
menées  à  ces  droites  par  un  point  quelconque. 

En  particulier,  deux  droites  de  l'espace  sont  dites  perpendiculaires 
si  les  parallèles  menées  h  ces  droites  par  un  point  quelconque  de  l'es- 
pace forment  quatre  angles  droits. 

210.  La  définition  précédente  ramenant  la  détermination  des 
angles  formés  par  deus  droites  à  celle  des  angles  de  deux  droites  con- 
courantes, nous  nous  bornerons  à  résoudre  ce  dernier  problème. 

2!1.  Méttiode  générale  pouf  déterminer  les  aDgles  formés  par 
deux  d[-oite8  concourantes.  —  On  sait  que  si  deux  droites  concou- 
rantes OA.  et  OB  sont  parallèles  à  un  plan  P  {^3.  344).  elles  sont 
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respecliv 


inl  parallèles 


leurs  projections  oa  et  06  sur  ce  plan  ; 
par  suite,  leurs  angles  sont  égaux  à 
ceux  que  forment  leurs  projections 
sur  le  plan  P. 

Il  résulte  immédiatement  de 
cette  remarque  que  les  angles  de 
deux  korizonlales  quelconques  {con- 
eonranlts  ou  non)  sont  mesarés  par 
les  angles  formés  par  leurs  projec- 
tions horizontales  ; ,  de,  même,  les  an- 
gles de  deux  droite^  de  front  sonL  mesu- 
rés [ar  les  angles  formés  par  leurs 
projections  verticales. 

Si  les  deux  droites  eoncoarantes  données  ne  sont  pas  parallèles  à  an 
même  plan  de  projection,  on  rabat  le  plan  de  ces  deux  droites  sur  an 
plan  horizontal  ;  après  le  rabattement,  tes  angles  de  ces  deux  droites 
sont  projetés  horizontalement  en  vraie  grandeur. 

312.  Problème.  —  Déterminer  les  angles  formés  par  deux  droites 
concourantes  données  par  leurs  projections  horizontales  et  verticales. 
Soient  (00,  o'a')et{ob,  o'6']lesdroitesdonnëes(j|Î3.  a^S).  Rabattons  le 
plandeces  deux  droiles  sur  le  plan 
horizontal  H'  ;  les  points  la,  a'), 
(b,  b')  où  les  droites  données  ren- 
contrent tf  ne  bougent  pas  pen- 
dant le  rabattement,  de  sorte 
qu'il  suffit  de  déterminer  le 
rabattement  d'un  auti-e  point  de 
chacune  de  ces  droites,  par  exem- 
ple le  rabattement  Oi  de  leur 
point  de  rencontre  (o,  o'j.  Rappe- 
lons d'ailleurs  qu'en  vertu  de  la 
règle  du  triangle  rectangle(i  76),  le 
point  Oi  s'obtient  en  menant  par 
le  point  0,  d'une  part  la  per- 
p.  pendiculaire  oo,  d'autre  part  la 

parallèle  ooa  à  la  projection  hori- 
zontale ab  de  la  charnière,  en  portant  ensuite  sur  la  dernière  de  ces 
droites  la  longueur  002  égale  à  la  distance  o'm  du  point  {0,  0')  au  plan 
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horizontal  H',  et  en  reportant  enfin  sur  Ou  la  longueur  ^o,  égale  à 
l'hypoténuse  uOi  du  triangle  reclangle  (0902. 

Le  point  o,  étant  ainsi  obtenu,  on  a  en  oia  et  û|!i  les  projections 
horizontales  des  droites  données  après  le  rabattement  ;  par  suite, 
l'angle  aoib  et  son  supplément  mesurent  les  angles  de  ces  di^oitea 
dans  l'espace. 

Nous  avons  construii  le  raballement  oic  de  la  biaaectrice  d'an  des 
angles  formés  par  les  deux  droites  et  nous  avons  relevé  cette  bissec- 


213.  Cas  particulier. 
pendicalaire  à  l'an  des  ph 


Le  plan  des  deux  droites  données  est  per- 
de projeclion. 

Supposons,  par  exemple  (ftg.  3^6), 
queles  deus;  droites  données  (oa.o'a'), 
[ob,   o'h')  aient    même   projection 
,       horizontale  ab;  elles  sont  alors  con- 
—     tenues  l'une  et  l'autre  dans  le  plan 
vertical  ab.  On  rabat,  comme  plus 
haut,  ce  plan  vertical  sur  un  plan 
horizontal  quelconque  H';  les  pointa 
(a,  a')  et  (b,  b')  où  les  droites  don- 
nées rencontrent  H'  ne  bougent  pas 
pendant  le  rabattement  et  il  suffit 
encore  de    rabattre   leur  point  de 
j,j     j^g  rencontre  (o,  0')  ;  pour  cela,  on  porte 

sur  la  perpendiculaire  élevée  en  0  à 
ah  la  longueur  oo,  égale  à  la  distance  o'un  du  point  (o,  o')  au  plan  hori- 
zontal ir.  Les  droites  donnée:^  sont  alors,  après  le  rabattement,  pro- 
jetées horizontalement  en  Oia  et  0|6,  et  leurs  angles  sont  mesurés  par 
l'angle  aojh  et  son  supplément. 

Nous  avons  construit  le  rabattement  oic  de  la  bissectrice  de  l'un  de 
c.es  angles  et  relevé  cette  bissectrice  en  (oe,  o'c'). 

On  procéderait  d'une  manière  analogues!  les  droites  données  avaient 
même  projection  verticale,  c'est-à-dire  si  elles  étaient  contenues  dans 
un  plan  de  bout. 


214.  Problème.  —  Délerminer  tes  angles  for  1 
o{i)la!i)  et  o{\)  &[4)  définies  par  leurs  projection 


es  par  deux  droites 
cotées  {fig-  2-'i7). 
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plan  OAB  des  deux,  droites  données  sur  le  plan  hori- 
zontal de  cote  4  par  exemple  ; 
la  charnière  est  l'horizontale 
0(4)  b(i)  du  pian  OAB  el  les 
points  a(i)  et  b{i)  où  les 
droites  données  rencontrent 
cette  charnière  ne  bougent 
pas  pendant  le  rabattement. 
En  déterminant  alors  la  pro- 
/  jection  Oi  du  rabattement  du 

point  o'i)  où  se  coupent  les 
deux  droites,  on  a,  en  Oia  et 
oib,  les  projections  des  rabat- 
tements de  ces  deux  droites  ; 
3  leurs  angles  sont  alors  mesu- 

rés par  l'angle  aoiii  et  son 
supplément. 

os  l'épure  la  bissectrice  otc  de  l'angle  aoib; 
o(i)  c(âl.  nous  avons  obtenu  la  projection 

m  des  angles  formés  par  lesdroites  données. 

215,  Cas  particulier,  —  Les  deux  droites  données  oni  même  pro- 
jection horizontale. 
Soit  à  déterminer  l'angle  des  deus  droites  a(o)  6(4)  et  c(i)  d{a)  qui 
ont  même  projection  hori- 

A 


lontalef/l^.  a48|.  Ces  deux 
droites  sont  alors  conte- 
nues dans  le  même  plan 
vertical  ab.  Rabattons  ce 
plan  vertical  sur  le  plan  de 
comparaison  ;  le  point  a(o) 
ne  bouge  pas  et  les  points 
b(4).  c(il.  d{ï)  se  rabattent 
respectivement  en  6i,  Ci, 
di,  à  des  distances  de  la 
charnière  ab  mesurées  par 
leurs  cotes.  Les  angles  for- 
més par  les  droites  don- 
nées sont  alors  ceux  que  forment  leurs  rabattements  abi  et  cidi. 


t-ig.  11,1. 

Nous  avons  construit  d; 
en  relevant  cette  droite  ei 
cotée  de  la  bissectrice  del' 


FJB,  248 
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Remarque. —  Le  point  0|.  où  se  rencontrent  abi  et  Cirf],  est  le 
rabattement  du  point  commun  aux  deux  droites  données  ;  sa  pro- 
jection horizontale  o  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  ababsée  de  oi 
sur  ab  et  sa  cote  est  le  nombre  qui  mesure  à  l'éclielle  du  dessin  la 
longueur  ooi. 

Nous  avons  construit  la  bissectrice  o,e  de  l'angle  aoici,  de  sorte 
que  la  droite  définie  par  le  point  e(o)  et  le  point  de  rencontre  0  des 
deux  droites  données  est  la  bissectrice  de  l'un  des  angles  formés  par 


Angles  de  deux  plans. 

21(J.  Déniiitions.  —  Rappelons  qu'on  appelle  angle  pian  ou  recti- 
%ne  d'un  angle  dièdre  PABQ  {JÎ3.  2ji9)ranglerectiligne  COD  obtenu 
en  coupant  les  deux  faces  du  dièdre  par  un  plan  perpendiculaire  à 


>^ 

^^.. 

Jt 

p---^ 

\ 

'^ 

^Nj> 

p 

-— "^ 

\ 

Le  bissecteur  de  ce  dièdre  est  le  demi-plan  défini  par  l'arête  AU  et 
la  bissectrice  OE  du  rectiligiie  COD. 

217.  Deux  plans  indéfinis  PP',  QQ'  qui  se  coupent  suivant  une 
droite  AB  iflg.  aSo)  déterminent  quatre  dièdres  ;  un  troisième  plan 
R  perpendiculaire  à  AB  coupe  les  deux  plans  donnés  suivant  deux 
droites  indéfinies   concourantes    COC    et    DOD'    formant    quatre 
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angles  plans  qui  sont  respectivement  les  rectîligncs 


21  S.  Mëlhode  générale  pour  déterminer  les  angles  lormés  par 
deux  plans-  —  Il  résulte  do  ce  qui  précède  que  la  détermination 
des  angles  formés  par  deux  plans  P  et  Q  comporte  la  résolution  de 
qaalre  problèmes  distincts  : 

1°  Détermination  de  l'inierseclioii  des  deux  plans  P  e(  Q  ; 

a"  Constractian  d'an  plan  R  perpendiealaire  à  celte  intersection; 

3°  Détermination  des  dea^  droites  d'intersection  D  et  D'  de  ce  plan 
Ravee  les  plans  P  ef  Q; 

io  Détermination  des  angles  formés  par  les  dea^a  droites  D  et  D'. 

Noua  aUons  faire  l'application  de  cette  vnétliode  générale  à  quelques 
exemples. 

219.  Problème.  —  Déterminer  les  angles  formés  par  deux  plans 
liéjinis  par  leurs  iraees.ninsi  que  tes  bissecteurs  des  dièdres  formés  par 
ces  plans  (deux  plans  de  projection). 

Soient  PoQ,  PipQi  les  deux  plans  donnés  {Jig.  sSi).  Leur  intersec- 
tion est  (ad,  a'b').  Construisons  le  plan  perpendiculaire  à  cette  droite, 
passant  par  lepoint  (o,  o')  cholslarbitrairement  sur  ladite  droite  (17a). 

En  menant  oV  perpendiculaire  k  a'b'  et  oc  parallèle  à  xy,  on  a 
d'abord  une  frontale  (oc.  o'c')  de  ce  plan.  Sa  trace  horizontale  est  la 
perpendiculaire  à  ab  menée  par  la  trace  horizontale  c  de  la  frontale 
ainsi  obtenue  ;  elle  rencontre  les  traces  horizontales  des  plans  donnés 
respectivement  en  d  et  e.  Par  suite,  l'intersection  du  plan  que  nous 
venons  de  construire  et  du  plan  PoQ  est  la  droite  joignant  le  point 
(0,  o')  au  point  d  du  plan  horizontal  ;  de  même,  son  intersection  avec 
le  plan  PiiQ,  est  la  droite  joignant  (0,  0')  au  point  e  du  plan  hori- 
zontal . 

Il  nous  reste  alors  à  chercher  les  angles  formés  par  ces  droites  dont 
nous  n'avons  pastvacélesprojections  sur  l'épure,  parce  qu'elles  ne  nous 
seraient  d'aucune  utilité.  En  effet,  en  rabattant  le  plan  autour  de  sa 
trace  horizontale  de,  on  remarquera  que  les  points  det  e  qui  appar- 
tiennent à  la  charnière  ne  bougent  pas  ;  le  point  (o,  0']  se  rabat  en 
0|  sur  ab  et  à  une  distance  ioi  de  de  égale  à  l'hypoténuse  ioï  du 
triangle  rectangle  iooî  dont  les  c6tés  sont  respectivement  égaux  aux 
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Les  deux  droites  sont  alors  rabattues  suivant  oirf  et  o^e  et  l'angle 
dûifi  et  son  supplément  mesurent  les  dièdres  formés  par  les  plans 
donnés. 

Nous  avons  tracé  dans  l'épure  la  bissectrice  Oi/ de  l'angle  doie;  cette 
bissectrice  rencontrant  la  charnière  du  rabattement  en  /  se  relève  en 
{of,  o'f).  Les  deux  droites  (ob,  a'b')  et  {of,  o'f)  déterminent  alors  l'un 
des  plans  bissecteurs  des  dièdres  formés  par  les  deux  plans  ;  nous 
avons  Sguré  les  traces  yR  et  TS  de  ce  plan  bissecteur.  L'autre  plan 
bissecteur  se  détermine  de  la  même  manière  au  moyen  de  la  bissec- 
trice de  l'angle  supplémentaire  de  eoid' 

220.  Cas  particuliers.  —  i"  Les  deux  plans  sorti  perpendiculaires 
an  même  plan  de  projeclion.  —  Soit,  par  exemple,  à  déterminer  les 
angles  des  deux  plans  de  bout  PaQ  et  Pi=iQi  iflg-  a5a);  le  plan 
vertical  étant  perpendiculaire  à  la  fois  aux  deux  plans,  est  perpendicu- 

CiioLLH.T  etMineub,  I.  13 
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latre  à  leur  intersection  et  coupe  cliacun.  d'eux  suivant  sa  trace  verti- 
cale; il  en  résulte  que  les  an- 
gles dièdres  Jormés  par  tes  deax 
plans  de  bout  sont  mesurés 
par  les  angles  reetilignes  for- 
mésparlears  traces  verticales. 
Quant  aux  plans  bissecteurs 
des  dièdres  formés  par  ces 
deux  plans,  ce  sont  les  plans 
de  Lout  dont  les  traces  sont 
les  bissectrices  des  angles  for- 
mes par  les  traces  verticales 
des  deux  premiers.  Nous 
avons  figuré  l'un  de  ces  plans 
bissecteurs,  R-fS. 
On  verrait  de  la  même  manière  que  les  anyles  dièdres  de  deax  plans 

verticaux  sont  mesurés  par  les  reetilignes  formés  par  leurs  traces  horir 

zontales. 


"  Deux  traces  de  n 


)ï  des  deux  plans  sont  parallèles.  ■ 
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dont  les  traces  horizoïitalea  xP  et  «iPi  sont  parallèles  (^3.  253). 
Nous  savons  que  l'intersection  de  ces  deux  plans  est  une  horizontale 
parallèle  à  la  direction  commune  de  leurs  traces  horizontales  (rSa). 
Les  plans  perpendiculaires  à  cette  intersection  sont  donc  les 
plans  verticaux  perpendiculaires  à  aP  et  aiPi-  Construisons  celui  de 
ces  plans  qui  passe  par  le  point  {b,b')  où  se  rencontrent  les  traces  ver- 
ticales des  plans  donnés;  sa  trace  horizontale  ac  est  alors  la  perpen- 
diculaire abaissée  de  b  sur  aP.  Rabattons  ce  plan  vertical  as  sur  !e 
plan  horizontal;  le  point  (6,6')  se  rabat  en  &i  sur  la  peqiendlcuiaire 
élevéeen  b  k  ac,  à  unedistancedecette  droiieégaleà  66';  par  suite, 
les  droites  d'intersection  du  plan  vertical  ao  et  des  plans  donnés  sont 
rabattues  suivant  abi  et  cb,.  L'angle  abic  et  son  supplément  mesu- 
rent alors  les  dièdres  formés  par  les  plans   PaQ    et   PiaïQi. 

Menons,  par  exemple,  la  bissectrice  de  l'angle  ab,c  et  déterminons 
Je  point  d  où  elle  rencontre  ac  ;  en  menant  par  ce  point  la  paral- 
lèle Ry  à  Po,  puis  en  joignant  le  point  y  où  cette  parallèle  ren- 
contre oiy  au  point  b',  on  a  les  traces  yR  et  f  S  de  l'un  des  plans  bis- 
secteurs des  dièdres  formés  parles  deux  plans;  l'autre  plan  bissecteur 
se  détermine  de  même  au  moyen  de  la  bissectrice  de  l'angle  supplé- 
mentaire de  abiC 


3"  Les  deiii»  plai 


sont  parallèles  à  la  ligne  de  terre. 
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.  Pour  cela,  rabattons  sur  le  plai 


Soit  (fig.  250 
er  les  angles 
des  deux  plans  (Pa,Qp), 
(Pi=fi,Qipi)  parallèles  à  xy. 
L'intersection  de  ces  deux 
plans  étant  une  parallèle 
à  ajy,  les  plans  perpendi- 
culaires à  cette  intersec- 
tion sont  des  plans  de 
profil.  Soit  donc  HyS  un 
plande  profil  quelconque; 
il  coupe  les  plans  donnés 
suivant  deux  droites  de 
profil  ayant  pour  traces, 
la  première  a  et  b',  la 
seconde  c  et  d'  ;  il  faut 
maintenant  déterminer  les 
angles  formés  par  ces 
horizontal  le  plan  de  profil 
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R^S  qui  les  contient  (i85,  a°);  les  deux  droites  sont  rabattues  res- 
pectivement en  ab,  et  en  cd,;  leur  point  de  rencontre  est  rabattu  en  0(. 
Les  angles  cherchés  sont  alors  aoïc  et  son  supplément  aoid. 

Labissectrice  e/i  del'angle  aojc  rencontre  Ry  en  e  et  xy  aupoint 
fi  qui  se  relève  en  /'  ;  il  s'ensuit  immédiatement  que  l'un  des  plans 
bissecleurs  des  dièdres  formés  par  les  deux  plans  est  le  plan  dont  les 
traces  sont  les  parallèles  eV  et  /'V  menées  à  xy  par  les  points  e  et 
f;  l'autre  plan  bissecteur  se  détermine  de  la  même  manière  au  moyen 
e  l'angle  aoidi. 


ââl.  Angles  d'un  plEin  avec  les  plans  de  projection.  —  Ce  pro- 
blème se  résout  en  appliquant  encore  la  méthode  générale  exposée 


"  Ainsi,  soit  à  déterminer  les  angles  formés  par  le  plan  PaQ  avec 
le  plan  horizontal  (fiff.  255). 
Le  plan  horizontal  et  le  plan 
donné  se  coupent  suivant  la 
droite  aP;  tout  plan  perpen- 
diculaire à  cette  intersection 
est  donc  un  plan  vertical  dont 
ia  trace  horizontale  est  per- 
pendiculaire à  sP.  Soit  ab  un 
tel  plan,  il  coupe  le  plan 
horizontal  suivant  la  droite 
{ab.  ccy)  et  le  plan  donné  sui- 
vant la  droite  (ab,  a'b')  ;  il 
faut  maintenant  déterminer 
les  angles  de  ces  deux  droites. 
Pour  cela,  on  rahat  le  plan  vertical  ab  sur  le  plan  horizontal  ;  la  pre- 
mière droite  (ab,  xy)  étant  la  charnière  du  rabattement  ne  bouge 
pas;  quant  à  la  seconde  (ob,  a'6'),  elle  se  rahat  en  ab,  (i85,  !');les 
dièdres  formés  par  le  plan  horizontal  et  le  plan  PoQ  sont  alors  mesurés 
par  l'angle  babi  et  son  supplément, 

La  bissectrice  aei  de  l'angle  babi  rencontre  b6i  au  point  ci,  qui 
se  relève  en  (c,  c');  cette  bissectrice  se  relève  donc  suivant  (ac,  a'c')  et 
détermine  avec  aP  l'un  des  plans  bissecteurs  des  dièdres  formés  par 
le  plan  donné  et  le  plan  horizontal;  les  traces  de  ce  plan  sont  d'ail- 
leurs aP  et  ac'.  On  aurait  l'autre  plan  bissecteur  de  la  même  îr 
au  moyen  de  ia  bissectrice  de  l'angle  supplémentaire  de 
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2°  Pour  détecrainci'  les  angles 


aplar 
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L  PkQ  avec  le  plan  vertical  de 
projection  (fig.  356),  on 
procède  d'une  manière 
analogue  en  utilisant  un 
plan  de  bout  tel  que  a'b', 
perpendiculaire  à  la  trace 
verticale  du  plan  donné  ;  le 
plan  de  bout  coupe  le  plan 
vertical  suivant  {xy.  a'b') 
et  le  plan  PoQ  suivant 
{ab,  a'b')  ;  en  le  rabat- 
tant sur  le  plan  horizontal, 
les  droites  précédentes  se 
„,     „,  rabattent  en  a'bi  et  abi  et 

les  angles  cherchés  sont 
a'bia  et  son  supplément.  La  bissectrice  bic  de  l'angle  a'bia.  relevée 
en  [ba,  b'c'),  détermine  avec  aQ  l'un  des  bissecteurs  RîQ  des  dièdres 
formés  par  le  plan  donné  et  le  plan  vertical  ;  l'autre  s'obtient  de  la 
même  manière. 


3o  Si  le  plan  donné  est  déte            par  d        d  t  t 

(oo,oV)et  (ob,  o'b')  Iflg.  357),  1            II  sa  p       d  t 

miner  les  angles  de  ce  plan  av      le.  pi        d    p    j  t  t  p 

pi          mpl  q  e.  A           po 

11  ei         I  Pi 

t  I  d    p    j    t 
I  è 

1  t  I   q     1       q       H 

d        m        d    b     d  Ih  n 
f  I    (  6      6)  tl  q     11    H 

p    1     il       d  p 

1ë     1    pi  t    al       pe 

P     di     I  tf     h  t  I 

pi        I  p      1     pi        h 

l  i  II  tu  t  i 

(oc,  a'b')  et  le  pian  donné  suivant 

la    droite    (oc ,    o'c') .    On    rabat 

ensuite  ce  plan  vertical  sur  le  plan  horizontal  H'  ;  la  première  des 

droites  précédentes,  étant  la  charnière  du  rabattement,   ne   bouge 
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pas  ;  la  deuxième  se  rabat  en  Oic  (le  segment  ooi  perpendiculaire  à  oc 
étant  pris  égal  à  o'u),  de  sorte  que  les  dièdres  formés  par  le  plan 
donné  avet;  les  plans  horizontaux  sont  mesurés  par  l'angle  ocoi  et 
son  supplément. 


Remarque.  -~  il  est  aisé  de  se  rendre  compte,  dans  les  épures  pré- 
cédentes, que  l'angle  mesurant  le  dièdre  aigu  formé  par  un  plan  avec 
le  plan  horizontal  n'est  autre  que  l'angle  de  rabattement  du  plan 
donné,  lorsqu'on  amène  ce  plan  k  coïncider  avec  un  plan  horizontal. 

Par  exemple,  dans  la  figure  aS'j,  le  triangle  rectangle  oco,  est  mani- 
festement égal  au  triangle  de  rabattement  du  point  (o,  o')  lorsqu'on 
rabat  le  plan  des  deux  droites  {oa,  o'a')  et  (06,  o'b')  sur  le  plan  hori- 
zontal H'  ;  or  nous  venons  de  voir  que  l'angle  aigu  ocoi  de  ce  triangle 
est  l'un  des  angles  qui  mesurent  les  dièdres  aigus  formés  par  le  plan 
donné  avec  les  plans  horizontaux. 

Cette  remarque  confirme  d'ailleurs  celles  que  nous  avons  faites  îi 
propos  de  la  théorie  du  rabattement  (178,  Rem.  11). 


222.  Cas  particuliers.  —  1°  Angles  (f  un  plan  de  ôouf  aoec  le  plan 
horizontal.  —  Soit  à  déterminer  les  angles  du  plan  de  bout  PaQ  avec  le 
plan  horizontal  {fig.  358)  ;  le  plan  ver- 
tical de  projection  est  perpendiculaire 
à  l'intersection  aP  de  ces  deux  plans, 
il  coupe  le  premier  suivant  sa  trace 
verticale  aQ,  Je  deuxième  suivant  la 
ligne  de  terre  xy  ;  U  en  résulte 
donc  que  les  dièdres  formés  par  un 
plan  de  boat  oyec  le  plan  horizontal 
sont  mesurés  par  les  angles  formés 
par  la  traee  verticale  da  plan  de  bout 
'^'    '  donné  avec  la  ligne  de  terre. 

Quant  aux  plans  bissecteurs  de  ces  dièdres,  ce  sont  les  plans  de  bout 
PaR  et  PsiS  ayant  pour  traces  verticales  les  bissectrices  des  anglesque 
fait  aQ  avec  xy. 

a"  Angles  d'un  plan  vertical  quelconque  aveo  le  ptanvertieal  de  projec- 
tion. —  On  verrait  de  la  même  manière  que  les  dièdres  formés  par  un 
plan  vertical  quelconque  avec  le  plan  vertical  de  projection  ou  un  plan 
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de  front  quelconque  sont  mesurés  par  les  angles  que  fait  la  trace 
horizontale  du  plan  vertical  donné  avec  la  ligne  de  terre. 

223.  Problème.  —  Déterminer  les  angks  de  deux  plans  définis 
ekacim  par  une  échelle  de  pelle. 

Soient  P  el  Q  les  plans  donnés  (Jîg.  aSg)  ;  construisons  leur  inter- 
section o(a)  t(3),  et 
par  le  point  0(2) 
menons  le  plan  R 
perpendiculaire  à 
celle  inteiseciion. 
Celle  des  lignes  de 
penle  du  plan  R 
qui  passe  par  «(a)  a 
sa    projection   con- 

ttfjrffn^^ J1~"~--.J^^  fondue   avec   ab  et 

///l      /  ^Lf^"** l'on  obtient  son   in- 

tcrvalie  ad  en  con- 
struisant l'inverse  de 
l'intervalle  ab  de  la 
droite  d'intersection 
des  deux  plans  ;  cette 
ligne  de  pente  est 
donc  Ja  droite 
a(a)  d,3).  il  en  résulte  que  l'hotizontale  de  cote  3  du  plan  R  a  pour 
projection  la  perpendiculaire  def  menée  par  dhab;  cette  horizontale 
rencontre  les  horîzonlales  de  cote  3  des  plans  P  et  Q  aux  points  et3) 
et  f(3),  en  sorte  que  le  plan  R  coupe  le  plan  P  suivant  la  droite 
n(a)  e{3)  et  le  plan  Q  suivant  la  droite  «(»)  f{i).  ïl  reste  maintenant  à 
trouver  les  angles  de  ces  deux  droites  ;  pour  cela,  on  rabat  leur  plan 
R  sur  le  plan  horizontal  de  cote  3  autour  de  e(3)^3)  comme  charnlÈre. 
Puisque,  par  construction,  ac  a  pour  longueur  l'unité  de  l'échelle  du 
dessin,  le  triangle  cod  est  le  triangle  de  rabattement  du  point  «(a)  ; 
pour  obtenir  le  rabattement  ai  de  ce  point,  il  suffit  donc  de  porter 
sur  ad  la  longueur  dû]  égale  à  l'hypoténuse  de  de  ce  triangle. 

L'angle  ea^f  et  son  supplément  sont  les  angles  cherchés,  La  bissec- 
trice aiç  de  l'angle  eaïf,  par  exemple,  se  relève  en  a{2)g{3),  de  sorte 
que  le  plan  b{3)  a{i)g{î)  est  bissecteur  de  deux  des  dièdres  (opposés 
par  l'arête)  formés  par  les  plans  P  et  Q. 


Fig.  255 
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224.  Cas  particuliers,  —  i"  Les  échelles  de  pente  des  plans  P  et  Q 
sont  parallèles  (fig.  2G0).  —  Dans  ce  cas,  l'intersection  des  deux  plans 
,  est  une  horizontale  com- 

mune à  ces  plans  ;  tout 
plan  vertical  tel  que  scy. 
dont  la  trace  horizontale 
est  parallèle  aux  échelles 
de  pente  des  plans  donnés, 
est  donc  perjiendiculaire  à 
leur  intersection.  Or,  ce 
pian  coupe  le  plan  P  sui- 
vant la  droite  o(a)  b(3)  et 
le  plan  Q  suivant  la  droite 
c(a)d(3).  Pour  construire 
les  angles  formés  par  ces 
deux  droites,  rabaltons  le 
plan  vertical  xy  sur  le 
pian  horizon! al  de  cote  a 
par  exemple  ;  la  droite 
o(a)  6{3)  est  rahattue  en 
abu  la  droite  i;(2)  d(3)  est  rabattue  en  edt  étrangle  ao\o  et  son 
supplément  sont  les  angles  plans  des  cUèdres  formés  par  les  deux  plans. 
Construisons  la  bissectrice  Oie  de  l'angle  aoïc,  qui  rencontre  a^  en 
e  et  bidi  en  /,  ;  celte  bissectrice  se  relevant  en  e(a)  /(3),  il  est  aisé  de 
graduer  une  écheUe  de  pente  R  (parallèle  à  P  et  Q)  de  l'un  des  plans 
bissecteurs  des  dièdres  formés  par  les  plans  donnés. 
3°  Les  plans  donnés  sont  verticaux.  —  Les  dièdres  formés  par  deux 
plans  verticaux  ab  et  cd  ifig.  361) 
sont  évidemment  mesurés  par  les 
angles  formés  par  leura  traces  hori- 
zontales ;  en  outre,  les  plans  bissec- 
teurs des  dièdres  des  deux  plans  don- 
nés sont  les  plans  verticaux  ayant 
s  horizontales  les  bissec- 
angles  précédents. 

225.    Problème.    —   Déterminer 

échelle  de  pente  avec  les  plans 

Le  plan  horizontal  de  cote  s,  par  exemple. 


F:g,  iGO 
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V  suivant  l'horizontale  0(2)  c(a)  ;   soit  alors  œy  un 

plan  vertical  perpendiculaire  à  cette 

''  horizontale;  ce  plan  vertical  coupe 

le  plan  horizontal  de  cote  a  suivant 

k riiorizontale  a:y(3)  et  le  plan  P  sui- 

^  "  vaut  la  droite  a(a)  6(3). 

.  „  Pour  déterminer  les  angles  de  ces 

'  ^  deux  droites,  il  sufBt  de  rabattre  le 

' —  plan  vertical   a^  sur  le  plan  liori- 

^^  zontal  de  cote  s  ;  la  première  droite 

!By{a)  étant  la  charnière  du  rabat- 
tement ne  bouge   pas,  la  seconde 
de  sorte  que  les  angles  cherchés  sont  l'angle  babi  et 


son  supplément. 

Remabque.  —  Le  rabattement  abi  de  la  droite  a{a)  6;3)  suivant 
laquelle  le  plan  verlical  ary  coupe  le  plan  P  n'est  pas  autre  chose  que 
la  trace  verticale  de  ce  dernier  plan  dans  le  système  de  deux  plans  de 
projection  défini  par  le  plan  horizonlal  de  cote  2  et  le  plan  vertical  a^  ; 
comme  d'ailleurs,  dans  ce  système,  le  plan  P  est  de  bout,  on  peut 
ainsi  ramener  le  problème  précédentau  problème  traité  au  n''a33(i'>). 


226.  Étant  donnés  deux  pians  P  et  Q  se  coupant  suivant  une 
droite  AB  {jig ,  a63),  par  un  point  quel- 
conque M  de  l'espace  menons  les  per. 
pendiculaires  ME,  MF  à  ces  plans.  Le 
plan  EMF  étant  perpendiculaire  à  la  fois 
aux  plans  P  et  Q,  l'est  par  suite  à  leur 
intersection  AB  ;  il  coupe  donc  P  et  Q 
suivant  deux  droites  COC  et  DOD'  dont 
les  angles  mesurent,  par  déûnition,  les 
dièdres  formés  par  ces  plans  :  or,  ces 
droites  étant  respectivement  perpendi- 
culaires à  ME  et  MF,  leurs  angles  sont 
égaux  à  ceux  formés  par  ces  dernières 
droites.  Il  suffît 'donc,  pour  déterminer 
les  angles  formés  par  les  plans  donnés, 
droites  ME  et  MF. 
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Les  constructions  auxquelles  conduit  cette  nouvelle  méthode  sont 
généralement  plus  simples  que  celles  que  nous  avons  faites  jusqu'ici  ; 
leur  inconvénient  consiste  en  ce  qu'elles  ne  permeltent  pas  de  déter- 
miner les  bissecteurs  des  dièdres  formés  par  les  deux  plans  ;  aussi  ne 
peut-on  employer  avantageusement  cette  méthode  que  dans  des  cas 
très  particuliers. 

227,  Problème.  —  Déterminer  les  angles  de  deux  plans  définis 
chacun  par  une  horizontale  et  une  fronlale. 

Soient  (oa,  o'a'}  et  (ob,  o'b')  (fig.  sGi)  l'horizontale  et  la  fron- 
tale définissant  le  pre- 
mier  plan,  («c,  M)  et 
(lid,  n'd')  l'horizontale  et 
la  frontale  définissant  le 
deuxième  plan .  Soit 
ensuite  (m.  m')  un  point 
choisi  arbitrairement  ; 
menons  me  perpendi- 
culaire à  oa,  m'e'  per- 
pendiculaire à  o'b'.  ml" 
perpendiculaire  à  uic 
et  m'f  perpendiculaire 
à  <ù'd'  ;  les  droites 
(roe,n.V),(m/,n>'y)«ont 
respectivement  perpen- 
diculaires aux  plans 
donnés .     Pour    déter- 

droites,  rabattons  leur 
plan  sur  le  plan  horizontal  o'a',  par  exemple  ;  la  charnière  est  alors 
l'horizontale  {ef,  e'f),  le  point  (m,  m')  se  rabat  en  nii,  de  sorte  que 
les  angles  cherchés  sont  ceux  que  font  enti'e  elles  les  droites  mie 

et  m,/. 

228.  Problème.  —  Déterminer  les  angles  de  deux  plans  définis  cha- 
cun par  une  échelle  de  pente. 

Ce  problème  a  déjà  été  traité  au  n°  223;  nous  allons  en  donner  une 
deuxième  solution  basée  sur  les  remarques  exposées  plus  haut 
(■■6). 
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Soient'P  et  Q  les  plans  donnés  {fig.  365);  après  avoir  construit  {7 3) ies 


Pour  dé  ter- 
miner ensuite 
les  angles  for- 
més par  ces  deux  perpendiculaires,  rabattons  leur  plan  sur  le  plan 
horizontal  de  cote  5,  autour  de  e{5)  f(5)  comme  charnière;  le 
point  m  se  rabat  en  mt  et  les  angles  cherchés  sont  ceux  formés  par 
les  droites  mie  et  nij/. 


Angle  d'une  droite  avec  1: 


1  plan. 


229.  Définition.  —  On  appelle  angle  d'une  droite  AB  avec  un  plan 
?,  qui  n'est  ni  perpendicalaire,  ni  parallèle  à  cette  droite,  l'angle 
aigu  a  formé  par  la  droite  AB  avec 
sa  projection  Ab  surleplanl^?.  a66). 
Ponr  déterminer  l'angle  a  en  géo- 
niétrie  descriptive  ou  en  géométrie 
cotée,  il  faut  donc  d'abord  détermi- 
ner la  projection  Ab  de  la  droite 
AB  sur  le  plan  P,  c'est-à-dire 
constiuire  le  plan  AB6  projetant  la 
droite  sur  le  plan  P,  et  chercher 
l'intersection  Ab  de  ce  plan  avec  îe 
plan  P. 

On  peut  encore  remarquer  que  l'angle  aigu  ^  formé  par  la  droite 


Fig.  M6 
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AB  avec  la  perpendiculaire  B6  abaissée  d'un  point  quelconque  B  de 
cette  droite  sur  le  plan  P  est  le  complément  de  l'angle  cherché  a  ;  la 
détermination  de  cet  angle  P  évite  la  recherche  de  l'intersection  du 
plan  P  a\«:  le  plan  AB6  et  est  préférable  lorsque  le  plan  P  n'est  ni 
horizontal,  ni  de  front. 

C'est  cette  dernière  méthode  qu'on  applique  en  particulier  pour 
déterminer  l'angle  d'une  droite  donnée  par  ses  projections  avec  un 
plan  défini  par  ses  traces.  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  tracer 
répure  très  simple  de  ce  problème,  qui  résulte  de  la  réunion  sur  une 
rnème  ligure  des  constructions  déjà  faites  aux  n"  171  el  ïiî. 

230.  Problème.  —  Déterminer  l'angle  d'une  droite  donnée  par  ses 
projections  avec  an  plan  défini  par  deux  droites  coneoaranles. 
Soit  à  déterminer  {fig.  267)  l'angle  de  la  droite  (ab,  a'b')  a 


plan  défini  par  les  droites  concourantes  {oc,  o'c')  et  (nd.  o'd').  Déter- 
minons d'abord  une  horizonfale  {ad,  c'd')  et  une  frontale  {de.  d'e')  du 
plan  donné,  puis  menons  par  un  point  quelconque  (b,  b')  de  la  droite 
{ah,  a'W)  la  perpendiculaire  (&/.  b'f)  à  ce  plan  (i-ji,  a°).Il  reste  main- 
tenant à  déterminer  l'angle  aigu  que  fait  cette  perpendiculaire  avec 
la  droite  donnée  {ab,  a'b')  ;  pour  cela,  il  suffit  de  rabattre  le  plan  de 
■ces  deux  droites  sur  un  plan  horizontal  H'  ;  la  charnière  (<if,  a'f)  ren- 
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contre  les  droites  en  (a,  ii')  et  (/,  /'),  !e  point  (6,  b')  si 
l'on  a  en  atiif  le  complément  de  l'angle  cherché . 


231.  Problème.  —  Déterminer  l'angle 
projection  cotée  avec  un  plan  défini  par  un 


1  est  l'angle  baiC  s'il  est  aigu,  s< 
e  est  oh  tus. 


l'une  droite  définie  par  sa 

échelle  de  pente. 

Soit  (^3- a68)JL  déter- 
miner l'angle  de  la 
droite  o(a)  b{i)  avec  le 
plan  P.  Du  point  «[a)  de 
la  droite,  abaissons  la 
perp  endiculairea{a)c(S) 
sur  le  plan  (7i)  et  dé- 
terminons l'angle  des 
doux  droites  0(2)  b{i) 
et  (i{a)  c(4)  ;  pour 
cela,  rabattons  le  plan 
0(2)  6(1)  .(4)  'O'  1« 
planhorizontal  décote  4 
en  le  faisant  tourner 
autour  de  l'horizontale 
b(!i)  c{i}  comme  char- 
nière. Le  point  a(a)  se 
rabattant  en  ai,  l'angle 

supplément  dans  le  cas  où 


Soit  alors  Ifig.  sGg)  à  déterminer  les 
avec  les  deux  plans  de  projection. 


Ips   plans    de  projection.  — 

D'après  la  définition  don- 
née au  n"  aag,  l'angle 
d'une  droite  avec  le  plan 
horizontal  est  l'angle  aigu 
que  fait  la  droite  avec  sa 
projection  horizontale;  de 
même, l'angle  d'une  droite 
avec  le  plan  vertical  est 
l'angle  aigu  que  fait  la 
droite  avec  sa  projection 
verticale, 
igles  de  la  droite  {mn,  in'n') 
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La  droite  donnée  et  sa  projection  horizontale  mil  sont  contenues 
dans  le  plan  vertical  mn;  en  rabattant  ce  plan  sur  le  plan  horizontal, 
la  droite  (mn,  m'n')  se  rabat  en  mn,  et  l'angle  qu'eUe  fait  avec  le  plan 
horizontal  est  nnuii. 

De  même,  la  droite  donnée  et  sa  projection  verticale  (xy,  m'n') 
sont  contenues  dans  le  plan  de  bout  m'n'  ;  après  avoir  rabattu  ce  plan 
sur  le  plan  horizontal,  la  droite  (mn,  m'n')  se  rabat  en  m/i?,  la  droite 
{ioy.  m'n')  se  rabat  en  xy  et  l'angle  de  la  droite  donnée  avec  le  plan 
vertical  de  projection  est  mrtsm'- 

Remarque.  —  Si  la  droite  est  de  front,  le  plan  vertical  qui  la  pro- 
jette horizontalement  est  un  plan  de  front,  l'angle  de  la  droite  avec 
sa  projection  horizontale  se  projette  donc  en  vraie  grandeur  sur  le 
plan  vertical  (tga). 

Par  suite,  l'angle  d'une  droite  de  front  avec  le  plan  horiîonlal  est  égal 
à  l'angle  aigu,  de  sa  projection  verticale  avec  la  ligne  de  terre  {Jig.  i46). 

De  même,  l'angle  d'ane  droite  horizontale  avec  le  plan  vertical  est 
égal  à  l'angle  de  sa  projection  lionzontale  avec  la  iigne  de  terre. 

233.  Angle  d'une  droite  délinle  par  sa  projection  cotée  avec  les 

plans  horizontaux. —  Par  définition,  l'angle  de  la  droite  0(2)6(8) 

Ifii]    270)  avec  les  plans  horizontaux  est  l'angle 

"y'  (luia  que  fait  cette  droite  avec  sa  projection 

y  \  sui  1  un  de  ces  plans    c'est-à-dire  avec  toutes 

/         \5,        les    hoiizontales  projetées    en     ab.     Or,   ces 

{n^.'^'''o  hoiizontales  et  U  droite  donnée  sont  conte- 

^i^-^  nuei  dans  le  plan  vertical  ab  ;  si  l'on  rabat  ce 

plan  sur  le  plan  hoiizontal  de   cote    2    pa." 

exemple    la  droite  a(a)  6(3)  se  rabat  en  abi 

1 1 1 —        et   puisque  la  ch'uniere  est  une  des  horiïon- 

^^ji_,,ii^  taies  piojetces  en  ab,  1  angle  cherché  est 

Remarque.  —  Le  triangle  reclanglo  babi  donne 

ab 
cotg>^-^. 

or,  par   construction,  bbi   a   pour  longTieur  l'unité  et  ab  représente 
l'intervailc  i  de  la  droite  ;  on  a  donc 

colg  3  =  i, 

s  déjà. 
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i"  Deux  plans  de  projeclbn. 
ingles  formés  par  une  horizontale  ( 


2.  Trouver  les  angles  formés  par  la  ligne  de  teree  et  une  droite 
queiconiïue  qui  la  rencontre.  Tracer  les  projections  des  bissectrices 
de  ces  angles. 

3.  Trouver  les  angles  formés  par  une  droite  de  profil  et  une  droite 
quelconque. 

4.  Mener  par  un  point  une  droite  faisant  un  angle  donné  :  i"  avec 
une  horizontale  donnée  ;  3"  avec  une  frontale  donnée  ;  3°  avec  une 
droite  quelconque  ;  4°  avec  la  ligne  de  terre  ;  5°  avec  une  droite  de 
profil.  (La  droite  cherchée  doit  rencontrer  la  droite  donnée.) 

5.  On  donne  les  projections  horizontales  de  deux  [droites  concou- 
rant en  un  point  donné,  ainsi  que  l'un  des  angles  formés  par  ces 
droites.  Tracer  leurs  projections  verticales, 

6.  Trouver  les  angles  formés  par  les 
donnée  sur  les  deux  plans  de  projection. 

7.  Mener  par  une  droite  donnée  un  pian  faisant  un  angle  donné 
avec  le  plan  horizontal  (ou  vertical!  de  projection.  Examiner  succes- 
sivement les  cas  suivants  :  i"  la  droite  est  horizontale  ;  3°  la  droite  est 
de  front  ;  3°  la  droite  est  quelconque. 

8.  Déterminer  l'angle  formé  par  la  ligne  de  terre  avec  un  pian 
quelconque. 

9.  Étant  donnée  une  droite  AB  par  ses  projections,  mener  par  la 
trace  horizontale  de  cette  droite,  dans  le  plan  horizontal,  une  droite 
faisant  un  angle  donné  avec  la  première.  [Bacca'auréat.) 

10.  On  donne  un  point  M  et  une  droite  de  profil  D.  Déterminer 
une  droite  passant  par  M  et  rencontrant  la  droite  de  profil  en  taisant 
avec  elle  un  angle  donné.  {Baccalauréat.) 

11.  On  donne  les  projections  d'une  droite  parallèle  au  plan  hori- 
zontal et  un  point  A.  sur  la  ligne  de  terre.  Déterminer  sur  la  droite 
donnée  deux  points  B  et  G  de  manière  que  le  triangle  ABC  soit 
équilatéral.  {Baccalauréat.) 


plans  projetant  une  droite 


12.  On  donne  deux  plans  par  leurs  traces  et  i 
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deux  projecUons;  trouver  sur  la  droite  un  point  équidistant  des  deux 
plans.  (Navale.) 

13.  On  donne  les  traces  verticales  de  deux  plans  et  leur  angle. 
Trouver  leurs  traces  horizontales,  sachant  qu'eÛea  sont  parallèles. 

{Navale.) 

14.  Mener  par  deox  points  donnés  deux  plans  qui  sont  perpendi- 
culaires, dont  l'intersection  a  une  direction  donnée  et  rencontre  la 
ligne  de  terre.  (Navale.) 

15.  Par  la  trace  horizontale  d'une  droite  de  front  donnée,  mener 
une  deuxième  droite  faisant  avec  la  première  un  angle  donné,  telle 
qu'en  outre  le  segment  intercepté  sur  elle  par  les  deux  plans  de  pro- 
jection ait  une  longueur  donnée.  {Baceatanréal .) 

16.  On  donne  deux  droites  concourantes  D  et  D'  ;  trouver  sur  une 
troisième  droite  A  ne  passant  pas  par  leur  point  d'intersection  les 
points  équidislants  de  D  et  D'. 


'  Géométrie  colée. 


17.  Déterminer  les  angles  de  deux  droiles  graduées  dont  les  pro- 
jecUons sont  parallèles. 

18,  Déterminer  la  graduation  d'une  droite  dont  on  connaît  la  pro- 
jection, sachant  qu'elle  l'Cncontre  une  droite  donnée  et  fait  avec  elle 
un  angle  donné.  Examiner  d'abord  le  cas  où  la  droite  donnée  est 
horizontale. 


21.  On  donne  une  horizontale  et  deux  points;  déterminer  l'angle 
de  la  droite  qui  joint  les  deux  points  et  du  plan  déterminé  par  l'un 
d'eux  et  l'horizontale  donnée.  [Saint-Cyr ,') 

22.  On  donne  deux  droiles  concourantes,  dont  l'une  est  horizon- 
tale. Mener  par  l'autre  un  plan  faisant  avec  l'horizontale  la  moitié  de 
l'angle  que  font  entre  elles  les  deux  droites.  (Saint-Cyr.) 

23.  On  donne  un  plan  par  une  échelle  de  pente  et  une  droite  dont 
la  projection  est  parallèle  a  la  projection  de  l'échelle  de  pente.  Déter- 
miner l'angle  de  la  droite  et  du  plan.  Mener  par  la  droite  un  plan 
faisant  avec  le  plan  donné  un  angle  donné.  (Saint-Cyr.) 
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36.  On  donne  trois  droilea  et  un  point  M.  Mener  par  M  une  droite 
faisant  avec  les  trois  droites  données  des  angles  égaux. 

{Navale.) 

26.  Un  plan  est  défini  par  une  homonfale  et  uti  point  extérieur. 
Mener  par  l'iiorizontale  un  plan  faisant  un  angle  donne  avec  le 
prcraicr.  (Saint-Cyr.) 
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CHAPITRE  IV 
CHANGEMENT  DU  PLAN  VERTICAL 


Théorie  du  changement  de  plan  vertical. 

234.  Le  lecteur  a  déjà  pu  remarquer  que  les  constructions  né- 
cessaires pour  résoudre  les  divers  problèmes  étudiés  jusqu'ici  sont 
pavticulièrement  aisées  lorsque  les  données  occupent  des  positions 
remarquables  par  rapport  auï  plans  de  projection. 

Ainsi,  on  obtient  sans  construction  le  point  d'intersection  d'une 
droite  et  d'un  plan  lorsque  ce  plan  est  vertical  ou  de  bout  (i6o).  De 
même,  la  détermination  de  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  sur 
une  droite  est  immédiate  si  la  droite  donnée  est  une  horizontale  ou 
une  frontale  (173),  etc.,  elc. 

C'est  pourquoi,  dans  beaucoup  de  problèmes,  on  a  intérêt,  pour 
simplifier  les  constructions,  à  substituer  au  plan  vertical  de  projection 
d'abord  choisi  un  autre  plan  vertical  occupant  une  position  particu- 
lière par  rapport  au^  données.  Celte  substitution  porte  le  nom  de 
changement  de  plan,  vertical. 

235,  Le  problème  général  qui  se  pose,  dans  le  cliangemcnt  de 
plan  vertical,  est  le  suivant  : 

Connaissant  les  projections  d'une  figure  (F)  sur  deux  pians  de  pro- 
jection H  el  V,  trouver  les  nouvelles  projections  de  cette  figure  Jors- 
qa'on  a  remplacé  le  plan  vertieal  V  par  un  autre  plan  vertical  Vi. 

La  solution  de  ce  problème  repose  sur  les  deux  remarques  sui- 

1°  Comme  le  plan  bOE'iiontal  de  projection  H   ne  change  pas,  les 
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projeclions  horizontales  des  points  de  la  figure  (F)  ne  changent  pas 
Qon  plus. 

a"  Pour  la  même  raison,  les  cotes  de  ces  points,  c'est-à-dire  leurs 
distances  respectives  au  plan  horizontal  H,  restent  invariables. 

Mais,  après  un  changement  de  plan  vertical,  les  lignes  de  rappel 
n'ont  plus,  dans  l'épure,  la  même  direction  et  les  nouveaux  éloigno- 
ments  sont,  en  général,  différents  des  anciens. 

236.  Problènie  I.  —  Effectaer  le  changement  de  plan  vertical  pour 
ttii  point  donné   A.  {fit/.  171  et  271). 

Soit  V]  le  nouveau  plan  vertical";  il  est  déûni  dans  l'épure  par  sa 
trace  horizontale  a;iyi,  qui  est  la  nouvelle  ligne  de  terre. 


Fig.  Ï7I 


Fig.  om 


Soient  a  et  a'  les  projections  du  point  A  sur  les  plans  de  projec- 
tion  H  et  V  dont  l'intersection   a}y   est  la  ligne  de  terre  primitive. 

Le  point  a  reste  la  projection  horizontale  du  point  A  (a35,  1°), 
Les  cotes  n'étant  pas  altérées  par  un  changement  de  plan  vertical 
(a35.  a°),  la  nouvelle  projecUon  verticale  du  point  A  est  le  point  a, 
obtenu  en  portant  sur  la  nouveUe  ligne  de  rappel  a^i,  perpendi- 
culaire à  la  nouveUe  ligne  de  terre  xiyi .  la  distance  a.aj  égale  à  la 
longueur  aa'  qui  mesurait  primiUvement  la  cote  de  A  (83  et  86). 

Remarque  l.  —  On  peut  placer  arbitrairement  d'un  côté  ou.  de 
l'autre  de  xiyi  la  nouvelle  projection  verticale  du  point  A,  car  le 
rabattement  du  plan  vertical  Vi  sur  le  plan  H  peut  s'effectuer  à 
volonté  dans  les  deux  sens.  Mais,  si  l'on  a  besoin  ensuite  d'effectuer 
le  changement  de  plan  pour  d'autres  points,  il  faut  avoir  bien  soin 
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de  ne  figurer  d'un  même  côlé  do  ic,yi  que  lea  projections  verticales 
des  points  dont  les  cotes  ont  le  même  signe,  tandis  qu'on  doit  placer 
de  part  et  d'autre  de  iciys  les  projections  verticales  des  points  dont  les 
cotes  sont  de  signes  contraires. 

Ainsi,  la  cote  du  point  (6,  h')(fiy.  37a)  est  évidemment  de  signe 
contraire  à  celle  du  point  [a,  a'),  parce  que  len  anciennes  projections 
verticales  n'  ot  b'  de  ces  deux  points  sont  de  part  et  d'autre  de  xy; 
donc  leurs  iiouveEcs  projections  verticales  a,'  et  h[  devront  être  de 
part  et  d'autre  de  œiji.  Si,  au  contraire,  «'  et  V  étaient  du  même 
côté  de  xy,  il  faudrait  placer  a[  et  b,'  du  mâmc  côté  do  Xiyi. 

Remarque  II.  —  Si  l'on  donne  les  projections  a  et  a[  du  point  A 
dans  le  système  cciyi  (c'est  là  une  manièpe  ahrégée  de  désigner  le  sys- 
tème de  deux  plans  de  projection  H  et  Vi),  on  passe  à  ses  projec- 
lions  a  et  a'  dans  le  système  xy  par  une  construction  identique  à  la 
précédente. 

237,  Problème  II.  —  Effectuer  le  ehangeinenl  de  plan  vertical 
pour  une  droite  définie  par  ses  deux  projections. 

11  suffit  de  faire  le  changement  de  plan  pour  deux  points  quel- 
conques de  la  droite. 

Dans  la  figure  373,  représentant 
l'épure  de  la  droite  ah,  a'h',  le  chan- 
gement de  plan  a  été  fait  : 

1°  pour  la  trace  horizontale  [h,  h'). 
dont  la  cote  est  nulle  et  dont  la 
nouvelle  projection  verticale  est, 
par  conséquent,  le  point  h[  où  la 
nouvelle  ligne  de  rappel  du  point  h 
rencontre  a'iyi  ; 

a'    pour    un     point    quelconque 

[a,  a')  dont  la   nouvelle  projection 

verticale    est   le   point  a,',    obtenu 

1  prenant     1ld^  - 


FI  g.  273 


comme  il  a  été  dit  au  n 
I.a  nouvelle  projectio 


a36,  e 
1  verticale  de  la  droite  est  a 


ai  a;. 


.  Problème  ill.  — Effectuer  le  changement  de  plan  vertical poui 


Il  suffit  de  faire  le  changement  soit  pour  trois  points  du  plar 
en  ligne  droite,  soit  pour  deux  droites  du  plan. 
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le  plan  donne  PaQ  est  défini  par  ses  traces  dans 
le  système  primitif  [fig.  i-^i), 
an  remarque  que  )a  trace 
horizontale  est  commune  aux 
deux  systèmes ,  puisque  le 
plan  horizontal  reste  lemème. 
^  Les  projections  de  cette  trace 
horizontale  sont  (aP,  aij)dans 
!e  premier  système,  (aP,  Xtyi) 

Pour   achever    le    change- 
ment de  plan  vertical,  il  suffit 
donc  de  déterminer  les  pro- 
jections, dans  le  nouveau  ays- 
donné,  pria  en  dehors  de  la  trace  honzon- 


tëme,  d'un  point  du  pi; 
taie. 

On  choisit  de  préférence  le  point 
au  point  de  rencontre  des  deux  lignes 
verticale  a,'  de  ce  point  s'obtient  en 
élevée  en  a  à  ai^i  la  longueur  aa^  ég 
horizontale  a  est  sur  les  deux  lignes 
la  fois  aux  traces  verticales  du  plan  t 


a.  Cl')  projeté  horizontalement 
de  terre.  La  nouvelle  projection 
portant  sur  la  perpendicutaue 
lie  à  aa'.  Puisque  sa  projection 
de  terre,  ce  point  appartient  a 
ans  les  deux  systèmes  de  projec- 


tion;   donc  la  nouvelle  ti'ace  verticale  PQi  de  ce  plan  s'obtiendra 
joignant  le  point  ai  au  point  ^  où  la  trace  horizontale  oP 


mire 


239.  Eemarqub.  ^  La  construction  précédente  permet  d'obtenir 
très  simplement  la  trace  verUcale  du  plan  donné  dans  le  système  de 
projection  Xiyi;  mais  dans  bien  des  cas  elle  n'est  pas  applicable,  parce 
que  l'un  on  l'autre  des  points  p,  a  ou  a'  est  en  dehors  des  limites  de 
répure.  On  détermine  alors  la  nouvelle  trace  verticale  du  plan, 
c'est-à-dire  la  droite  suivant  laquelle  il  coupe  le  nouveau  plan  vertical 
de  projection  leiyt,  en  cherchant  directement  les  projections  verticales, 
dans  le  nouveau  système,  de  deux  pointa  quelconques  de  celte  droite. 

Ainsi,  pour  déterminer  la  trace  verticale  du  plan  PaQ  dans  le  sys- 
tème de  projection  ici^i  {flg.  375),  on  se  donne  arbitrairement,  sur 
ùiiyi,  les  projections  horizontales  bct  c  de  deux  points  de  cette  trace  ; 
on  cherche  les  projections  verticales  b'  et  1:'  de  ces  points,  dans  le  sys- 
tème (cy,  en  utilisant  les  horizontales  du  plan  {bd,  b'd'),  {ce,  de']  pas- 
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points  (ia/().  On  en  déduit  ensuite,  comme  nous  l'avons 
montré  aa  n"  286,  leurs  nouvelles  pro- 
jections verticales  6J  et  Cj'  :  la  droite 
b[cî  est  la  trace  verticale  du  plan 
donné  dans  le  nouveau  système  de  pro- 
jection. 

240.  Si  l'on  veut  faire  on  change- 
ment de  plan  vertical  pour  une  figure 
quelconque,  il  suffit  de  chercher  les 
nouvelles  projections  verticales  des 
points  quidéfiniasentcette figure.  Ainsi, 
polyèdre,  on  fera  le  changement  de  plan 


Quelques  applications  du  changement  de  plan  vertical. 

changement  de  plaît  verlîual  de  ma- 
nière à  amener  tme  droite  dannée 
(ab,  a'b')  (fig.  176)  à  être  de  front 
dans  le  nouveau  système. 

Pour  qu'une  droite  soit  de 
front,  il  faut  et  il  suffit  (laa)que 
sa  projection  horizontale  soit  pa- 
rallèle à  la  ligne  de  terre.  On  ob- 
tient donc  un  système  de  projec- 
tion dans  lequel  la  droite  donnée 
est  de  front  en  prenant  la  nou- 
velle ligne  de  terre  a:,yi  parallèJeà 
ab  Pour  obtenir  la  nouvelle  pro- 
jection ^eriicale  de  la  droite,  on 
fait  ensuite  le  changement  de 
\  /  plan  poui    deux  quelconques  de 

V  ses  points 

'  Dans  notre  épure  IJig.  a  76),  nous 

^'^  ■  ^''^  avons  fait  le  changement  de  plan 

pour  la  trace  horizonlalc  (a,  a'}  de  la  droite  et  pour  le  point  (6,  b')  ; 
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les  projections  de  la  droîLe  donnée,  dans  lo  système   *iji,  sont  alors 

242.  Problème  II.  —  Trouver  l'angle  furmé  par  une  droite  donnée 
{ab,  a'b')  avec  le  plan  horizontal. 

On  sait  (aSs,  Rem.)  que  l'angle  d'une  droite  de  front  ayec  le  plan 
horizontal  est  égal  à  l'angle  aigu  que  sa  projection  verticale  forme 
avec  la  ligne  de  terre. 

Par  conséquent,  si  l'on  fait  un  changement  de  plan  yeitical  de 
manière  h  amener  la  droite  {ab,  a'b')  {fig.  376)  à  être  de  front  (aii), 
l'angle  aigu  t>',a',i3i  formé  par  Ja  nouvelle  projection  verticale  a\bl 
et  la  nouvelle  ligne  de  terre  œiji  mesure  l'angle  B  delà  droite  donnée 
et  du  plan  horizontal. 

tkZ.  Problème  III-  —  Comlruire  la  [:(r].er>diculaire  abaissée 
d'anpoint  donné  (m,  m']  sur  une  droite  donnée  {ab,  a'f'')  {/Ig.  2781. 

Si  l'on  fait  on  changement  de  plan  vertical  qui  amène  la  droite  h 
être  de  front  (a4i},  après  avoir  déterminé  les  projections  verticales 
mi  et  a'ib'j  du  point  et  de  la  droite  dans  le  système  de  projection 
icij/i,  on  est  ramené  A  abaisser  du  point  (m,  mj)  la  perpendiculaire 
sur  la  frontale  {ab,  a,b\).  Or  on  sait  (173,  Cas  pari.)  que  cette  per- 
pendiculaire se  projette  verticalement  suivant  la  perpendiculaire 
m\n[  abaissée  de  in\  sur  a]b[.  On  rappelle  ensuite  le  point  n\  en  n 
sur  ab,  puis  n  en  n'  sur  a'b':  la  droite  {mn.  m'n')  est  la  perpendi- 
culaire demandée. 

244.  Problème  IV.  —  Changer  le  plan  vertical  de  manière  qu'un 
plan  qaelconque  soit  de  bout  dans  le  nouveau  système  de  projection. 

Pour  qu'un  plan  soit  de  bout  dans  un  système  de  deux  plans  de 
projection  rectangulaires,  il  faut  et  il  suffit  (i3ol  que  la  direction  de 
ses  horizontales  soit  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre. 

Pour  qu'un  plan  donné  dans  un  système  devienne  de  bout  dans 
un  autre  système,  il  suffit  donc  de  choisir  la  ligne  de  terre  qui  définit 
le  nouveau  système  perpendiculaire  aux  horizontales  du  plan, 

24b.  Premier  cas.  —  Le  plan  donné  P^Q  (fig.  877)  est  défmi  par 
ses  deux  traces. 
Pour  que  le  plan  devienne  de  bout,  il  suffit,  d'après  ce  que  nous 
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venons  de  dire,  de  prendre  une  ligne  de  terre   x,yi    perpendiculain 
à  la  trace  horizontale  aP.    Or,  puisque  tous  les  points  d'un  plan  di 


haut  se  projettent  verticalement  sur  ga  trace  verticale  (i3o,  4°).  en 
déterminant  îa  nouvelle  projection  verticale  a',  d'un  seul  point  {a,  a') 
diaplan  {aia,  ;=  aa'),  etenjoignant  a',  au  point  p  où  "'P  rencontre 
a^iji.  on  a  immétlia- 
lement  la  nouvelle 
trace  verticale  ^Qi 
du  plan  donné. 

246.  Deuxième 
cas.  —  Le  plan  est 
défini  par  deux  droi- 
tes concourantes 
{m,  o'a'),  iph.  o'V) 
[flg.  278). 

On  commence  par 
tracer  dans  le  plan 
une  horizontale 
[ah,  a'b')  dont  on 
se  donne  arbitraire- 


ment la  projection  verticale  a'b',  parallèle  à  sey  ;  pi 
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ligne  de  terre  définissant  le  nouveau  plan  vertical  de  projection  une 
droite  cciyi  perpendiculaire  à  ab.  On  fait  alors  le  changement  de  plan 
pour  les  deux  points  {a,  a'),  (o,  o')  en  prenant  «,0^  —  aa'  el 
oio,'  =  au'  ;  le  plan  donné  étant  de  bout  dans  le  système  a^iyi,  sa 
trace  verticale  ^Qi  dans  le  système  est  la  droite  a[o[  joignant  les 
nouvellea  projections  verticales  des  deux  pointa  considérés  (i3oi. 
On  en  déduit  aisément  sa  trace  horizontale  pPi,  qui  est  perpendi- 
culaire à    iTjj'i. 

247.  Prolilème  V.  —  Délerminer  l'angle  d'an  plan  donné  avec  le 
plan  horizontal. 

Onsait(aaa.  i")  que  l'angle  d'un  plan  debout  avec  le  plan  horizonla! 
est  égal  à  l'angle  formé  par  sa  trace  vei-ticale  et  la  ligne  de  terre. 

Donc,  étant  donné  un  plan  quelconque,  en  faisant  préalablement 
«n  changement  de  plan  vertical  qui  rende  le  plan  donné  de  bout,  et 
en  déterminant,  comme  au  n°  précédent,  la  nouvelle  trace  verticale 
de  ce  plan,  l'angle  9  formé  par  cette  nouvelle  trace  verticale  et  la 
nouvelle  ligne  de  terre  a;iyi  (fig.  Ï77  et  378)  est  l'angle  cherché. 

248.  Problème  VI.  —  Déterminer  la  dislanoe  d'un  point  donné  à  an 
plan  donné. 

Nous  avons  fait  remarquer  (199,  2°)  que  la  distance  d'un  point 
donné  à  un  plan  debout  est  mesurée  par  la  distance  de  la  projection 
verticale  du  point  à  la  trace  verticale  dupl^n. 

Donc,  en  rendant  le  plan  de  bout  par  un  changement  de  plan  verti- 
cal, comme  nous  l'avons  indiqué  aux  n"  a^S  et  suivants,  et  en  déter- 
minant la  nouvelle  projection  verticale  m[  du  point  donné  (m,  m') 
el  la  nouvelle  trace  verticale  pQi  du  plan  (flg.  377  et  378),  la  dis- 
tance cherchée  est  égale  à.  la  distance  mi'fii'  du  point  mi  àla  trace  ^Qj. 

i  III- 
Applications  du  changement  de  plan  vertical  aux   pro- 
blêmes   concernant  les   droites  de   profil    et  les   plans 
parallèles  à  la  ligne  de  teire. 

249.  Nous  avons  eu  souvent  l'occasion  de  faire  remarquer  dans 
les  Chapitres  II  (96)  et  V  (170)  que  les  méthodes  générales  employées 
pour  résoudre  les  principaux  problèmes  concernant  le  plan  et  la 
droite  ne  sont  plus  applicables  aux  droites  de  profil  el  aux  plans 
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parallèles  à  la  ligne  de  terre.  En  faisant  un  changement  de  plan  ver- 
tical tel  que  dans  le  nouveau  système  de  projection  ces  droites  ou 
tes  plans  ne  soient  plus  perpendiculaires  ou  parallèles  à  la  ligne  de 
terre,  on  peut  alors  appliquer  les  méthodes  générales  aux  nouvelles 
projections. 

Nous  allons  traiter  quelques  exemples  qui  mettront  en  évidence 
l'utilité  du  changement  de  plan  vertical  pour  traiter  les  cas  d'excep- 
tion que  nous  avons  dû  réserver  précédemment. 

250.  Ppoblèini)  1-  --■  Étant  donnée  l'ane  des  projections  d'an  point 
d'une  droite  de  profit,  trouver  l'antre  projection. 
Soit  par  exemple  {Jig.  a-jg  et  a8o)  une  droite  de  proûl  définie  par 


'>\ 

y. 

i 

//               if 

'  / 

h' 

-- 

a 

IC 

\    \        \    \ 

X 

h 

V   «^ 

\  y^ 

y 

"^  """     .7;; 

k 

/ 

deux  points  (a,  a'),  {b,  b'}  ;  proposons-nous  de  déterminer  la  projec- 
tion verticale  du  point  de  cette  droite  dont  la  projection  horizontale 
est  c.  La  méthode  ordinaire  (gS)  ne  réussit  pas,  car  la  ligne  de  rappel 
du  point  c  est  confondue  avec  la  projection  verticale  de  la  droite. 

Effectuons  un  changement  de  plan  vertical.  Nous  pouvons  choisir 
arbitrairement  la  nouvelle  ligne  de  terre  aiiyj  iftg.  379)  etdéterminer, 
comme  noua  l'avons  indiqué  au  n"  336,  les  nouvelles  projections 
verticales  a,'  et  bj  des  deux  points  définissant  la  droite  donnée  :  a,'bj 
est  alors  la  nouvelle  projection  verticale  de  celte  droite. 
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La  ligne  de  rappel  cyi,  menée  dans  le  nouveau  système  de  projection 
par  le  point  c,  rcncooti'e  aj  t,'  en  cj,  projection  verticale,  dans  le  sys- 
tème ûJij-i,  du  point  cherché.  Lacote  de  ce  pointétant  lie',,  on  en 
déduit  sa  projeclion  verticale  c'  dans  le  système  primitif  icy  en 
portant  sur    a'b'   la  longueur  ae'  égale  à  -fici. 

On  peut  aussi  prendre  comme  nouveau  plan  vertical  de  projeclion 
Je  plan  de  proûl  contenant  la  droite  donnée;  la  nouvelle  ligne  de 
terre  Xiyi  coïncide  alors  avec  ab  (Jig.  380),  et  les  nouvelles  lignes  de 
rappel  sont  parallèles  à  ay.  De  Ik  résultent  les  constructions  néces- 
saires pour  déterminer  la  nouvelle  projection  verticale  a',  du  point 
{a,  a')  de  la  droite  :  1°  une  rotation  de  90°  autour  du  point  a,  qui 
amène  aa'  en  an  ;  2'  une  translation  parallèle  à  a^o■l  et  d'amplitude 
na,  qui  amène  an  en  aa',  sur  la  nouvelle  ligne  de  rappel  du  point  o. 
Une  construction  identique  donne  en  b'^  la  nouvelle  projection  verti- 
cale du  point  (6,  b'). 

On  a  alors  immédiatement  la  projection  verticale  e[  dans  le  système 
iBjyi  du  point  de  la  droite  projeté  horizontalement  en  c.  En  elTectuant 
les  constructions  précédemment  faites  dans  l'ordre  inverse  et  en  ren- 
versant le  sens  de  chaque  déplacement,  on  passe  du  point  cl  au  point 
c',  projection  verticale  du  même  point  dans  le  système  primitif  œy. 

231,  Remarque  I.  —  i"  Le  changement  de  plan  particulier  opéré 
dans  la  figure  a8o  permet  de  déterminer  la  trace  horizontale  (h,  hi) 
de  la  droite  (o6j  Oi6|).  Dans  le  système  xy,  cette  trace  est  (ft,  h'). 

a"  De  même,  on  a  immédiatement,  dans  le  système flriyi,  les  projec- 
tions du  point  (f,  !jj')  où  la  droite  (ai),  a'^b,)  rencontre  le  plan  vertical 
de  projection  xy.  Ce  point,  dont  les  projections  dansle  système  primitif 
sont  II  et  11'  (av'  ^  a  vl),  est  évidemment  la  trace  verticale  de  la  droite 
de  profil  donnée. 

S"  La  droite  de  proBl  donnée  est  contenue  dans  le  plan  vertical 
a^ii/i  ;  par  suite  les  segments  portés  par  cette  droite  se  projettent  ver- 
ticalement en  vraie  grandeur  dans  le  nouveau  système.  Ainsi  le  seg- 
ment AB  est  égal  à  alb\,  le  segment  AC  est  égal  à  a,'cj,  etc. 

4°  Dans  l'épure  de  la  tîgure  a8o,  les  angles  ahv[  et  ouj/i  sont  respec- 
tivement égaux  aux  angles  de  la  droite  de  profil  {ab.  a'b')  avec  le  plan 
horizontal  et  le  plan  vertical  xy. 

252,  Remarque  IL  —  L'épure  de  la  figure  a8o  n'est  autre  que  celle 
que  l'on  obtient  en  rabattant  le  plan  de  profil  cbiJi  sur  le  plan  hori- 
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zontal  de  projection.  Il  est  aisé  de  se  rendre  compte  que  dans  ce  cas 
particulier  ta  tliéorie  du  rabattement  et  !a  théorie  du  changement  de 
plan  vertical  sont  identiques. 


233,  Problème  II. —  Trouver  le  point  d'inlersecUon  de  deux  droites 
iab,  a'b').  (cd,  c'd')  (Jig.  ï8i)  eontennes  dans  an  même  plan  de  profil. 
La  métliodc  générale  qui  donne  l'intersection  de  deux  droites 
situées  dans  un  môme  plan  est 
en  défaut  (loo),  puisque  dans  le 
problème  que  nous  avons  à  ré- 
soudre les  projections  de  même 
nom  des  deux  droites  sont  con- 
fondues. 

On  fait  alors  un  changement 
de     plan     vei-tical    en    prenant 
_       comme  nouvelle  ligne  de  terre 
'/       x,yi  la  droite  aba'b'  (a5o)  et  l'on 
détermine  les  projections  verti- 
cales  ai^i,  c,'di   des  deux  droites 
dans  ce  nouveau  système  de  pro- 
jection; fljbi,  e^dj  se  coupent  au 
point     m[.    projection    verticale 
dans  le  nouveau  système  du  point 
de  renconfae  des  deux  droites  ;  en 
abaissant  la  perpendiculaire  m.'m 
sur  Xiyi   et  en  portant  a  partir 
du  pointa, sur  a:it/i,  la  longueur  ain'  =  mm^,  on  obtient  en  (m,  m')  le 
point  commun  auï  deux  droites  de  profil. 


234.  Problème  III  —  Reconnaître  si  deux  droites  de  profd  sont 
parallèles. 

Nous  avons  déjà  dit  io3  Rem  )  que  les  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  pour  que  deui  dioitcs  soient  parallèles  ne  sont  pas  appli- 
cables aux  droites  de  profil  Mais  on  les  rend  applicables  en  faisant 
un  changement  de  plan  \cilical  Cn  effet,  dans  le  nouveau  système 
les  droites  données  ne  sont  plus  de  profil,  à  condition  que  l'on  ait  eu 
soin  de  choisir  la  nouvelle  ligne  de  terre  non  parallèle  à  l'ancienne  ;  il 
suffit  alors  de  vérifier  que  les  nouvelles  projections  verticales  des  deux 
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droites  sont  parallcles,  puisque,  par  hypothèse,  leurs  projections  ho- 
rizontales le  sont  déjà. 

255.  Problème  IV.  —  Mener  par  an  point  donné  (c,  c^}  la  paral- 
lèle à  une  droite  de  profil  donnée  {ab,  a'V)  (fig.  aSsj. 

D'apr&s  les  propriétés  des  droites  parallèles,  la  parallèle  menée 
par  (e,  e')  à  la  droite  de  profil 
lab,  a'b')  est  une  autre  droite  de 
profil  dont  les  projections  sont 
dirigées  suivant  la  ligne  de  rap- 
pel ce'.  Mais  pour  définir  com- 
plètement cette  parallèle,  il  faut 
en  connaître  un  point  autre  que 
(c.  e')  (94). 

Pour  obtenir  ce  second  point, 
on  fiiit  un  changement  de  plan 
vertical,  en  prenant,  par  exem- 
ple, commcnouvelielignede  terre 
Xiy,  la  droite  bab'a.  On  déter- 
mine, par  les  procédés  connus 
(aSo),  les  nouvelles  projections 
verticales  cl  et  alb^  du  point  et  de  la  droite  donnés.  La  parallèle  c^d^ 
menée  h.  a,'6,'  par  le  point  c,'  est  alors  la  projection  verticale,  dans  le 
système  x^yi,  de  la  droite  cherchée.  Sa  trace  verticale  est  le  point 
(d.  (f)  {a5i,  Rbm.  I,  a°)  et  la  droite  de  profil  {cd,  c'd')  est  la  paral- 
lèle demandée. 

256.  Problème  V,  ^  Reconnaître  si  une  droite  de  profil  et  une 
droite  donnée  sont  coneouranies. 

On  change  de  plan  vertical  de  façon  qu'aucune  des  doux  droites  ne 
soit  de  proGI  dans  le  nouveau  système   et   i 
reconnaître  si  deux  droites  quelconques  sont  c 
(loo  et  loil. 

257.  Problème  VI.  —  Trouver  le  point  nommun  à  un  plan  et  à 
une  droite  de  profil  [ab,  a'b'),  définie  par  deii3!  de  ses  points. 

Méthode.  —  On  peut  choisir  comme  plan  ausiliaire  le  plan  do 
profil  contenant  la  droite  donnée,  plan  qui  est  d'ailleurs  le  plan  pro- 
jetant à  la  fois  horizontalement  et  verticalement  cette  droite.  Ce  plan 
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de  profil  coupe  le  plan  donné  suivant  une  certaine  droite,  également 
de  profil,  et  l'on  est  ramenéà  trouver  le  point  commun  àdeux  droites 
situées  dans  un  même  plan  de  profil,  problème  traité  précédemment 
(a53l,  et  qui  se  résout  par  un  changement  de  plan  vertical. 

Exemple-  —  Le  plan  est  donné  par  ses  traces. 
Soit  PaQ  le  plan  donné  iflg.  i83)  ;  le  plan  de  profil  contenant  la 
droite  {ab.  a'b'j  coupe  ce  plan 
suivant  la  droite  de  profil 
{ed.e'd']  (i5i|  et  on  est  con- 
duit, comme  nous  l'avons  dit 
plus  haut,  à  chercher  Je  point 
de  rencontre  des  deux  droites 
de  profil  (ab,  a'b')  et  (od.  c'cT). 
Pour  cela  (a53),  on  fait  un 
y  changement  de  plan  vertical, 
en  prenant  comme  nouvelle 
ligne  de  terre  x^yi  la  droite 
ah  a'b',  et  l'on  détermine  les 
projections  verticales  a[b[  et 
cd,'  des  deux  droites  dans  ce 
nouveau  système  de  projec- 
tion ;  a[bl  et  cd,'  se  coupent  au 
j.jg  3^.5  point  in[,  qui  est  la  projec- 

tion verticale  dans  le  nouveau 
système  du  point  de  rencontre  des  deux  droites  de  profil  ;  on  en  déduit 
facilement  les  projections  met  m'  de  ce  point  dans  le  système  primitif. 


258.  Problème  VII.  —  Abaisser  d'anpoint  (m,  m')  la  perpendicu- 
laire sur  an  plan  (Pi,  Q^)  parallèle  à  la  ligne  de  terre  (fig.  aSi). 

En  appliquant  la  règle  ordinaire  (169).  c'est-à-dire  en  abaissant  des 
projections  m  et  m'  du  point  les  perpendiculaires  mn  et  m'n'  sur  les 
traces  de  même  nom  du  plan,  on  obtient  une  droite  de  profil  que 
ses  projections  ne  suffisent  pas  à  définir. 

Pour  obtenir  un  point  de  la  perpendiculaire  autre  que  (m,  m'),  on 
fait  alors  un  changement  de  plan  vertical  en  prenant,  comme  nouvelle 
ligne  de  terre  xtyi,  une  perpendiculaire  à  œy. 

Le  plan  donné  devient,  dans  le  nouveau  système,  un  plan  de  bout: 
sa  nouvelle  trace  verticale  «iQi  s'obtient  par  la  construction  indiquée 


y  Google 


APPLICATIONS    W    CIlAPiGEMBKT    I 


"  a38.  On  détermine  la  nouvelle  projection  verticale 
it').  et  en  menant  par  m,'   la  perpendiculaire 


223 

du  point 
,Q,.  on  a 
la  projection  verticale  nj  dans  le 
nouveau  système,  du  pied  de  la 
perpendiculaire  cherchée.  En 
déterminant  ensuite  les  projec- 
tions n  et  n',  dana  le  système 
primitif  xy ,  du  point  projeté 
verticalement  en  nî  dans  le  sys- 
tème Xiy,,  on  achève  de  définir 
la  perpendiculaire  demandée. 

Le  point  (n,  n!)  est  le  pied 
de  la  perpendiculaire  abaissée 
du  point  {m,  m,')  sur  le  pian 
(Pi.  Q^)  ;  la  distance  de  ce 
point  au  plan  est  mesurée  par 
le  segment  m[R\. 


2o9.  PM)blème  VIII.  —  Mener  par  anpoint  donné  (m,  m')  le  plan 
perpendiculaire  sur  une  droite  de  profil  définie  par  deuw  points  {a,  a') 


'j.  ■■ \       I  l''' 


if^g.  a85). 

t  (17a)  qu*. 
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Pour  achever  de  le    déler 


menant  par  les  projections  d'un  point  les  per- 
pendiculaires sur  les  projections 
de  même  nom  d'une  droite,  on 
définit  une  horizontale  et  une 
frontale  du  plan  passant  par  le 
poiiît  et  perpendiculaire  à  la 
droit*. 

Mais,  dans  le  cas  particulier 
qui  nous  occupe,  cette  horizon- 
tale et  cette  frontale  se  confon- 
dent l'une  et  l'autre  avec  la 
parallèle  (m  n,  ni  n'j  à  xy  menée 
par  le  point  (m,  m').  Le  plan 
cherché,  qui,  d'ailleura,  est  pa- 
rallèle à  xn,  n'est  pas  complè- 
tement défini  par  cette  droite, 
in   fait  un  changement  de  plan 
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vertical,  en  prenant  comme  noiiYcUc  ligne  de  terre  s^tyi  la 
droite  aba'b' ,  et  l'on,  détermine  (a36  et  287)  les  nouvelles  projections 
verticales  m[  et  a\b[  du  point  et  de  la  droite.  Dana  ie  nouveau 
système,  !a  droite  (ab,  a[b'^)  est  de  front  et  la  perpendiculaire  mji 
abaissée  de  m[  sur  a',b\  est  la  nouvelle  trace  verticale  du  plan 
cherché.  En  menant  par  le  point  «  où  elle  rencontre  Xiy\  la  parallèle 
à  !oy,  on  a  la  trace  horizontale  Pa  de  ce  plan. 

Le  plan  cherché  est  alors  défini  dans  le  système  primitif  par  les 
deux  droites  {mn,  m'n')  et  (aP,  xy).  Si  l'on  veut  avoir  sa  trace  verti- 
cale, 0  suffit  d'en  connaître  un  point,  par  exemple  celui  qui  se  pro- 
jette horizontalement  au  point  de  rencontre  p  des  deux  hgnes  de 
terre.  Ce  point  se  projette  verticalement  en  pj  dans  le  système  ajjji, 
en  p'  dans  le  système  œy.  La  trace  verticale  du  plan  est  la  parallèle  P'Q 
à  icy  menée  par  le  point  ?'. 


!  EXERCICES 


i.  Reconnaître  si  un  point  donné  dans  un  plan  de  proÛPappar tient 
une  droite  donnée  dans  le  même  plan. 

ne  droite  de  profil  et  à   un  plan 
m  point  donné. 

3.  Trouver  les  projections  d'un  deuxième  point  d'une  droite  de 
profil,  connaissant  les  projections  d'un  point  de  cette  droite  et  i'angle 
qu'elle  fait  avec  le  plan  horizontal. 

4.  Reconnaître,  par  un  changement  de  plan  vertical,  si  deux  droites 
de  profil  situées  dans  un  même  plan  de  profil  sont  parallèles.  Dans 
le  cas  contraire,  déterminer  leur  intersection  et  leur  angle. 

5.  Trouver,  par  un  changement  de  plan  vertical,  l'angle  de  deux 
plans  dont  les  horizontales  sont  parallèles.  (On  rend  les  deux  plans  de 
bout.) 

6.  Déterminer  les  ang 
profil.  Construire  l'un  d 
ces  deux  plans. 

7.  Déterminer  les  angles  formés  par  deux  plans  dont  l'intersection 
est  une  droilc  de  profil.  Construire  l'un  des  plans  bissecteurs  des  diè- 
dres formes  par  ces  plans. 
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9.  On  donne  par  leurs  projections  deux  points  (a.a'),  (6,  b']  dans  un 
même  plan  de  profil  Construire  les  projections  d'un  carré,  situé  dans 
ce  plan  de  profil,  admettant  ces  deux  points  comme  sommets  opposés. 

10.  On  donne  trois  points  quelconques  par  leurs  projections. 
Changer  de  plan  vertical  de  façon  que  les  nouvelles  projections 
verticales  des  trois  points  soient  en  ligne  droite. 

H.  On  donne  un  plan  par  ses  traces.  Changer  de  plan  vertical  de 
façon  que  les  nouveÛes  traces  soient  confondues  sur  l'épure. 
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REPRÉSENTATION    DES    PYRAMIDES 
ET  DES    PRISMES 


Représentation  d'un  polyèdre  par  ses  projections. 

260.  En  géométrie  descriptive,  on  représente  un  polyèdre  en  con- 
struisant !es  projections  de  tous  ses  sommets  et  de  toutes  ses  arêtes. 
Ces  deuï  projections  constituent  l'épure  du  polyèdre. 

261.  Parties  vues;  parties  cachées.  —  Pour  faciliter  la  lecture 
de  l'épure  d'un  polyèdre,  et  pour  qu'à  la  seule  inspection  de  celte 
épure  on  puisse  se  faire  une  idée  nette  de  la  forme  et  de  la  position 
du  corps,  on  fait,  dans  la  mise  à  l'encre,  sur  les  deux  projections,  la 


distinction  des  parties  vues  et  de 
'  Pour  faire  cette  distinction 


s  parties  cachées. 

?ur  la  projection  horizontale,  on  sup- 
pose l'observateur  à  l'infini  au-dessus 
du  plan  horizontal  de  projection, 
dans  une  direction  perpendiculaire  à 
ce  plan,  supposé  opaque,  c'est-à-dire 
arrêtant  les  rayons  lumineux.  Cet 
observateur  regarde  vers  le  bas,  ses 
rayons  visuels  sont  doncdirigés  verti- 
calement de  haut  en  bas.  Il  en  résulte 
que  si  une  verticale  OZ  (Jig.  386)  ren- 
contre la  surface  opaqae  d'un  corps 
en  plusieurs  points  Ai,  Aa,  A3,  Ai, 
le  seul  de  ces  points  vu  par  lobser- 
vateur  est  celui  qui  a  la  plus  grande  cote,  à  condition,  toutefois,  qu'il 
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soit  situé  au'dessvs  du  plan  horizontal.  Ainsi,  dansla  figure  286,  le  seul 
point  vu  sur  la  verticale  02  est  le  point  A4. 

Le  point  A3  est  caché  jrar  Je  point  Aj;  Ai  et  Aa  sont  cachés  par  le 
plan  horizontal,  supposé  opaque  ;  ils  seraient  encore  cachés,  même  si 
A3  et  A4  n'existaient  pas. 

ao  Pour  faire  la  distinction  des  parties  vues  et  des  parties  cachées 
sur  la  projection  verticale,  on  suppose  l'observateur  à  l'infini  en  avant 
du  plan  vertical  de  projection,  dans  une  direction  perpendiculaire  à 
ce  plan,  supposé  opaque.  Cet  obser- 
vateur voit  alors  tout  point  isolé  placé 
en   avant  du    plan  vertical,   et  ses 
rayons  visuels  ont  la  direction  des 
droites  de  bout.  11  en  résulte  que  si 
Z~         une  droite  de  bout  rencontre  la  sur- 
face opaque  d'un  corps  en  plusieurs 
points  Al,    As,    ....  le  seul  de  ces 
points  vu  par  l'observateur  est  celui 
Fig.  a87  qui  a  le  plus  grand  éloignement,  à 

condition  toutefois  qu'il  soit  en 
avant  du  plan  vertical.  Dans  la  figure  387,  le  seul  point  vu  sur  la 
droite  de  bout  OZ  est  le  point  Aa. 

262.  De  ce  qui  précède,  il  résulte  que  dans  une  épure  un  point 
d'un  corps  peut  être  caché  soit  par  les  pians  de  projection  supposés 
opaques,  soit  par  le  corps  lui-même.  En  général,  on  suppose  que  le 
corps  à  représenter  est  tout  entier  situé  dans  le  premier  dièdre  ;  de 
cette  manière,  les  plans  de  projection  ne  cachent  aucune  partie  du 
corps  et  il  reste  uniquement  à  distinguer  sur  chaque  projection  les 
points  qui  sont  cachés  par  le  corps  lui-même  de  ceux  qui  restent  visi- 
bles. Avec  cette  restriction, on  est  conduit  aux  deux  règles  suivantes  : 

i"  Pour  qu'an  point  M  de  la  surface  d'an  eorps  supposé  opaque  soit 
vu  enprojeetiùn  horizontale,  il  faut  et  il  suffit  que  la  verticale  ascen- 
dante issue  de  ce  point  ne  rencontre  pas  le  corps  en  d'autres  points  ; 

a"  Pour  qu'un  point  M  de  la  surface  d'un  corps  supposé  opaque  soit 
va  en  projection  veriicalef  il  faut  el  il  suffit  que  la  droite  de  bout  issue 
de  ce  point  et  dirigée  en  avant  du  plan  vertical  /! 
corps  en  d'autres  points. 
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263.  Ponclualion.  —  Lorsqu'on  a  fait  sur  chacune  des  projec- 
tions d'un  polyèdre  la  distinction  entre  les  parties  vues  et  les  parties 
cachées,  on  observe  dans  la  mise  à  l'encre  les  conventions  suivantes  ; 

1°  Les  arêtes  ou  jwrtions  d'arêtes  vues  sont  dessinées  en  trailâ  pleins 

noirs  ( )  d'une  épaisseur  de  X  de  millimètre 

environ  ; 

3°  Les  arêtes  ou  portions  d'arêtes  cachées  se  dessinent  en  trait  poin- 
tillé ( — ~ - ) .  Le  trait  pointillé  est  lormé  d'une  suc- 
cession de  points  ronds,  très  fins,  d'égale  épaisseur,  équidistants  les 
uns  des  autres  ; 

3o  Les  lignes  de  construction  et  les  lignes  de  rappel  se  tracent  soit 
en  traits  continus  et  très  fins  à  l'encre  de  couleur,  soit  en  traits  de 
conslraction  ( }  ; 

i°  Certaines  lignes  du  corps  que  l'on  a  dû  figurer  pour  faire  l'épure, 
mais  qui  ne  doivent  pas  subsister  dans  la  représentation  de  la  portion 

cherchée  du  corps,  se  tracent  en  trait  enleoé  ( ). 

Il  en  est  de  même  de  certaines  lignes  de  construction  importantes. 

Il  arrive  souvent,  dans  les  épures,  que  certaines  portions  de  lignes 
ne  devant  pas  être  représentées  avec  le  même  trait,  coïncident.  On 
convient  alors  de  donner  la  priorité  au  trait  vu  sur  le  irait  caché  et  au 
trait  caché  sur  le  trait  de  construction  ou  sur  le  trait  enlevé. 

L'application  des  règles  précédentes  constitue  ce  qu'on  appelle  1  a 
ponctuation  de  l'épure. 

264.  Contours    appa- 
rents   d'un  polyèdre  ,   — 

Supposons  qu'un  observa- 
teur placé  à  l'infini,  dans 
une  direction  perpendicu- 
laire au  plan  P,  regarde 
par  exemple  le  polyèdre 
ABCDE(^g.  a88).  Pourcet 
observateur,  les  faces  ABC, 
ACD,  ADE  sont  vues,  tan- 
dis que  les  faces  ABE  et 
BGDE  sont  cachées  ;  la 
ligne  polygonale  gauche 
faces  cachées  s'appelle  le  contour 


ABCDE  qui  sépare 
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apparent  du  polyèdre  par  rapport  au  pian  P,  et  sa  projection  abcde  sur 
le  plan  P  se  nomme  le  conloar  apparent  du  polyèdre  en  projectionsar 
le  plan  P  ;  ce  dernier  contour  jouit  de  lapropriété  de  contenir  à  son 
intérieur  les  projections  de  tous  les  points  de  la  surface  du  polyèdre. 

265.  Dans  l'épure  d'un  polyèdre,  il  y  a  alors  à  considérer  le  con- 
tour apparent  par  rapport  au  plan  horizonlal  ou,  plus  simplement,, 
le  contour  apparent  horizontal,  et  le  contour  apparent  par  rapport  au 
plan  vertical  ou,  plus  simplement,  le  contour  apparent  verlieal.  La 
projection  horizontale  do  premier  se  nomme  le  contour  apparent  en 
projection  horizontale;  la  projection  verticale  du  second  s'appelle  le 
contour  apparent  en  projection  verticale. 

266.  Il  est  évident  que  le  contour  apparent  par  rapport  à  chaque 
plan  de  projection  est  vu  tout  entier,  puisqu'il  limite  des  faces  vues  ; 
par  conséquent,  sa  projection  sur  le  plan  de  projection  correspon- 
dant doit  être  dessinée  en  trails  pleins  noirs.  Il  faut  ensuite  distin- 
guer, parmi  les  arêtes  du  polyèdre  projetées  à  l'intérieur  de  ce  con- 
tour, celles  qui  sont  vues  de  celles  qui  sont  cachées.  Relativement  aux 
polyèdres  convexes,  qui  sont  les  seuls  dont  nous  nous  occuperons 

dans  la  suite,  on  peut  faire  les  deux  remar- 
B  ques  suivantes  : 


["  Si  (es  projections  sar  an  plan  de  deux 
arêtes  AB  et  CD  d'un  polyèdre  se  croisent  à 
l'intérieur  de  la  projection  da  contour  appa- 
rent correspondant,  l'une  de  ces  arêtes  est 
~l  Due,  l'autre  est  cachée. 

En  effet,  le  rayon  visuel  aboutissant  au 
point    i  (fig.   aSg)  où  se  rencontrent  les 

Z Z /        projections   ab  et  cd  de  ces  deux  arêtes 

Fig,  îso  rencontre    nécessairement   le  polyèdre  en 

deux  points  Ii  et  h  appartenant  aux 
deux  arêtes  considérées,  et  en  ces  deux  points  seulement,  puisque  par 
hypothèse  le  polyèdre  est  convexe.  Or,  un  seul  de  ces  points  Ii  peut 
être  vu,  l'autre  h  est  nécessairement  caché  :  donc  l'arête  AB  sur 
laqueUe  se  trouve  le  point  vu  sera  vue  et  l'autre  sera  cachée. 

a"  Les  arêtes  aboutissant  à  un  sommet  n'appartenant  pas  au  contour 
apparent  sontvues  si  ce  sommet  est  vu,  cachées  si  le  sommet  considéré  est 
caché. 
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Cette  règle  est  évidente  d'elle-même.  Elle  n'est  d'ailleurs  plus 
applicable  si  le  sommet  que  l'on  considère  appartient  au  contour 
apparent. 


267.  Application.  —  Établir  la  ponclaalion  du  iMraèdre  ayant poar 
sommets  les  quatre  points  {a,  a"),  {b.  b'},  (e,  c').  {d,  d')  (flg.  ago), 

1°  Projection  horltonlale.  —  Le  contour 
apparent  en  projection  horizontale  est  le 
quadrilatère  abod,  à  l'intérieur  duquel 
se  projettent  horizontalement  tous  les 
points  du  tétraèdre  :  il  est  vu.  Des  deux 
arêtes  m  et  bd  qui  se  croisent  à  l'inté- 
rieur de  ce  contour.l'une  sera  vue,  l'au- 
tre cachée  (366,  i")  ;  or,  la  verticale  du 
point  m  où  se  coupent  les  deux  droites 
ac  et  bd  rencontre  l'arête  (ae,  a'c')  au 
point  (m,  m'j  et  l' arête  {bd,  b'd')  au  point 
(m,  m").  Gomme  le  point  (m,  m')  a  une 
cote  supérieure  à  celle  du  point  (m,  m"), 
il  est  vu,  et  il  en  est  de  même  de  l'aréte 
(ae,  a'c')  sur  laquelle  0  se  trouve  ;  au 
contraire,  l'arête  (bd,  b'd')  est  cachée. 
Par  suite,  la  droite  ac  doit  être  tracée 
n  et  la  droite  bd  en  pointillé, 

n  verticale.  —  Le  contour  apparent  en  projection,  verti- 
cale est  le  quadrilatère  a'b'c'd'  ;  il  est  vu.  Des  deux  arêtes  aV  et  b'd', 
qui  se  croisent  à  l'intérieur  de  ce  contour,  l'une  doit  êire  vue,  l'autre 
cachée  ;  or,  la  droite  de  bout  menée  par  le  point  n.'  où  se  coupent  les 
droites  aV  et  b'd'  rencontre  l'arête  (ac,  a'c')  en  {n.  n']  et  l'arête 
{bd,  b'd')  en  (ni,  n')  ;  c'est  ce  dernier  point  qui  a  le  plus  grand  éloi- 
gnement,  donc  l'arête  {bd,  b'd')  est  vue,  tandis  que  l'arête  {ac,  a'cT) 
est  cachée.  Par  suite,  la  droite  b'd'  doit  être  dessinée  en  trait  plein, 
la  droite  a'c'  en  pointOlé. 


.   trait  pleii 
ï°  Projeetio 


268.  Nous  aUons  maintoaant  appliquer  la  théories  exposées  dans 
les    chapitres   précédents  à  la   construction   de    certains  polyèdres 

Dans  ce  genre  de  problèmes  figurent  deax  sortes  de  données,   les 
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unes  qui  définissent  la  forme  et  la  grandeur  du  polyèdre  à  repré- 
senter, le»  autres  qui  déterminent  sa  position  par  rapport  au  pian  de 
projection. 

Il  est  impossible  de  formuler  une  règle  générale  sur  la  façon  d'uti- 
liser ces  données.  Dans  chaque  cas,  on  doit  s'inspirer  des  propriétés 
du  polyèdre  à  construire,  pour  le  constituer,  à  partir  des  éléments 
donnés,  au  moyen  des  constructions  les  plus  simples. 


Représentation  de  la  pyramide. 

269.  En  général,  pour  construire  vine  pyramide,  on  construit 
d'abord,  en  se  servant  des  données  du  problème,  les  projections  de  sa 
base,  puis  les  projections  de  son  sommet  ;  on  joint  ensuite  chacune 
des  projections  des  sommets  aux  projections  de  même  nom  de  tous 
les  sommets  de  la  base. 


270.  Problème  I.  —  Représenter 


la  projection  verticale 


pyramide  connaissant  sa  base 
dans  le  plan  horizontal,  sa 
haateur  et  le  pied  de  sa 
hauteur. 

Supposons  par  exemple 
que  la  base  soit  un  penta- 
gone situé  dans  le  plan 
horizontal  [flg.  agi).  On 
construit  ce  pentagone 
abcde  en  grandeur  et  po- 
sition ;  sa  projection  verti- 
cale a'b'e'd'  est  située  sur 
la  ligne  de  terre.  On  con- 
struit ensuite  le  pied  de 
la  hauteur  (h,  W)  qui  coïn- 
cide avec  la  projection 
horizontale  s  du  sommet 
de  la  pyramide  ;  quant  à 
on  l'obtient  en  portant  sur 
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la  ligne  de  rappel  da  point  s,  au-dessus  de  la  ligne  de  terre,  la  lon- 
gueur h's'  égale  à  la  hauteur  de  la  pjramide  ;  on  joint  ensuite  le  point 
s  à  tous  les  pointa  a,  b.  c,  d,  e,  et  le  point  s'  à  tous  les  points  a\ 
b'.  e',  d',  e':  on  a  ainsi  les  arêtes  latérales. 

La  ponctuation  ne  présente  aucune  difficulté  :  on  projection  hori- 
zontale, toutes  les  arêtes  sont  vues  ;  en  projection  verticale,  l'arête 
s'd'  est  seule  cachée. 


271.  Problème  II.  ■ —  Consiruire  un  tétraèdre  SA.BG  coimaissant 
les  tonguears  de  ses  six  arêtes,  et  en.  sapposant  la  face  ABC  horizontale. 

La  face  ABC  horizontale  se  projette  en  vraie'  grandeur  (19a),  et 
comme  l'énoncé  laisse  son  orientation  et  la  cote  de  son  plan  indéter- 


Fig.  592 

minées,  nous  la  supposerons  placée  dans  le  plan  horizontal  de  pro- 
jection. En  construisant  alors  sur  l'épure  {fig.  ags)  un  triangle  abc 
ayant  pour  côtés  les  longueurs  données  pour  les  arêtes  AB,  BC,  CA, 
nous  aurons  la  projection  horizontale  de  la  face  ABC  ;  sa  projection 
verticale  a'b'c'  est  située  sur  la  ligne  de  terre. 
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Cela  fait,  si  l'on  supposo  le  plan  de  la  face  SAB  rabaltu  sur  le  plan 
horizonlal,  on  aura  le  rahattement  s,  du  sommol  S  en  construisant 
le  triangle  S\ab  dont  on  connaît  les  trois  côtés,  savoir;  ab  déjà  con- 
struit, «lO  et  Sib  respeclivemenl  égaux  aux  longueurs  donnéus  des 
arêtes  SA  et  SB  ;  de  même,  si  l'on  suppose  le  plan,  de  la  face  SBG 
rabattu  sur  le  plan  horizontal,  on  aura  le  rabattement  s-i  du  som- 
met S  en  construisant  le  triangle  Sïbe  dont  on  connaît  encore  les 
trois  côtés. 

Si  l'on  relève  maintenant  les  deux  faces  rabattues,  il  est  évident, 
en  vertu  des  règles  établies  pour  le  relèvement  d'un  point,  que  la 
projection  horizontale  du  sommet  s  de  la  pyramide  se  trouve  à  l'in- 
tersection des  perpendiculaires  abaissées  respectivement  des  points  s, 
et  S'i  sur  les  charnières  des  rabattements  correspondants,  ab  et  bc. 

Il  reste  à  trouver  ensuite  la  projection  verticale  du  sommet  de  la 
pyramide,  et  pour  cela  il  suffit  de  connaître  sa  cote.  Menons  par  le 
point  s  la  parallèle  ssa  à  ab,  et  soit  ts  le  point  où  ss\  rencontre  ab  ;  du 
point  Q  comme  centre,  décrivons  le  cercle  de  rayon  «i  qui  coupe  ssj 
au  point  sj  ;  le  triangle  rectangle  smj  est  manifestement  le  triangle 
de  rabattement  du  sommet  S  considéré  dans  le  plan  de  la  face  SAB  : 
par  suite,  la  cote  de  ce  point  est  mesurée  par  la  longueur  ssj.  Sur  la 
ligne  de  rappel  du  point  s,  portons  alors,  à  partir  de  la  ligne  de  terre, 
la  longueur  as'  =:  ssj  t  le  point  s'  ainsi  obtenu  est  la  projection  ver- 
ticale du  sommet  de  la  pyramide. 

En  menant  sa,  sb,  se.  puis  s'a',  s'b'  et  s'c',  on  a  les  projections  des 
arêtes  latérales  de  la  pyramide, 

La  ponctuation  est  immédiate  :  sur  la  projection  horizontale,  la 
seule  arête  cachée  est  ac  ;  laprojection  verticale  est  vue  tout  entière. 

272.  Mesure  des  éléments  d'un  tétraÈdre.  —  Le  problèmepré- 
cédent  donne  le  moyen  de  trouver  les  grandeurs  liées  à  un  tétraèdre 
solide.  Pour  cela,  on  mesure  les  arêtes  de  ce  tétraèdre,  ce  qui  est  pos- 
sible, puisque,  situées  È  l'extérieur  du  solide,  elles  peuvent  se  prêter 
à  une  mesure  directe. 

Puis  en  réduisant,  si  besoin  est,  ces  longueurs  à  une  échelle  conve- 
nable (li),  on  construit,  comme  nous  venons  de  le  montrer,  les  pro- 
jections (ou  la  projection  cotée)  du  solide. 

Ensuite,  on  peut  déterminer,  par  exemple,  les  hauteurs  du  tétra- 
èdre en  cherchant  la  distance  d'un  sommet  au  plan  de  la  face  opposée 
(n°'   198  et  suivants).  C'est  ce  qu'on  a  fait  dans   l'épure  précédente 
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(fig.  aga)  pour  la  hauteur  issue  du  sommet  S,  hauteur  qui  est  égale 
B  la  cote  du  point  S,  à  cause  du  choix  particulier  du  plan  horizon- 
tal de  projection. 

On  peut,  de  même,  déterminer  les  dièdres  du  tétraèdre  (angle  de 
■deux  plans,  n°'  ai6  et  suivants). 

11  y  a  là  un  exemple  intéressant  de  l'emjjfoi  de  la  géométrie  des- 
criptive pour  la  détermination  de  longueurs  el  d'angles  qui  ne  se  prêtent 
pas  à  une  mesare  directe. 

Nous  nous  bornons  à  cette  seule  remarque  que  le  lecteur  pourra 
répéter  aisément  dans  les  exemples  suivants. 

273.  Problème  III.  .-  Dans  un  plan  de  bout  PaQ  [fig.  agS),  on 
donne  l'un  des  sommets  (a,  a')  d'un  rectangle  A-BCD  sltaé  dans  ce  plan. 
Ce  rectangle,  dont  on  connaît  les  dimensions,  est  la  base  d'une  pyra- 
mide de  hauteur  donnée  et  dont  toutes  les  arêtes  latérales  sont  égales . 
Construire  les  deux  projections  de  cette  pyramide. 

Pour  construire  les  projections  du  rectangle  ABCD,  on  rabat  le 
plan  PaQ  autour  de  sa  trace  horizontale  aP  ;  soientoi  le  rabattement 
du  point  {a,a')  et  atb,Cidi  le  rabattement  en  grandeur  et  position  du 
rectangle  donné.  On  relève  alors  horizontalement  le  sommet  61  en  b, 
au  moyen  de  la  droite  Osbi  qui  rencontre  la  charnière  en  3  et  se 
relève  en  pa  ;  puis  on  relève  de  la  même  manière  le  sommel  di  en  d, 
au  moyen  de  la  droite  ajrfi  qui  rencontre  la  charnière  en  S  et  se  relève 
en  Sa.  On  a  ainsi  les  projections  horizontales  ab  et  ad  de  deux  des 
côtés  du  rectangle  :  on  en  déduit  facilement  les  deus  autres  do  et  bc, 
respectivement  parallèles  à  ab  et  ad.  Quant  aux  projections  verticales 
qui  sont  des  sonimets  du  rectangle,  elles  s'obtiennent  immédiatement 
en  rappelant  leurs  projections  horizontales  en  a',  b',  e'.  d'  sur  la  trace 
verticale  du  plan  de  bout  donné. 

Reste  à  construire  ie  sommet  de  la  pyramide.  Toutes  les  arêtes 
■étant  égales,  le  pied  de  la  hauteur  coïncide  avec  le  cenlre  {o,o'i  du 
rectangle  de  base.  Les  projections  de  la  perpendiculaire  menée  par  ce 
point  au  plan  de  base  sont  les  droites  oe,  o'e'  respectivement  perpen- 
diculaires auï  traces  de  ce  plan  ;  comme  cette  perpendiculaire  est 
parallèle  au  plan  vertical,  la  hauteur  de  la  pyramide  se  projette  ver- 
ticalement en  vraie  grandeur,  et  l'on  obtient  la  projection  verticale  s' 
du  sommet  en  portant  sur  o'e'  la  longueur  o's'  égale  à  la  hauteur 
donnée  ;  on  en  déduit  sa  projection  horizontale  en  rappelant  s'  en  s 
sur  oe.   En  menant  ensuite  les  droites  {sa,  s'a'),  {sb,  s'b'),  (se,  s'c'). 
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(srf,  s'd'),  on  a  les  projecliona  des  arêtes  latérales  de  la  pyramide,  dont 
la  construction  se  trouve  ainsi  achevée. 

Pour  ponctuer  la  projection  horizoïitale  de  cette  pyramide,  on 


remarque  que  le  contour  apparent  en  projection  horizontale  est  le 
quadrilatère  sabc  ;  ce  contour  est  donc  va.  On  voit  ensuite  aisément, 
en  regardant  la  projection  verticale,  que  l'arête  (s6,  s'b')  est  la  plus 
haute;  donc  sa  projection  horizontale  sb  est  également  vue.  Enfin,  la 
projection  verticale  montre  aussi  que  le  sommet  {d,  d')  est  celui  qui 
a  la  cote  la  moins  élevée  ;  il  est  donc  nécessairement  caché  en  pro- 
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jcction  horizontale,  et  il  en  est  de  môme  des  projections  horizontales 
sd,  ad  et  cd  des  arêtes  aboutissant  à  ce  sommet. 

Sur. la  projection  verticale,  le  contour  apparent  s'b'd'  est  vu.  L'arête 
(se,  s'c')  étant  celle  qui  est  le  plus  en  avant  par  rapport  au  plan  verti- 
cal, ainsi  que  le  montre  la  projection  horizontale  de  la  pyramide,  sa 
projection  verticale  s'o'  est  nécessairement  vue.  Au  contraire,  on  voit 
que  l'arête  {sa,  s'a')  est  celle  qui  est  la  plus  rapprochée  du  plan  ver- 
tical ;  par  conséquent  elle  est  cachée  en  projection  verticale  par  la  sur- 
face opaque  de  la  pyramide. 


Construction  de  tétraèdres  réguliers  ou  trlreotaaglea. 

274.  Tétraèdre  réflulier.  —  Un  tétraèdre  est  dit  reijuJier  lorsque 
toutes  ses  arêtes  sont  égales.  Un  tel  polyèdre  est  donc  dcûni  par  la 
donnée  d'une  seule  longueur,  celle  de  son  arête. 

Pour  trouver  les  projections  d'un  tétraèdre  régulier  reposant  par  une 
face  sur  le  plan  horizontal,  on  peut  reprendre  les  constructions  itidi- 
quées  au  n"  271,  en  remarquant  que  l'on  a,  dans  ce  cas,  SA  =:  §B  =; 
se  ^  AB  =1  BC  =  CA;  ou  bien  on  peut  utiliser  la  remarque  suivante  : 


Chaque 


tétraèdre  régulier  se  projette  sur  la  fœe  opposée 
aa  centre  de  celle  face. 

En  effet,  si  s  désigne  la  projection  du 
sommet  S  sur  le  plan  ABC  {fig.  agi), 
comme  les  obliques  SA.  SB,  SC  sont 
égales,  elles  s'écartent  également  du 
pied  de  la  perpeudiculaii-e  sS  ;  on  a 
donc  sA  =:  sB  :^  sG,  ce  qui  montre 
bien  que  le  point  s  est  le  centre  du 
triangle  équilatcral  ABC. 


jTjg  5^^  27B.    Cette  remarque  permet    d'ef- 

fectuer facilement  la  mise  en  place 
du  tétraèdre,  si  l'on  suppose  la  face  ABC  horizontale.  On  con- 
struit d'abord  (Jî^. 295)10  triangle  équilaléral  abe  ayant  pour  côté  la 
longueur  donnée  de  l'arête  du  tétraèdre, réduite  à  l'échelle  du  dessin^ 
s'il  y  a  lieu.  Ce  triangle  est  la  projection  horizontale  de  la  face  ABC 
et  son  centre  s,  qu'on  détermine  au  moyen  de  deux  médianes  ou  de 
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deux  hauteurs,  est,  d'après  la  lomai  que  précédente,  la  projection  hori- 
zontale du  sommet  opposé  S.  En  rabat- 
tint  en'iuite  sur  k  plan  horizontal  le 
triangle  leUingle  ASs,  dont  on  connaît 
deux  Cote  sa  et  SA.  =;  ac,  le  rabattement 
wi  du  II  iisieme  tôte  Ss  donne  la  cote  du 
sommet  s  Cette  cote  aéra  positive  ou 
negatne  sunant  qu  on  suppose  S  au-des- 
sus ou  au  desiiousduplan  de  comparaison. 
"<"'  ^  "'     La  ponctuation  a  ae  faite  en  plaçant  S  au- 

dessui  du  plan  ABC    toutes  les  arêtes  sont 

alors  vues.  On  observeia  que  la  construction  de  la  cote  de  S  revient 

d'ailleurs  à  celle  de  !a  hauteur  du  tétraèdre . 

276.  Problème.  —  Dans  un  plan  P  défini  par  son  éckelle  de  pente 
{flg.  396),  on  donne  dtux  points  a{o)  et  (>(3). 

1°  Construire  un  des  triangles  équilaléraax  ABC  ayant  pour  côté  AB 
et  silaés  dans  le  plan  P. 

iP  Construire  la  projeotion  cotée  da  tétraèdre  régulier  ayant  pour 
base  ce  triangle  et  situé  au-dessus  du  plan  P. 

I»  Pour  construire  le  triangle  ABC,  on  rabat  le  plan  P  sur  le  plan 
de  comparaison  ;  te  point  0(0)  situé  sur  la  charnière  ne  bouge  pas. 
On  rabat  le  point  b{i)  de  l'échelle  de  pente  en  5i  h  l'aide  du 
triangle  rectangle  ^65'  qui  a  pour  côtés  b^  et  bb'  =  2  unités  de 
l'échelle  (177,  Règle).  Puis  sur  le  côté  aiii  ou  construit  le  triangle 
équilatéral  obici,  vraie  grandeur  de  la  base  rabattue. 

On  relève  ensuite  le  pointe,  en  c  à  l'aide  de  ta  droite  CiÈiî  relevée  en 
bi  et  de  la  perpendiculaire  cif  h  la  charnière  (190),  et  l'on  cote  le 
point  e  (approximativement  3,i)  à  l'aide  de  l'échelle  de  pente  du  plan 
P.  On  obtient  ainsi  la  projection  abc  de  la  base  du  tétraèdre. 

2'  Pour  définir  le  quatrième  sommet  S  du  tétraèdre,  on  cherche 
d'abord  le  pied  de  la  hauteur  issue  de  ce  sommet.  Comme  nous 
l'avons  fait  remarquer  (2'î4).  ce  pied  est  le  centre  du  triangle  de  base 
ABC  ;  sa  projection  est  donc  le  point  de  rencontre  t  des  médianes  am 
et  bn  de  abe  (8,  Conséq.  H).  On  cote  c  en  le  considérant  comme  un 
point  du  plan  P,  ou  encore  on  remarque  que  sa  cote  est  la  moyenne 
arithmétique  des  cotes  des  points  A,  B,  G     ( ^- — ^=(,8). 

Il  reste  maintenant  à  élever  au  point   t(  i  .8)  la  perpendiculaire  au 
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plan  P   el  à  porter  sur    celte   perpendiculaire  â  partir  de  '(: 
longueur  égale  à  la  hauteur  du  tétraèdre  régulier  d'arête  abt 


Déterminons  d'abord  la  longueur  de  la  hauteur  du  tétraèdre  en 
procédant  comme  au  no  375,  c'ost-à-dire  en  considérant  cette  lon- 
gueur comme  le  deuxième  côlc  de  l'argle  droit  d'un  triangle  rec- 
tangle dont  l'hypoténuse  est  égale  à  la  longueur  de  l'arête  et  dont 
l'autre  côlé  de  l'angle  droit  est  égal  au  rayon  du  cercle  circonscril  à 
l'une  des  [aces.  A  cet  eîfet,  construisons  le  centre  oidu  triangle  équi- 
latéral  abiCi  ;  ce  point,  qui  est  le  rabattement  du  point  11(1, 8)  lorsqu'on 
rabat  le  plan  P  sur  le  plan  de  comparaison,  s'obtient  à  l'aide  de  la 
droite  caj  rabattue  en  ci  j  et  de  la  parallèle  menée  par  a  à  l'échelle  de 
pente  du  plan.  En  construisant  alors  le  triangle  rectangle  cioisa  dont 
uici  est  un  côlé  de  l'angle  droit  et  donlThypolénuse  CiSî  ^  cibi.  nous 
avons  en  'iSa  la  ■vraie  grandeur  de  la  hauteur  du  tétraèdre  régulier. 
La  perpendiculaire  élevée  du  point  =(  i  ,8)  sur  le  plan  P  est  projetée 
suivant  001  (7^)  ;  comme  nous  avons  à  portor  une  certaine  longueur 
sur  cette  droite,  rabattons  le  plan  vertical  qui  la  projette  sur  le  plan 
horizontal  passant  par  le  point  a(i,8}.  Le  rabattement  de  la  perpcn- 
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diculaire  que  nous  voulons  construire  est  une  droite  qui  passe  évi- 
demment par  tr,  puisque  le  poiQt<r(i,8)  appartient  à  la  charnière; 
d'autre  part,  cette  droite  doit  faire  avec  la  charnière  asi  l'angle  com- 
plémentaire de  l'angle  que  fait  le  plan  P  avec  le  plan  horizontal, 
angle  qui  est  par  conséquent  égala  l'angle  b^ij'  du  triangle  de  rabatte- 
ment du  point  6[i)  construit  au  début  ;  d'après  cela,  on  voit  que  la 
perpendiculaire  élevée  au  plan  P  par  le  point  <r(i,8)  doit  se  rabattre 
suivant  la  perpendiculaire  «d'  abaissée  de  o  sur  pb'. 

Portons  ensuite  sur  id'  la  longueur  as'  égale  à  la  distance  ais^,  nous 
avons  en  s' le  rabattement  du  sommet  S  :  ce  sommet  se  relève  en  s, 
sur  trot,  et  sa  cote  est  égale  à  1.8  augmenté  du  nombre  mesurant  ss' 
(approximativement  ^dans  l'épure  3,6).  s(3,6)  0(0)  b{s)  e(3,i)  est  donc 
le  tétraèdre  cherché. 

Ponctuation.  —  Le  contour  apparent  sacb  est  vu.  Pour  ponctuer  les. 
arêtes  se  et  ab  qui  se  coupent  à  l'intérieur  de  ce  contour  apparent, 
on  remarque  aisément  que  la  verticale  du  point  n  où  se  coupent  ces 
droites  rencontre  l'arctc  SC  au-dessus  de  l'arête  AB  :  donc  se  est  vue, 
ab  est  cachée. 

277.  Problème.  —  Construire  laprojection  cotée  d'an  tétraèdre 
régulier  ayant  deux  arêtes  opposées  horizontales. 

Remarquons  d'abord  que  dans  un  tétraèdre  régulier  tes  arêtes  opposées 

sont  orthogonales  et  que  ta  droite  qui  joint  tes  milieux  de  ces  arêtes  est  en 

g  même  temps  leur  perpendiculaire  commune. 

En  effet,  soient  I  et  J  les  milieux  des 

arêtes  opposées  SA  etBC  (ftg.  397)  ;  comme 

le  tétraèdre  est  régulier. 

es  :^  CA     et      BS  =  BA  ; 
par  suite,  les  deux  points  G  et  B'  équidis- 
tants  de  S  et  A  sont  dans  le  plan  Q  per- 
pendiculaire à   SA   en  son  milieu  I.  Il  en 
B  résulte  :  1°  que  l'arête   SA  est  orthogonale 

p.     ^gj  à  BC,  droite  du  plan  Q;  a''qu'eUeest  aussi 

perpendiculaire  à  U,  droite  du  plan  Q. 
Pour  une  raison  analogue,  IJ  est  aussi  perpendiculaire  à  BC,  ce 
qui  démontre  la  proposition. 

Soit  alors  SABC  un  tétraèdre  régulier  dont  les  arêtes  opposées  SA 
et  BC   sont  placées  horizontalement. 
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La  droite  joignant  les  milieux  des  arêtes  horizontales  SA  et  BC  du 
tétraèdre     donné,     étant,     comme    nous 
s  de  le   rappeler,  la  perpendiculaire 
ces  arêtes,  est  verticale;  par 
suite,   les  deuK  arêtes  SA.  et  BC  se  pro- 
jettenthorhonlalement  en  vraie  grandeur 
[Jîg.  ag8|  suivant  deux  segments  égaux  sa 
"I"  et  bc  96  coupant  en  leurs  milieux,  à  angle 
droit  ;    la  longueur  de   ces  segments   est 
d'ailleurs  égale  à-  celle  des  arêtes  du  tétra- 
^    Èdre.  Quant  aux  autres  arêtes,  elles  sont 
'  projetées  horizontalement  suivant  les  côtés 
du  carré  sbea. 

Les   arêtes  horizontales  sont    projetées 
verticalement  suivant  deux  segments  s'a' 
et  b'e'  perpendiculaires  aux  lignes  de  rappel 
PI    ^g  et  distants  l'un  de  l'autre  d'une  longueur 

égale  à  IT.  Or,  il  est  évident  que  la  droite 
IJ  a  même  longueur  que  la  droite  MN,  joignant  les  milieux  des 
arêtes  opposées  AB  et  8C  ;  comme,  d'autre  part,  cette  droite  MN  est 
horizontale  (elle  est  située  dans  le  plan  horizontal  équidistant  des 
plans  horizontaux  contenant  SA  et  BC),  elle  se  projette  horizontale- 
ment en  vraie  grandeur  en  mn.  Par  suite,  la  distance  des  segments 
s'a'  et  b'c'  est  aussi  égale  à  mn.  Ayant  alors  choisi  la  droite  b'e'  sui- 
vant laquelle  se  projette  verticalement  la  plus  basse  des  arêtes  hori- 
zontales données,  la  plus  haute  de  ces  arêtes  se  projettera  sur  la 
parallèle  à  cette  droite  menée  à  une  distance  égale  à  mn  (ou  ab) 
dans  le  sens  des  cotes  croissantes.  On  aura  ensuite  immédiatenient 
les  projections  verticales  des  quatre  sommets  du  tétraèdre  en  menant 
les  lignes  de  rappel  de  leurs  projections  horizontales. 

La  ponctuation  ne  présente  aucune  difûculté  :  nous  laissons  au 
lecteur  le  soin  de  la  justilier. 

278.  Tétraèdre  trivectangle. —  Un  tétraèdre  SABG  [fig.  agg)  est 
dit  trirectangle  en  S  lorsque  les  trois  arêtes  aboutissant  en  S  sont 
deux  à  deux  rectangulaires. 

Dans  un  toi  tétraèdre,  le  sommet  S  se  projette  sur  le  plan  de  la  face 
opposée  au  point  de  rencontre  des  haalears  de  cette  face. 

En  effet,  soit  s   la  projection  de  S  sur  le  plan  de  la  face  ABC.  La 
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droite  es,  perpendiculaire  par  hypothèse  aux  deux  droites  AS  et  BS 

est  perpendiculaire  à  leur  plan  ASB,  et  par  suite  perpendiculaire  à  la 
droite  AB  de  ce  plan.  La  droite  Ss,  perpen- 
diculaire au  plan  ABC,  est  également  per- 
pendiculaire à  AB.  La  droite  AB,  étant 
ainsi  perpendiculaire  aux  deux  droites  GS 
et  Ss,  est  perpendiculaire  à  leur  plan,  et 
par  suit*  perpendiculaire  aussi  à  la  droite 
Cs  contenue  dans  ce  plan  ;  autrement  dit 
Cs  est  une  hauteur  du  triangle  ABC.  On 
verrait  de  la  même  manière  que  Aï  et  Bs 

sont  les  deux  autres  hauteurs  du  triangle  ABC;  donc   s   est  bien  le 

point  de   concours  des  hauteurs  de  ce  triangle. 


_àlffi_jm 


279.  Problème.  —  Construire  la  projection  cotée  d'an  tétraèdre 
SABC,  trirectangle  en  S,  el  reposant  par  la  face  ABC  sur  le  plan  de 
comparaison. 

Soit  a(o)  &(o)  0(0)  [flg.  3oo)  la  base  du  tétraèdre  dans  le  plan  hori- 
zontal, n  résulte  de  la  propriété  précédente  (378!  que  la  projection 
du  sommet  S  est  le  point  de  rencontres  des  hauteurs  du  triangle  abc. 
Pour  obtenir  la  cote  de  S,  on  remarque  que  si  l'on  désigne  par  CH  la 
hauteur  issue  de   C  dans  le  triangle 
ABC  {fiy.  399),  ie  triangle  CSH   est 
rectangle  en    S  :  en  eJTet,  CS  per- 
pendiculaire au  plan  ASB  est  per- 
pendiculaire à    la   droite  SU  conte- 
nue dans  ce  plan. 

Si  l'on  rabat  alors  le  plan  vertical 
qui  contient  le  triangle  rectangle 
CSH  sur  le  plan  de  comparaison,  le 
sommet  de  l'angle  droit  S  se  rabat. 
d'une  part,  sur  la  circonférence  de  diamètre  cft  {fig.  3oo],  et  d'autre 
part,  sur  la  perpendiculaire  élevée  à  eh  au  point  s  ;  l'intersection  de 
cette  perpendiculaire  avec  la  circonférence  donne  le  rabattement  si 
de  S  ;  la  distance  ss,  est  la  cote  cherchée  du  sommet  S  (approxima- 
tivement a  unités  3  dixièmes  de  l'échelle). 


Remarque.  -—  La  construction  précédente  ne  dcterm 


a  cote  du 
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point    S  que  si  s   est  entre  c  et  h,  à  l'intérieur  du  triangle,  ce  qui 
exige  que  les  trois  angles  du  triangle  abc  soient  aigus. 

Ponùlualion.  —  On  a  ponctué  le  tétraèdre  en  supposant  la  cote  de 
S  positive.  En  la  supposant  négative,  on  aurait  obtenu  le  tétraèdre 
symétrique  de  celui  qu'on  a  représenté  par  rapport  au  plan  de  com- 
paraison. 

i  IV. 

Représentation  du  prisme. 

280.  En  général,  pour  construire  un  prisme  limité  à  deux  bases 
parallèles,  on  donne  l'une  des  bases  en  grandeur  et  position,  la  direc- 
tion des  arêtes,  et  enfin  la  longueur  de  ces  arêtes,  ou  bien  encore  la 
hauteur  du  prisme. 

281.  Problème  I,  —  Consiraire  les  projections  d'an  prisme  ayant 
nne  base  dans  te  plan  horizontal  et  dont  on  connaU  la  longueur  des 
arêtes. 


Fig.  301 

Supposons  que  la  base  située  dans  le  plan  horizontal  soit  le  qua- 
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diilatère  abcd  {fig.  3oi)  en  grandeur  et  position  ;  sa  projeclion  verli- 
cale  a'b'e'd'  est  tout  entière  sur  la  ligne  de  terre. 

Soit  maintenant  (mn.  m'n')  la  direction  des  arêtes  du  prisme  cher- 
ché; en  menant  par  le  point  (a,  a'j  la  parallèle  {ap,  a'p')  à  cette 
droite,  on  a  l'une  des  arêtes  du  prisme  en  position.  It  faut  alors 
obtenir  le  sommet  de  la  base  supérieure  situé  sur  cette  arête;  pour 
cela,  on  doit  porter  sur  la  droite  (ap,  a'p')  et  à  partir  du  point  (a,  rf), 
une  longueur  égale  à  la  longueur  donnée  des  arêtes  du  prisme. 

Pour  cela  (197),  rahattons  le  plan  vertical  ap  projetant  horizontale- 
ment la  droite  sur  le  plan  horizontal.  Le  point  a  situé  sur  la  charnière 
ne  bouge  pas  ;  le  point  {p,p'j  se  l'abat  en  p,  sur  la  perpendiculaire 
menée  par  p  à  la  cbaraière  ap  et  à  une  distance  de  p  égale  à  sa  cote 
Tzp'.  Portons  alors  sur  apt,  à  partir  de  a,  une  longueur  aei  égale  h  la 
longueur  donnée  des  arêtes  du  prisme  ;  le  point  ei  est  le  rabattement 
du  sommet  de  la  base  supérieure  appartenant  à  l'arête  considérée  ; 
en  abaissant  alors  la  perpendiculaire  «le  sur  ap,  on  a  la  projection 
horizontale  e  de  ce  sommet  ;  sa  projection  verticale  e'  est  à  l'intersec- 
tion de  a'p'  et  de  la  ligne  de  rappel  et. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  mener  les  segments  bf,  cg,  dh  égaux  et 
parallèles  au  segment  ae,  et  à  construire  le  quadrilatère  efgk  pour 
avoir  la  projection  horizontale  complète  du  prisme.  Quant  à  la  pro- 
jection verticale,  elle  s'achève  en  menant  par  les  points  b',  c'  et  d'  les 
parallèles  à   a'e',   qu'on  limite  à  la  parallèle   à  xy   menée  par  le 

Ponctuation.  —  Sur  la  projeclion  horizontale,  le  contour  apparent 
est  le  polygone  abcghe  ;  ce  contour  est  donc  vu.  Les  projections  hori- 
zontales des  deuï  arêtes  (6/,  b'f)  et  (cd,  c'd)  se  rencontrant,  l'une  de 
ces  arêtes  est  vue  en  projection  horizontale  tandis  que  l'autre  est 
cachée .  or,  l'arête  {ed,  dd')  étant  tout  entière  dans  le  plan  horizontal 
est  manifestement  au-dessous  de  (6/,  6'/')  ;  donc  cd  est  cachée  et  6/ est 
vae.  Le  sommet  d,  qui  n'appartient  pas  au  contour  apparent,  étant 
sur  une  arête  cachée  cd  est  lui-même  caché,  ainsi  que  les  deux 
autres  arêtes  ad  et  dh  qui  y  aboutissent.  A.u  contraii'e  te  sommet  /, 
qui  n'appartient  pas  non  plus  au  contour  apparent,  est  va  comme 
appartenant  à  une  arfile  vue  bf;  donc  les  deux  autres  arêtes  ef  et  fg 
aboutissant  à  ce  sommet  sont  également  vaes. 

En  projection  verticale,  le  contour  apparent  est  le  parallélogramme 
b'f'h'd';  il  est  donc  vu.  Le  sommet  c'  est  va,  tandis  que  le  sommet 
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a'  est  caché  ;  comme  ces  sommets  ne  sont  pas  sur  Iccontour'apparcnt, 
l'arête  e'g'  est  vae.  l'arête  a'e'  est  cachée. 

Remarque.  —  Si,  au  lieu  de  donner  la  longueur  des  arêtes,  on 
donnait  la  hauteur  du  prisme,  les  constructions  seraient  sirapliflées. 
En  eiret,  on  aurait  immédiatement  les  projections  verticales  des  som- 
mets de  la  base  supérieure  à  l'intersection  de  la  parallèle  f'h'  menée 
à  xy,  à  une  distance  de  cette  droite  égale  à  la  hauteur  donnée,  avec 
les  parallèles  à  m'n'  menées  par  les  points  a',  b',  e',  d'.  Les  projections 
horizontales  de  ces  sommets  s'obtiendraient  ensuite  en  rappelant  res- 
pectivement leurs  projections  verticales  sur  les  porallÈles  à  mil  menées 
par  les  points  a,  b,  c,  d. 

282.  Problème  II.  —  Pour  définir  un  paraltétépipède  ABCDEFGH 
[Jig.  3oa),  on  se  donne  les  projections  cotées  de  quatre  sommets  a(i), 
b{i),e{/t),J{io}apparUnant  aux  trois  arêtes  concourant  en  b^5){flg.  3o3). 
Trouver  la  projection  cotée  du  solide  et  la  ponctuer. 

1°  Projection.  —  Les  faces  du  parallélépipède  sont,  par  définition, 
des  parallélogrammes;  leurs  côtés 
opposés,  qui  sont  parallèles,  ont 
leurs  projections  parallèles  {6)  ; 
par  suite,  toutes  les  faces  se  pro- 
jettent suivant  des  parallélo- 
grammes. On  déterminera  donc, 
de  proche  en  proche,  les  projec- 
tions des  sommets  inconnus,  en 
achevant  les  parallélogrammes 
abcd,  bcgf,  abfe  puis  efgh. 

Los  segments  AE  et  BF,  égaux 
et  parallèles  dans  l'espace,  se  pi'o- 
jeltent  suivant  des  segments 
égaux  et  paiallèles  ae  et  b/;  en  outre,  la  différence  des  cotes  des 
points  E  et  A  est  la  même  que  celle  des  points  F  et  B  ;  elle  vaut 
donc  7  unités:  par  suite,  le  point  E  a  pour  cote  i  -i-  7  =:  8.  On 
obtient  de  la  même  façon  les  cotes  des  autres  sommets. 

a"  Ponctuation.  —  Le  contour  apparent  abfghd  est  vu.  En  considé- 
rant le  point:  commun  à  ed  et  eh,  on  voit,  d'après  les  cotes  des 
sommets,  que  la  verticale  de  ce  point  coupe  CD  en  un  point  de  cote 
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311  un  point  de  cote  si;périeure  à  8.  L'arête 
e{8)  h(g)  est  donc 
vue  et  l'arfite  c(i) 
rf(a)  est  cachée.  Par 
suite.  Jcs  arfites  qui 
concourent  en  e 
sont  vues  et  celles 
qui  concourent  en  c 
sont  cachées. 


283.     Ppohiéme 
III.— Cons/riiireies 
projections  d'un  cube  ayant  une  face  dans  le  plan  déterminé  par  le  point 
{b,   b')  et  l'horhontale  {ai;  a'i')  (Jig.  3o4),  sachant  que  deux  des  som- 
mets de  cette  face  coïncident  avec  les  points  {a,  a')  et  (b,  b'). 

Pour  construire  la  face  du  cube  située  dans  le  plan  donné,  rabat- 
tons ce  plan  autour  de  l'horizontale  {ai,  a'i']  ;  le  point  (a,  a']  ne  bouge 
pas,  puisqu'il  est  sur  la  charnière  du  rabattement;  le  point  {b,  b')  se 
rabat  en  61  au  moyen  du  triangle  rectangle  b^ba  dont  les  côtés  de 
l'angle  droit  sont  respectivement  égaux  aux  distances  des  projections 
de  ce  point  aux  projections  de  même  nom  de  la  charnière  (bb^  :=  6'Pi) 
(17(1,  Règle).  Cela  fait,  en  construisant  sur  le  segment  abt  le  carré 
abicidi.  on  a,  en  vraie  grandeur,  le  rabattement  delà  face  considérée. 

Le  sommet  Ci  étant  ensuite  relevé  en  (c,  e')  au  moyen  de  la  droite 
auxiliaire  ftiCi  (187),  qui  rencontre  la  charnière  en  (•j',  Y)  ^'  ^^  relève 
en  (by,  b'y'),  on  a  immédiatement  les  projections  {ab,  a'b'}  et  {bc,  b'c') 
de  deux  des  côtés  du  carré  rabattu  en  ab,e,di;  on  en  déduit  facilement 
les  projections  des  deux  autres  côtés  {ad,  a'd')  et  (cd,  c'd'),  puisque  ces 
projections  sont  respectivement  parallèles  aux  projections  de  même 
nom  des  deux  côtés  déjà  tracés.  On  obtient  ainsi  séparément  les  pro- 
jections d  et  d'  du  quatrième  sommet  du  carré,  et  l'on  vérifie  l'exac- 
titude des  constructions  précédentes  en  s'assurant  que  ces  projections 
sont  sur  une  même  ligne  de  rappel. 

Il  reste  maintenant  îi  construire  Sa  face  du  cube  opposée  à  la  face 
(abcd,  a'b'c'd'j.  Ces  deux  faces  étant  réunies  par  des  arêtes  perpendicu- 
laires à  leurs  plans,  après  avoir  construit  la  droite  de  front  (aj,  a'j) 
du  plan  donné,  menons  la  droite  ap  perpendiculaire  à  ai  et  la 
droite  o'p' perpendiculaire  à  a'f  :  nous  avons  ainsi  les  projections  ap 
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et  a'p'  do  la  perpondiculalre  élevée  en  (a,  a')  au  plan  déterminé  par 
Je  point  {b,  b')  et  l'horizontale  >ai,  a'ï),  c'est-à-dire  la  droite  suivant 


laquelle  est  dirigée  la  troisième  des  arêtes  du  cube  aboutissant  au 
point  (a,  a'j.  Pour  obtenir  le  deuxième  sommet  appartenant  à  cette 
acfite,  il  faut  porter  sur  la  droite  (ap,  a'i/],  à  partir  du  point  {a,  a'). 
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une  longueur  égale  à  celle  des  arêtes  du  cube,  c'est-à-dire  égale  à  l'un, 
des  côtés  du  carré  abjCidi.  Pour  cela,  marquons  un  point  quelconque 
(p,  p')  sur  la  droite  {ap.  a'p')  et  rabattons  le  plan  vertical  projetant 
celte  droite  sur  le  plan  horizontal  a'i';  le  point  (a,  a')  étant  sur  la 
charnière  ne  bouge  pas,  et  le  point  (p,  p')  se  rabat  en  pi  sur  la  per- 
pendiculaire élevée  en  p  à  ap,  à  une  distance  pp,  de  cette  droite  égale 
à  sa  distance  pV  au  plan  horizontal  de  rabattennent.  La  droite 
(ap,  a'p')  est  donc  rabattue  en  api,  et  si  l'on  porte  sur  ce  rabattement 
la  longueur  aei  =^  a6i,  on  obtient  en  et  le  rahattement  du  sommet 
cheiche  la  piojcctijn  horizontale  de  ce  sommet  est  alors  le  pied  e  de 
la  perpendiculaire  abaissée  de  ei  sur  ap,  et  sa  projection  verticale  est 
le  point  e  ou  la  bgne  de  rappel  du  point  e  rencontre  a'p'. 

Gonnussant  les  projections  d'une  base  du  cube  et  celles  d'une 
arête  literdle  fae  ae ),  la  représentation  s'achève  sans  difficulté  en 
menant  par  chacun  des  autres  sommets  {b,  b'),  [c,  e'),  [d,  d')  obte- 
nus précédemment  des  segments  égaux  et  parallèles  au  segment 
{ae  a  e  ]  On  obtient  ainsi  les  deux  projections  du  cube  abcdefgh 
etabed  efg  h . 

Ponetuation.  —  En  projection  horizontale,  le  contour  apparent  est 
le  polygone  abfghd;  il  est  donc  vu.  Les  arêtes  projetées  en  6c  et  ej  se 
croisent  au  point  m  ;  or,  la  verticale  de  ce  point  rencontre  dans 
l'espace  la  première  de  ces  arêtes  en  un  point  (m,  m']  plus  bas  que  le 
point  (m,  m")  où  elle  rencontre  la  seconde  ;  donc  bs  est  cachée  tandis 
que  e/est  vue.  Le  point  e  n'appartenant  pas  au  contour  apparent  et 
étant  situé  sur  une  arête  vue  est  également  vit;  de  même,  les  deux 
autres  arêtes  c/et  eh  aboutissant  à  ce  sommet  sont  vaes.  Aucontraire, 
le  sommet  c,  qui  n'appartient  pas  non  plus  au  contour  apparent  et 
qui  se  trouve  sur  une  arête  cachée  bc,  est  également  caoliA  ;  donc 
les  deux  autres  arêtes  cd  et  cif  aboutissant  à  , ce  sommet  sont  ca- 

Bn  projection  verticale ,  le  contour  apparent  est  le  polygone 
b'(^d'h'e'f  :  il  est  donc  vu  ■  Les  deux  arêtes  projetées  en  a'e'  et  g'h'  se 
croisent  au  point  n';  or,  la  droite  de  bout  menée  par  ce  point  ren- 
contre la  première  de  ces  arêtes  au  point  {ni,  n'),  plus  en  avant  par 
rapport  au  plan  vertical  que  le  point  (lia,  n'}  où  elle  rencontre  la 
deuxième;  donc  a'e'  est  vue,  h'g'  est  cachée.  Le  sommet  a',  apparte- 
nant à  l'arête  vue  a'e',  est  également  vu,  et  il  en  est  de  même  des 
arêtes  tib'  et  rfri'  aboutissant  à  ce  sommet.  Au  contraire,  le  sommet 
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3',  appartenant  à  l'arête  cachée  g'h',  est  caché,  et  il  en  est  de  r 
des  deux  arêtes  (/g'  etfg'  aboutissant  à  ce  sommet. 


EXERCICES 


1.  Construire  un  tétraèdre  SA.BC  ayant  une  face  donnée  ABC  dans 
le  plan  horizontal  et  connaissant  en  outre  : 

1"  les  trois  dièdres  ayant  pour  arêtes  les  côtés  du  triangle  ABC  ; 

3°  les  pentes  des  trois  faces  qui  passent  par  le  sommet  S  ; 

3°  les  angles  SAB,  SAC  et  le  dièdre  BC  ; 

4°  les  dièdres  d'arêtes  AB  et  AC,  et  la  hauteur  relative  à  la  face  ABC  ; 

5°  l'angle  SAB,  la  longueur  de  l'arêle  SA  et  la  pente  de  la  face  SBC  : 

6°  les  angles  SAB,  SAC  et  la  longueur  de  l'arête  SA  ; 

7°  les  angles  SAB,  SAC  et  la  hauteur  relative  à  la  face  ABC  ; 

8°  les  longueurs  des  arêtes  SB  et  SC  et  la  hauteur  relative  à  la  face 


10°  les  longueurs  des  hauteurs  issues  des  trois  sommets  S,A,B  : 
II"  les  longueurs  des  trois  hauteurs  issues  des  trois  sommets  A,B,C. 
12.  Construire  un  tétraèdre  connaissant  ; 
1°  les  projections  horizontales  de  ses  quatre  sommets  A.B.CD  ; 

3°  trois  plans  donnés  contenant  respectivement  les  trois  sommets 
A,B,C  : 
3°  sachant  que  l'arête  CD  est  orthogonale  à  AB. 

{Navale.) 


i"  soit  la  projection  cotée  du  point  de  rencontre  des  médianes  de 
la  face  opposée  k  ce  sommet; 
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2"  soit  la  projection  cotée  du  point  où  se  renconirent  les  droites 
joignant  chaque  sommet  au  point  de  concours  des  médianes  de  la 
face  opposée. 


Tétraèdre  rég aller. 

!4.  Construire  les  projections  d'un  tétraèdre  régulier,  sachant  que 
l'un  des  sommets  est  dans  le  plan  horizontal  et  que  parmi  les  trois 
arêtes  aboutissant  à  ce  sommet  l'une  est  ferticale,  tandis  qu'une 
autre  fait  un  angle  de  80°  avec  le  plan  vertical. 

(Baccalauréat.) 

Lsde 


e  sommet  est  dirigée  s 


16.  Construire  la  projection  cotée  d'un  tétraèdre  réguliei 
sant  les  projections  cotées  de  deux  sommets  a(o),  5(3)  et  la  projection 
delà  droite  an  qui  porte  une  autre  arête  issue  du  sommet  a(o). 

17.  Construire  un  tétraèdre  régulier,  connaissant  son  centre  (point 
de  concours  des  hauteurs  du  tétraèdre)  et  sachant  que  l'une  des  arêtes 
doit  se  trouver  sur  une  droite  donnée. 

18.  Construire  un  tétraèdre  régulier  dont  on  donne  un  sommet  sur 
la  ligne  de  terre,  sachant  que  la  face  opposée  est  dans  un  plan  donné 
et  a  un  côté  horizontal. 


Tétraèdre  trireciangle, 

19.  Construire  un  tétraèdre  SABC  trirectangle  en  S,  connaissant  les 
projections  des  sommets  S  et  A  et  la  projection  horizontale  de  l'arête 
SB.  On  suppose  la  face  ABC  horizontale. 

20.  Construire  un  tétraèdre  SABC  trirectangle  en  S,  connaissant  les 
projections  horizontales  des  trois  arêtes  issues  de  S  et  la  trace  hori- 
zontale de  l'une  d'elles.  On  suppose  en  outre  la  face  ABC  horizontale. 

21.  Construire  un  tétraèdre  SABC  trirectangle  en  S,  connaissant 
les  projections  horizontales  des  sommets  A,B,S.  On  suppose  en  outre 
la  face  ABC  horizontale. 

22.  Construire  u 
projections  des  tro 
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23.  Une  pyramide  régulière  à  base  hexagonale  repose  sur  le  plan 
de  comparaison  par  une  de  ses  faces  latérales.  Trouver  sa  projection 
cotée,  connaissant  les  longueurs  de  son  arête  latérale  et  du  côté  de  la 


24.  On  donne  les  projections  d'un  point  A.  et  d'une  droite  D.  Con- 
struire d'abord  le  triangle  équilatéral  ayant  un  de  ses  sommets  en  A. 
et  les  deux  autres  sommets  sur  la  droite  D  ;  construire  ensuite  le 
prisme  droit  de  hauteur  donnée  ayant  ce  triangle  comme  base, 

25.  Un  prisme  droit  ABCDAiBidDi  de  hauteur  donnée  a  pour 
hases  les  deux  quadrilatères  ABGD  et  A|B|C,Di.  On  donne  les  projec- 
tions horizontales  et  verficales  des  sommets  A,  B,  C,  ainsi  que  la 
projection  horizontale  du  point  D.  Construire  les  deux  projectious 
du  prisme. 

26.  On  donne  dans  un  plan  de  bout  deux  points  0  et  A  par  leurs 
projections.  Le  point  0  est  le  centre  d'un  pentagone  régulier  situé 
dans  ce  plan  et  l'un  des  sommets  de  ce  pentagone  coïncide  avec  le 
point  A.  Construire  les  projections  d'une  pyramide  régulière  ayant 
ce  pentagone  pour  base,  connaissant  en  outre  la  longueur  de  sesarêtes 
latérales. 


38.  Construire  les  projections  d'un  parallélépipède  droit,  connais- 
sant les  projections  de  deux  arêtes  consécutives  de  l'une  des  .bases, 
*insi  que  la  hauteur  du  parallélépipède  relative  à  cette  base. 

29.  Construire  les  projections  d'un  parallélépipède,  connaissant  les 
projections  de  trois  arêtes  non  situées  deux  à  deux  dans  un  même  plan. 

30.  On  donne  un  carré  ABCD  dans  le  plan  horizontal  ;  construire 
les  projections  d'un  parallélépipède  de  hauteur  donnée  ayant  ce  carré 
comme  base,  connaissant  en  outre  les  angles  dièdres  que  font  avec  le 
plan  horizontal  les  faces  latérales  passant  respectivement  par  les  côtés 
AB  et  BC  du  carré.  Combien  y  a-t-ii  de  solutions  ? 

3i.  Construire  un  parallélépipède,  connaissant  : 
1°  soit  trois  sommets  d'une  même  face  et  le  centre  de  la  face  opposée; 
2°  soit  deux  sommets  situés  aux  extrémités  d'une  diagonale  et  les 
trois  directions  d'arêtes. 
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32.  On  donne  les  projections  horizontales  de  tous  les  sommets  d'un 
parallélépipède  rectangle  et  la  projection  verticale  d'un  seul  de  ses 
sommets.  Déterminer  les  projections  ■verticales  des  antres  sommets. 


33.  Un  cube  d'arête  donnée  repose  par  une  de  ses  faces  sur  le  plan 
de  comparaison.  Représenter  le  cube  symétrique  par  rapport  à  une 
droite  donnée, 

34.  Construire  un  cube,  qui  a  une  diagoriale  donnée  dans  un  plan 
de  front,  sachant  qu'une  deuxième  diagonale  se  trouve  dans  le  même 
plan. 


36.  Construire  un  cube,  connaissant  les  projections  cotées  a(o).  b(ô) 
de  deux  sommets  d'une  même  arête  et  la  projection  bc  d'une  autre 
arête  passant  par  b|5). 

37.  Construire  un  cube,  connaissant  les  projections  (a.  a'),  {b,  b'] 
de  deuï  sommets  d'une  même  arête  et  la  projection  horizontale  ag 
de  la  droite  qui  porte  la  diagonale  du  cube  issue  de  (a,  a'). 

,38.  Construire  un  cube,  connaissant  les  projections  (a,  a'),  le.  o')  de 
deux  sommets  opposés  de  la  base  et  sachant  que  la  diagonale  du 
cube  issue  de  (a,  a')  rencontre  une  droite  donnée. 

39.  Représenter  un  cube  ayant  une  diagonale  verticale,  (On  remar- 
quera d'abord  que  les  extrémités  des  trois  arêtes  issues  d'un  sommet 
de  la  diagonale  considérée  sont  dans  un  même  plan  horizontal,  qui 
partage  cette  diagonale  en  deux  segments  dont  l'un  est  double  de 
l'autre). 

Polyèdres. 

40.  Dans  un  cube,  on  considère  les  huit  plans  passant  par  les  milieux 
des  trois  arêtes  qui  aboutissent  à  un  même  sommet.  Représenter  l'octa- 
èdre limité  par  ces  plans . 

41.  Par  chaque  sommet  d'un  parallélépipède,  on  mène  le  plan 
parallèle  à  celui  qui  contient  les  trois  sommets  voisins;  représenter  le 
polyèdre  convexe  limité  par  ces  huit  plans. 
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SECTIONS  PLANES  DES  PYRAMIDES 
ET  DES  PRISMES 


Sections  planes  des  polyèdres. 

284.  La  section  d'un  polyèdie  par  un  plan  est  un  polygone  dont 
les  côtés  sont  les  droites  d'intersection  des  diverses  faces  du  polyèdre 
et  du  plan  sécant,  et  dont  les  sommets  sont  les  points  de  rencontre 
des  arêtes  et  de  ce  plan.  De  là,  deux  méthodes  pour  déterminer  la 
section  d'un  polyèdre  par  un  plan. 

1"  Méthode.  —  On  détermine  successivement  les  divers  côtés  du 
polygone  d'intersection  et  l'on  est  ramené  ainsi  au  problème  de  l'in- 
tersecUon  de  deux  plans. 

2^  Méthode.  —  On  détermine  successivement  les  divers  sommets 
du  polygone  d'intersection  et  l'on  est  ramené  ainsi  au  problème  de 
l'intersection  d'une  droite  et  d'un  plan.  Cette  méthode  est  celle  que 
l'on  emploie  plus  particulièrement  dans  la  recherche  des  sections 
planes  des  prismes  et  des  pyramides,  ainsi  que  nous  le  verrons  plus 

Remarque.  —  L'intersection  du  plan  sécant  P  avec  le  plan  d'une 
face  ABC  du  polyèdre  (fig.  3o5)  est  une  droite  indéfinie  Ai'  :  la  partie 
de  cette  droite  qui  limite  la  section  est  le  segment  EF  situé  à  l'in- 
térieur de  la  face.  Si  la  droite  4A'  ne  pénétrait  pas  à  l'intérieur  de 
la  face  A.BC.  elle  ne  limiterait  pas  ia  section. 
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,  le  point  d'intersection  d'une  droite  indéfinie  qui  porte 
une  arête  du  polyèdre  avec  le  plan 
sécant  n'est  un  sommet  de  la  section 
que  si  ce  point  est  sur  l'arête  elle- 
même  et  non  sur  ses  prolongements. 

D  ae  peut  donc  qu'en  cherchant  sans 
précaution  les  points  communs  aux 
arêtes  du  polyèdre  et  au  plan  sécant, 
on  détermine  des  points  qui  ne  sont  pas 
des  sommets.  Nous  nous  appiiquoi'ons 
a  montrer  dans  les  exemples  qui  seront 
traités  dans  ce  chapitre  comment  l'on 
jfj£,,  305  peut   éviter  ces  constructions  inutiles. 

28o.  Cas  particulier  :  Section  d'un  polyèdre  par  un  plnn  per- 
pendiculaire à  l'un  des  plans  de  projection.  —  La  détermination 
de  la  section  d'un  polyèdre  par  un  plan  sécant  perpendiculaire  à  l'un 
des  plans  de  projection  est  particulièrement  simple,  car  on  a  immé- 
diatement, sans  aucune  construction,  l'une  des  projections  de  cette 
section;  l'autre  projection  s'en  déduit  ensuite  par  des  lignes  de 
rappel. 

286.  Exemple.  —  Délerminer  les  projections  de  la  section  faite  dans 
le  tétraèdre  (sabc,  s'a'b'c')  par  le  plan  de  bout  PaQ  ifig.  3o6). 

I,es  divers  sommets  de  la  projection  verticale  sont  les  points  m', 
n',  p',  q'  où  les  projections  verticales  des  arêtes  du  tétraèdre  rencon- 
trent la  trace  verticale  du  plan  sécant  {i6o);  leurs  projections  horizon- 
tales m,  (i,  p,  q  s'obtiennent  ensuite  par  des  lignes  de  rappel. 

Ponctuation.  —  Nous  avons  établi  la  ponctuation  en  supposant  la 
surface  du  tétraèdre  opaque  et  le  pian  sécant  transparent. 

En  projection  horizontale,  les  côtés  mn  et  pq  du  polygone  d'inter- 
section sont  vas,  parce  qu'ils  appartiennent  aux  faces  sab,  sae  qui 
sont  vues  ;  au  contraire,  les  côtés  np  et  mq  sont  cachés,  puisqu'ils 
sont  dans  les  faces  cachées  sbu  et  abc. 

En  projection  verticale,  les  côtés  m'n'  et  n'p'  sont  cachés,  car  ils 
appartiennent  aux  faces  cachées  s'a'b'  et  s'b'c'  ;  néanmoins,  toute  la 
projection  verticale  est  vue,  à  cause  des  côtés  m'q'  et  q'p'  qui  sont  vas 
comme  appartenant  aux  faces  vues  a'b'c'  et  s'a'c'. 
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Vraie  grandeur  de  la  section.  —  On  obtient  la  vraie  grandeur  de  la 
section  en  rabattant  le  plan  sécant  sur  le  plan  hovizonfal  de  projec- 


tion. Le  rabat (cmcnt  du  sommet  (m,  m'|  est  le  point  m,,  obtenu  (179) 
en  portant  sur  la  perpendiculaire  menée  par  m  à  la  charnière  aP 
une  longueur  jinii  égale  k  am'  ;  les  rabattements  des  autres  sommet* 
s'obtiennent  d'une  manière  analogue,  et  l'on  a  en  m,'ii|'p,'(j,'  la  vraie 
grandeur   du  polygone  d'intersection. 

287.  Cas  général  :  Sectiou  d'un  polyèdre  par  un  plan  quel- 
conque. 

MÉTnoDE.  —  On  ramène  ce  cas  au  précédent  en  changeant  de  plan 
vertical  de  façon,  que  le  plan  sécant  soit  de  bout  dans  le  nouveau  système, 

288.  Exemple.  —  Déterminer  la  section  faite  dans  la  pyramide 
triangulaire  {sabc,  s'a'bV]  par  te  plan  sécant  PaQ  [Jly.  307). 
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En  prenant  une  nouvelle  ligne  de  terre  Xiyi  perpendiculaire  à  aP, 
on  rend  le  plan  sécant  de  bout  (2^4).  On  cherche  la  nouvelle  trace 
verticale  Jikl  de  ce  plan  et  la  nouvelle  projection  verticale  Sia^àj'c,'  de 
la  pyramide  au  moyen  des  procédés  indiqués  dans  le  chapitre  du 
changement  de  plan  vertical. 
On  obtient  alors  immcdialcment  la  projection  verticale  fîtilk^  de  la 
j,  section  dans  le  nouveau  système  ; 
1    rappelle    les    sommets    de   cette 


section  d'abord  en  f.y.k,  sur  la  projection  horizontale,  puis  en  f\g',k' 
sur  la  projecUon  verticale  primilâve  de  la  pyramide. 

Poaelaalion.  —  On  a  représenté  la  pyramide  solide,  conservée  tout 
entière,  avec  la  section  tracée  sur  sa  surface,  en  supposant  le  plan 
sécant  transparent. 

I  n. 

Sections  planes  des  pyramides. 

289.  Nous  avons  déjà  dit  {a84)  qu'on  détermine  la  section  plane 
d'une  pyramide  en  construisant  les  sommets  de  cette  section, 
c'est-à-dire  en  cherchant  les  points  de  rencontre  des  arêtes  de  la  pyra- 
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mide  ayec  le  plan  sécant.  Pour  obtenir  ces  points,  on  peut  rendre 
le  plan  sécant  de  bout  el  procéder  comme  dans  le  problème  précé- 
dent. Mais  i!  est  aussi  sim.ple  d'employer  une  autre  méthode  que 
nous  allons  exposer  en  détail  : 


Soit,  par  exemple,  à  chercher  l'intersection  de  la  pyramide  SABGD 
{fig.  3o8)  et  du  plan  Ri  : 

1°  Figurons  la  droite  d'intersection  UV  du  plan  Rj  avec  le  plan  R 
contenant  la  base  de  la  pyramide  ; 

5°  Menons  par  le  sommet  une  droite  auxiliaire  quelconque  SOOi, 
qui  rencontre  le  plan  de  base  au  point  0  et  le  plan  sécant  au 
point   0|  ; 

3°  Pour  trouver  l'intersection  des  arêtes  latérales  de  la  pyramide 
avec  le  plan  Ri,  nous  emploierons  les  plans  auxiliaires  déterminés 
successivement  par  la  droite  SOOj  et  chacune  de  ces  arêtes.  Toiis  ces 
plans  auxiliaires  passant  par  la   droite  fixe  SO,  leurs  traces  sur  le 
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plan  R  passent  toutes  pai  le  point  0  ;  de  même,  leurs  traces  sur  le 
plan  sécant  Ei   passent  loulcs  par  le  point  Oi. 

Cela  pose,  cherchons  par  exemple  le  point  où  l'arête  SA  perce  le 
plan  sécant  Ri.  Le  plan  auxiliaire  déterminé  par  l'arête  SA  et  la  droite 
SO  a  évidemment  pour  trace  sur  le  plan  R  la  droite  OA  joignant 
les  traces  O  et  A  des  droiles  SO  et  SA.  Si  l'on  désigne  par  a  le  iwint 
où  cette  droite  OA  l'encontre  l'intersection  UV  des  plans  R  el  Ri,  il 
est  bien  évident  que  ce  point  a  appartient  à  la  trace  du  plan  auxi- 
liaire considéré  sur  le  plan  Ri;  or,  nous  connaissons  un  autre  point 
de  cette  trace,  le  point  Oi;  par  conséquent,  le  plan  auxiliaire  OSA 
coupe  le  plan  sécant  Ri  suivant  la  droite  xO,.  laquelle  rencontre  à  son 
tour  SA  en  un  point  M,  qui  est  un  des  sommels  du  polygone  d'inter- 
section cherché. 

On  fait  le  même  raisonnement  pour  obtenir  les  sommets  appar- 
tenant fi  toutes  les  arêtes  latérales;  les  constructions  deviennent  alors 
mécaniques.  Ainsi,  pour  obtenir  le  sommet  situé  sur  l'arête  SR.  on. 
mène  la  droite  OB  qui  rencontre  UV  au  point  p  ;  on  joint  ensuite  ce 
point  ?  au  point  Oii  le  point  N  où  la  droite  pOi  rencontre  SR  est  le 
sominet  cherché.  On  aura  de  la  même  manière  les  sommets  P  et  Q 
situés  sur  les  arêtes  SC  el  SD. 

Pour  joindre  entre  eux  les  divers  sommets  ainsi  obtenus  de  ma- 
nière à  obtenir  les  côtés  de  la  section,  il  faut  avoir  soin  de  ne  joindre 
que  des  sommets  appartenante  une  même  face  delà  pyramide.  Ainsi, 
on  joindra  les  sommets  M  et  N  appartenant  aux  arêtes  SA  et  SR  qui. 
déler  n  1 1  f  ^AB  et  l'on  aura  ainsi  le  côté  MN  du  polygone 
d'int  t  n  tu  dans  cette  face;  on  joindra  ensuite  les  sommets 
N  et  P  I  d  n  ont  le  côté  du  polygone  situé  dans  la  face  SBC, 
puis  I  n  t   P     t  Q  qui  donneront  le  côté  PQ  appartenant  à  la 

(ace  SCD  t  fin  1  s  sommels  Q  et  M  qui  donneront  le  côté  QM 
appa  t  n  nt  àlaf       SDA, 

Le  polygone  d'intersection  est  alors  le  quadrilatère  MNPQ. 

290.  Remahques.  —  I.  Pour  joindre  les  divers  sommets  obtenost.'ib 
est  commode  de  faire  tourner  d'une  manière  continue  le  plari-diKup 
liaire  autour  de  la  droite  SOOi.  La  trace  de  ce  plan  sur  Rjibdiiiaib 
autour  du  point  0  et  passe  par  les  sommets  de  la  base  dansii'ondne 
où  on  les  rencontre  (A,  R,  C,  D),  en  décrivant  le  contourifie  J&  Mse 
toujours  dans  le  même  sens,  pendant  que  la  trace  de  ce  (rian^urNBiï 
tourne  autour  de  Oi  et  passe  successivement  par  les  Isfwnified»  xiern 
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respondants  de  la  section  MNPQ  dans  l'ordre  où  i!  faut  les  joindre. 

II.  —  Il  peut  arriver  que  certaines  des  droites  joignant  le  point  O, 
où  la  droite  auxiliaire  SOOi  perce  te  plan  de  base  de  la  pyramide,  aux 
divers  sommets  de  cette  base,  ne  rencontrent  pas  la  droite  UV  dans 
les  limites  de  l'épure.  On  peut  alors  être  embarrassé  pour  obtenir 
les  sommets  correspondants  du.  polygone  d'intersection.  Voici  com- 
ment on  tourne  la  difficulté.  Supposons  par  exemple  qu'après  avoir 
obtenu,  comme  nous  l'avons  montré,  le  sommet  M  appartenant  à 
l'arêle  Sa,  on  ne  puisse  pas  obtenir  par  le  même  procédé  le  sommet 
N  situé  sur  l'arête  SB.  parce  que  la  droite  OB,  trace  du  plan  auxiliaire 
SOB  sur  le  plan  de  base  de  la  pyramide,  ne  rencontre  pas  la  droite 
UV  dans  les  limites  de  l'épure,  ce  qui  rend  alors  impossible  la  con- 
struction de  la  droite  ^Oj.  On  cherche  alors,  tout  à  fait  de  la  même 
manière,  le  point  Ei  où  une  droite  quelconque  SE,  menée  par  le 
sommet  S  dans  la  face  SAB,  rencontre  le  plan  sécant  Ri  ;  il  est  évi- 
dent que  le  point  Ei  ainsi  déterminé  appartient  au  côté  du  polygone 
d'intersection  situé  dans  la  face  SAB  ;  par  conséquent  ce  côté  est 
dirigé  suivant  la  droite  MBi  et  le  point  N  où  cette  droite  rencontre 
l'arête  SB  est  le  sommet  appartenant  à  celte  arête. 

m.  ^  Si  la  droite  UV,  suivant  laquelle  le  plan  sécant  R|  coupe  le 
plan  R,  traverse  le  polygone  de  base,  il  est  bien  clair  que  les  points  de 
rencontre  de  cette  droite  avec  les  côtés  du  polygone  de  base  sont  des 
sommets  de  la  section  de  la  pyramide  paf  le  plan  Ri  ;  il  faudra  donc 
tenir  compte  de  ces  sommets  pour  tracer  le  polygone  d'intersection. 
On  ne  rencontrera  d'ailleurs  aucune  difficulté  en  prenant  les  précau- 
tions que  nous  avons  indiquées  lorsque  nous  avons  montré  de  quelle 
manière  on  doit  joindre  les   sommets  du  polygone   d'intersection 

IV.  —  La  droite  auxiliaire  SOOi  est  une  droite  menée  arbitraire- 
ment par  le  sommet  de  la  pyramide  ;  on  la  choisit  de  manière  à  avoir 
des  constructions  aussi  simples  que  possible.  Ainsi,  si  la  base  est  un 
quadrilatère,  on  place  généralement  le  point  0  au  point  de  concours 
des  diagonales  ;  l'avantage  de  ce  choix  apparaîtra  dans  l'exemple  traité 

La  droite  SOOi  peut  encore  être  une  arête  latérale  de  la  pyramide. 
Dans  ce  cas,  le  point  0,  où  elle  perce  le  plan  sécant  est  un  des  som- 
mets de  la  section  cherchée. 

V,  —  Les  droites  lïC  et  NP,  côtés  de  la  base  et  de  la  section  situés 
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dans  la  face  SBC,  concourent  en  un  point  I  quiappartientaus  plans 
H  et  R,:  I  doit  donc  se  trouver  sur  (JV,  intersection  de  R  et  de  Ri. 
On  peut  utiliser  cette  remarque  :  i°  soit  pour  déterminer  P,  si  N 
est  connu;  i'  soit  pour  vérifier  l'exactitude  des  constructions  des 
sommets,  si  l'on  n'a  pas  utilisé  cette  remarque  pour  les  déterminer. 

291.  Application  I.  —  Déterminer  la  projection  de  la  section  faite 


par  le  plan  PnQ  (Jîg.  809)  dans  la  pyramide  {sahcd,  ; 
faee  [abed,  a'b'e'd')  est  située  dans  le  plan  horizontal  . 

Les  constructions  que  nous  avons  indiquées  au  n"  procèdent  pour 
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déterminer  la  section  plane  d'une  pyramide  dans  l'espace  sont  pro- 
jectives,  car  elles  reposent  uniquement  sur  des  considérations  d'aligne- 
ments (points  en  ligne  droite)  ou  de  droites  concourantes,  propriétés 
qui  subsistent  en  projection. 

BUes  peuvent  être  répétées  mot  pour  mot  sur  chaque  projection  ; 
toutefois,  il  suffit  de  les  effectuer  sut  une  seule  projection;  l'autre 
s'en  déduit  ensuite  par  des  lignes  de  rappel. 

Noua  avons  pris  dans  l'épure  commedroiteauxiliaire  l'arête  (sa,  s'a'); 
la  trace  de  cette  arête  sur  le  plan  de  base  de  la  pyramide,  c'est-È- 
dire  sur  le  plan  horizontal,  est  le  point  [a,  a')  ;  on  détermine  facile- 
ment sa  trace  (m,  m')  sur  le  plan  PaQ  au  moyen  du  plan  de  bout 
s'a',  qui  la  projette  verticalement,  employé  comme  plan  auxiliaire . 
d'ailleurs,  le  point  obtenu  (m,  m'}  est  l'un  des  sommets  du  polygone 
d'intersection  cherché. 

La  droite  d'intersection  du  plan  de  base  et  du  plan  sécant  étant  la 
trace  horizontale  aP  de  ce  dernier  plan,  pour  avoir,  par  exemple,  le 
sommet  situé  sur  l'arête  {sb,  s'b"),  on  prolonge  ab  jusqu'au  point  ? 
où  cette  droite  rencontre  aP,  on  joint  le  point  p  au  point  m  et  on 
marque  le  point  n  où  Ja  droite  pm  ainsi  menée  rencontre  sb;  c'es 
la  projection  horizontale  du  sommet  cherché  et  sa  projection  verti- 
cale s'obtient  en  rappelant  n  en  n'  sur  s'b'. 

On  détermine,  d'une  manière  analogue,  le  sommet  (q,  q'),  situé  sur 
l'arête  (sd,  s'a').  On  ne  peut  pas  employer  la  même  méthode  pour 
obtenir  le  sommet  situé  sur  l'arête  {se,  s'cO,  car  la  droite  ac  ne  ren- 
contre pas  aP  dans  les  limites  de  l'épure  ;  on  choisit  alors,  comme 
nous  l'avons  fait  remarquer  plus  haut  (ago,  II),  une  droite  quelconque 
{sg,  s'g')  du  plan  de  la  face  SBC  et  l'on  détermine  le  point  (r,  r')  où  elle 
rencontre  le  plan  sécant  ;  le  côté  du  polygone  d'intersection  situé 
dans  cette  face  SBC  est  [nr,  n,V),  qui  rencontre  l'arête  (se,  s'c')  au 
sommet  Ip,  p'j. 

On  peut  encore  remarquer  (ago,  V]  que  le  point  t  OÙ  be  rencontre  aP 
est  la  projection  horizontale  d'un  point  do  l'intersection  du  plan  sécant 
avec  le  plan  de  la  face  (sbc,  s'6'c'|  ;  or,  on  connaît  déjà  la  projection 
horizontale  n  d'un  autre  point  de  cette  intersection  ;  celle-ci  est  donc 
la  droite  projetée  horizontalement  suivant  nt  et  le  point  ip,  p')  où  elle 
rencontre  l'arête  {se,  s'c')  est  le  sommet  appartenant  à  cette  arête. 

La  jonction  des  sommets  du  polygone  d'intersection  ne  présente 
aucune  difficulté,  et  l'on  a  immédiatement  en  mnpq  et  m'n'p'q'  les 
projections  de  ce  polygone. 
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Ponetuation.  —  Nous  avons  représent*  le  polyèdre  solide  et  opaque 
obtenu  en  supprimant  la  portion  de  la  pyramide  située  au-dessus 
du  plan  sécant  PaQ  ;  nous  engageons  le  lecteur  à  essayer,  à  titre 
d'exercice,  dejuatiflerla  ponctuation. 

Traie  grandeur  de  la  section.  —  Nous  avons  figuré  en  in,n,piqi  In 
vraie  grandeur  de  la  section  obtenue  précédemment  en  rabattant  le 
plan  sécant  PaQ  sur  le  plan  horizontal.  Nous  avons  commencé  par 
chercher  le  rabattement  hiq,  de  l'horizontale  {hq,  h'q')  passant  par  le 
sommet  (g,  g'}(i83),  et  nous  en  avons  déduit  aisément  le  rabattement 
qi  de  ce  sommet.  Pour  obtenir  ensuite  le  rabattement  pi  du  sommet 
(p,  p'),  nous  avons  employé  la  droite  auxiliaire  {pq,  p'q'),  qui  ren- 
contre la  charnière  «P  du  rabattement  au  point  projeté  horizonta- 
lement en  Ti  et  qui  se  rabat  suivant  v.qi  ;  les  rabattements  mi  et  Hi 
des  deux  autres  sommets  ont  été  obtenus  par  des  procédés  ana- 
logues. 

292.  Application  II.  —  Une  pyramide  SA.BCD  apour  base  unparal- 
lèlogramine  ABCD.  On  donne  les  projections  cotées  s{6),  a{o),  b(i),  c(6) 
des  sommets  S,  A,  B,  C.  Déterminer  la  section  faite  dans  cette  pyra- 
mide par  un  plan  Ri  défini  par  une  échelle  de  pente  {fig.  3io). 

Il  faut  d'abord  achever  de  construire  la  pyramide,  c'est-à-dire 
construire  le  sommet  D.  Or,  la  base  ABCD  est  un  parallélogramme, 
sa  projection  est  également  un  parallélogramme  abcd,  qu'il  est  aisé 
de  construire  puisqu'on  en  connaît  déjà  trois  sommets.  La  différence 
des  cotes  des  sommets  D  et  C  est  d'ailleurs  égale  à  la  différence  entre 
celles  des  sommets  A  et  B,  c'est-à-dire  à  4  unités  ;  il  en  résulte  que 
la  cote  de  D  est  6  —  4  =  a  unités. 

Nous  allons  maintenant  apphquer  la  méthode  exposée  au  n"  289  à 
la  détermination  de  la  section  de  la  pyramide  par  le  plan  Rj. 

D'abord,  il  nous  faut  déterminer  la  droite  d'intersection  du  plan 
sécant  Ri  et  du  plan  R  de  la  base  ABCD.  Coupons  ces  plans  par'  les 
plans  horizontaux  de  cotes  a  et  o.  L'horizontale  de  cote  a  du  plan  H 
est  la  droite  d(a)  e(a),  joignant  le  sommet  rf(2)  au  milieu  e(a)  du  seg- 
ment a(o)  6(4)  ;  elle  rencontre  l'horizontale  de  cote  2  du  plan  Ri  au 
pointj(a).  De  même,  l'horizontalede  cote  odu  plan  R,  qui  se  projette 
suivant  la  parallèle  af  menée  par  o  à  la  droite  de,  rencontre  l'hori- 
zontale de  cote  o  du  plan  Ri  au  point  j(o).  La  droite  d'intersection  des 
plans  R  et  Ri  est  donc  la  droite  ({o)  j(a). 
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Prenons  comme  droite  auxiliaire  la  droite  s(8)  o(3)  joignant  1 


iii'i---"'/ 

-^ 

d 

\ 

sommet  s{8)  de  la  pjiamîdc  au  point  de  rencontre  o{3)  des  diagonales 
de  la  base  (sgo,  IV).  Sa  trace  sur  le  plan  de  basa  R  de  la  pyramide  est 
le  point  o(3|  lui-même;  pour  déterminer  sa  trace  sur  le  plan  sécant  Ri, 
considérons  le  plan  auxiliaire  passant  par  cette  droite  et  dont  les  ho- 
rizontales ont  la  direction  og  (nous  a^ons  cboisi  arbitrairement  cette 
direction);  les  projections  op  et  sh.  des  horizontales  de  cotes  3  et  8  de 
ce  plan  auxiliaire  rencontrent  les  horizontales  de  même  cote  du 
plan  Kl  aux  points  ir(3)  et  /t(8),  et  la  droite  p/i  rencontre  so  au 
point  oi  ;  ce  point  o,  est  alors  la  projection  horizontale  de  !a  trace  de 
la  droite  SO  sur  le  plan  Ri. 

Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  déterminer  les  intersecUons  des  diffé- 
rentes arêtes  latérales  de  la  pyramide  avec  le  plan  R,  en  considérant 
successivement  les  plans  déterminés  par  ces  arêtes  et  la  droite  SO. 

Or  le  plan  SAO.  par  exemple,  est  en  même  temps  plan  auxiliaire 
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pour  les  arêles  SA  et  SC  ;  sa  tiacc  sur  le  plan  de  base  de  la  pyiainide 
est  ac;  elle  rencontre  la  projection  ij  de  l'intersection  des  plans  R  et 
Si  en  ï,  et  les  points  r  et  p  où  la  droite  aoi  coupe  sa  et  se  sonl  lea  pro- 
jections de  deux  sommets  de  l'intersection. 

De  même,  le  plan  SBO  est  à  la  fois  plan  auxiliaire  pour  les  arêtes  SB 
et  SD  ;  sa  trace  bd  sur  le  plan  de  base  rencontre  y  en  p  ;  la  droite 
poi  rencontre  s6  en  g,  mais  le  point  où  elle  rencontre  srf  est  extérieur 
au  segment  ad.  Le  point  q  est  alors  la  projection  du  sommet  de  la 
section  situé  sur  SB  et  il  n'existe  aucun  sommet  sur  SD. 

L'arête  SD  est  donc  tout  entière  d'un  même  côté  du  plan  R,,  tandis 
que  les  autres  arêtes  latérales  SA,  SB,  SC  coupent  ce  plan  ;  cela  tient 
à  ce  que  le  plan  sécant  Ei  coupe  le  polygone  de  base  aux  deux  points 
projetés  en  m  et  n,  à  l'intersection  de  y  avec  ad  et  de;  ces  deux  points 
sont  d'ailleurs  deux  sommets  de  la  section  cherchée  (290,  III), 

La  jonction  des  sommets  obtenus  ne  présente  aucune  difBculté  ; 
on  a  en  mnpqr  la  projection  du  polygone  d'intersection.  Les  cotes  des 
sommets  de  ce  polygone  s'obtiennent  en  considérant  ces  points  comme 
appartenant  soit  au  plan  sécant  Ri,  soil  aux  arêtes  de  la  pyi-amide. 

Ponctuation.  —  Pour  établir  la  ponctuation,  nous  avons  encore 
représenté  la  portion  de  pyramide  solide  et  opaque  située  au-dessus 
du  plan  sécant  Ri. 

I  III. 
Sections  planes  des  prismes. 

293.  On  détermine  la  section  plane  d'un  prisme  en  construisant 
encore  un  à  an  les  sommets  de  cette  section  par  un  procédé  analogue 
à  celui  employé  pour  les  pyramides. 

Soit,  par  exemple,  à  chercher  l'intersection  de  la  surface  prisma- 
tique ABCDEFGH  {Jig.  3ii)  par  le  plan  Rj. 

i"  Figurons  la  droite  d'interseclion  UV  de  ce  plan  B:  avec  le  plan 
R  de  la  hase  ABCD  du  prisme. 

2°  Menons,  d'une  façon  arbitraire,  une  parallèle  00]  aux  arêtes 
latérales  de  la  surface  prismatique  et  déterminons  sa  trace  G  sur  le 
plan  de  hase  et  sa  trace  Oi  sur  le  plan  sécant. 

3°  Pour  trouver  l'intersection  d'une  des  arêles  latérales  de  la  surface 
prismatique  avec  le  plan  Ri,  nous  emploierons  les  plans  auxiliaires 
délerminés  successivement  par  la  droite  OOj  et  chacune  de  ces  arêtes. 
Ces  plans  sont  ainsi  définis  par  deux  droites  parallèles. 
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Il  suflit  alors  de  rcpétev,  mol,  pour  mot,  les  constructions  que  n 


avons  faites  au  n°  389,  à  propos  de  la  section  plane  d'une  pyramido- 
On  obtient  ainsi  aisément  le  polygone  d'intersection  MNPQ, 

Les  remarques  que  nous  avons  faites  au  n"  ago  sont  également 
applicables  à  la  recherche  des  sections  planes  des  prismes. 

Remarque.  —  Si  l'on  suppose  que,  dans  une  pyramide,  !e  sommet 
s'éloigne  indéfiiiiment  en  se  déplaçant  sur  une  droite  D,  le  polygone 
de  base  P  restant  fixe ,  la  pyramide  a  pour  limite  un  prisme  de 
base  P  et  dont  les  arêtes  sont  parallèles  à  D,  La  droite  SOOi 
(  fig.  3o8)  a  pour  limite,  si  0  reste  Exe,  la  parallèle  à  D  menée  par  0. 
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Ainsi  apparaît  l'analogie  complète  des  constructions  qui  permettent 
d'obtenir  ia  section  plane  d'une  pyramide  et  celle  d'un  prisme,  la 
«ieuïième  surface  étant  considérée  comme  la  limite  de  la  première. 

294.  Application   J.  ~  Une  surface  prismaliqae  a  pour  base  dans 


le  plan  horizontal  le  quadrilatère  [abed,  a'6'c'rf')  et  ses  arêtes  latérales 
sont  parallèles  à  la  direction  (i,  y){fig.  S12);  on  demande  de  construire 
les  projections  de  la  seotion  déterminée  dans  cette  surface  par  le  plan 
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passant  par  h  point  {Oj,  o[)  et  ayant  pour  trace  horizontale  la  droite 
(H,  H'). 

Choisissons  comme  droite  auxiliaire  la  parallèle  (Oio,  olo')  menée 
à  la  direction  {&,  A'j  par  le  point  (oj,  o,'),  et  déterminons  sa  trace 
horizontale  (o,  o'];  sa  trace  sur  le  plan  sécant  est  évidemment  le 
point  (o,,  o',). 

Cela  fait,  pour  obtenir,  par  exemple,  le  sommet  du  polygone 
d'intersection  situé  sur  l'arête  (oe,  a'e')  du  prisme,  on  mène  la  droite 
oa  qui  rencontre  H  au  point  a,  et  l'on  joint  ce  point  a  au  point  oi  ; 
Je  point  m  où  la  droite  aoi  ainsi  menée  rencontre  ae  est  la  projec- 
tion horizontale  du  sommet  cherché;  la  projection  verticale  de  ce 
sommet  s'obtient  ensuite  en  rappelant  m  en  m'  sur  aV. 

Les  sommets  de  la  section  situés  sur  les  autres  arêtes  du  prisme 
se  déterminent  de  la  même  manière.  En  les  joignant  deux  à  deux, 
avec  les  précautions  que  nous  avons  indiquées  à  propos  des 
pyramides  (aSg),  on  obtient  finalement  le  polygone  d'intersection 
{mnpq,  m'n'p'q-}. 

Pour  établir  la  ponctuation,  nous  avons  supposé  qu'on  représen- 
tait le  polyèdre  solide  et  opaque,  limité  par  la  surface  prismatique 
donnée,  sa  base  et  la  section  déterminée  plus  haut. 

Enfin,  on  aurait  encore  la  vraie  grandeur  de  la  seclion 
(mnpq,  m'n'p'q')  en  rabattant  le  plan  sécant  sur  le  pian  horizontal. 

29S.  Application  II.  —  Un  prisme  peniagonal  est  défini  par  sa 
base  ABCDE  située  dans  le  plan  de  comparaison  et  par  l'arête  a(o}  f{5) 
issue  du  sommet  A.  Déterminer  la  section  faite  dans  ce  prisme  par  le 
plan  El  dont  on  donne  ane  échelle  de  pente  (fig.  3i3). 

L'intersection  du  plan  séeant  et  du  plan  de  base  est  ici  la  trace  hori- 
zontale U(o)V(o)  du  plan  Ri. 

Prenons  comme  droite  auxiliaire  l'arèle  AF.  Sa  trace  sur  le  pian 
de  base  est  le  point  oio).  Pour  ti-ouver  sa  trace  sur  le  pian  sécant 
Rj,  considérons  le  plan  auxiliaire  FAD  défini  par  cette  droite  et 
l'arête  issue  de  D  et  cherchons  son  intersection  avec  le  plan  sécant  Ri . 
Pour  cela  coupons  successivement  ces  deux  plans  par  les  plans  hori- 
zontauï  de  cotes  oet  5.  L'horizontale  a(o)d(o)  du  plan  FAD  rencontre 
l'horizontale  ll(o)  V(o)  du  plan  Ri  au  point  S(o)  ;  de  même,  l'horizontale 
/(5)  y(G)  du  plan  FAD,  dont  la  projection  est  la  parallèle  menée  par 
l'a  la  droite  ad,  rencontre  l'horizontale  do  cote  5  du  plan  Ri  au  point 
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h{5).  La  droite  3{o)  h{o)  est  alors  l'intersection  des  plans  KAD  et  Ei  et 


le  point  de  rencontre  m  de  Ed  et  de  af  est  la  projection  de  la  trace  de 
l'arête  AF  sur  le  plan  sécant  Ri. 

Remarquons  d'ailleurs  (sgo,  iV)  que  le  point  m  est  la  projection  du 
sommet  du  polygone  d'intersection  situé  sur  AF  ;  de  même,  le 
points  oùSfi  rencontrela  projection  de  l'arêtedu  prisme  issuedu  som» 
met  D  est  la  projection  du  sommet  du  polygone  situé  sur  cette  arête. 

Pour  avoir  le  sommet  situé  sur  l'arête  issue  du  point  C,  on  trace, 
ensuivant  la  méthode  générale,  la  droite  ac  qui  rencontre  liV  au 
point  Y  ;  on  joint  ensuite  le  point  f  au  point  m,  et  le  point  ç  où  ia 
droite  im  ainsi  menée  rencontre  la  projection  de  l'arête  considérée 
est  la  projection  du  sommet  de  la  section  appartenant  à  cette  arête. 

Il  n'est  pas  possible  de  déterminer  de  la  même  manière  le  sommet 
situé  sur  l'arête  issue  du  point  B,  car  la  droite  ab  ne  rencontre  pa* 


y  Google 


PLANES    DES    PYRAMIDES    ET    DES    PRISMES 

UV  dans  les  limites  de  l'épure.  On  substitue  alors  à  l'arâte  AF,  primi- 
tivement choisie  comme  droite  auxiliaire,  l'arête  issue  de  C  ;  la  trace 
de  cette  arête  sur  le  plan  do  base  est  c,  sa  trace  sur  le  plan  sécant  Ri 
est  le  point  projeté  en  g  déterniiné  précédemment.  On  prolonge  alors  bc 
jusqu'au  point  p  où  cette  droite  rencontre  UV,  el  le  point  r  où  la 
droite  pg  coupe  l'arête  issue  de  B  est  la  projection  du  sommet  du 
polygone  d'intersection  situé  sur  cette  arête. 

De  même,  pour  avoir  le  sommet  situé  sur  l'arête  issue  de  E,  on 
substitue  à  la  droite  AF  l'arête  issue  de  T>  qui  rencontre  respective- 
ment le  pian  de  base  du  prisme  et  le  plan  sécant  aux  points  dont  les 
projections  sont  d  et  p.  On  marque  le  pgïBt  e  où  le  prolongement 
de  ed  rencontre  UV,  puis  on  obtient  la  projection  n  du  sommet  cher- 
ché à  l'intersection  de  e-p  avec  la  projection  de  l'arête  issue  de  E. 

Tous  les  sommets  du  polygone  d'intersection  étant  maintenant 
déterminés.  Il  ne  reste  plus  qu'à  les  joindre,  de  façon  à  obtenir  la 
projection  mnpqr  de  ce  polygone.  On  peut  déterminer  les  cotes  de  ces 
sommets  en  les  considérant  comme  appartenant,  soit  aux  arêtes  du 
prisme,  qu'il  est  facile  de  graduer,  soit  au  plan  sécant  Bi. 

Ponctuation.  —  Nous  ayons  établi  la  ponctuation  en  représentant 
la  portion  solide  du  prisme  comprise  entre  le  plan  de  base  et  le  plan 
sécant. 

I  IV. 

Interaection  d'une  droite  aveo  un  polyèdre. 

296.  Pour  déterminer  les  points  de  rencontre  d'une  droite  A  avec 

A  ""  polyèdre  : 

/iV '"    '^''  •'"''*'    d'abord 

/             /  .1..^^             /  passer  par  la  droite  A 

/             A^     ■IT'^C — ""^      '  ""   ^'''"    """'''"'''■''   Q 

/  ^--/-T^''    \              /  {M.  3ii); 

/           /              jN \p      /Q  a»    0(1    détermine    le 

/              i»,^^-^^^^            1       ^  polygone     d'intersection 

^^"""'■^vj/  MNP   de  ce  plan  Q  el 

C  de  la  surface  du  poly- 

m-3ii  èdre{286et  387); 

3"  La  droite  donnée  rencontre  le  contour  de  ce  polygone  aux  points 

demandés  I  e!  J. 
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Pratiquement,  on  prend  en  général  comme  plan  auxiliaire  l'un 
des  plans  projetant  cette  droite,  à  cause  de  la  simplicité  des  construc- 
tions qui  permettent  d'obtenir  la  section  du  polyèdre  par  un  te!  plan 
(a85  et  386). 

297.  Exempte.  —  Trouver  les  poinls  d'interseclion  d'une  droite 
h{o]  fc{i)  {Jig.  3i5)  aijec  un  polyèdre  qui  a  poar  bases  dans  les  plans 
horKonlaan!  de  cotes  o  et  i  deux  triangles  ABC  et  DEF  et  dont  les 
attires  faees  sont  les  triangles  DAB,  DAF,  CFA.  CFE,  BEC,  BED. 

Le  plan  vertical  V  projetant  horizontalement  la  droite  coupe  les 


dw 

arêtes  du  poly- 

.-."■'Av 

èdre  aux  poinls 

^/y'  Y\, 

projetés  en  m,  n. 

^y^         /         \        \, 

p,  5,  r,  s,  dont  on 

'^- -/- V'7' 

BlOI 

détermine  les  co- 
tes  sur    ces  arê- 

\ '■■■  /         "X 

V 

tes  eli  os- mêmes. 

\      "/•.    _  ««.■■t#-#"  • 

rss- 

Pour  trouver  les 

\  ■    /   .,:^?''*-.--"-'3i-      \ 

points      où      la 

^^^-i4r/f.C'^--^':-^--C'\\ 

'm 

droite  coupe  le 
contour    du  po- 

'' wV''          Vi 

lygone       formé 

\  ^^1 \ 

par  ces  points, 
on   rabat  le  plan 

^r"--"^' 

vertical  V  sur  le 

•«                    0      1      î      a      * 

plan  de   compa- 

'''■'"'"  raison.  Les  som- 

'''^'  ^'"  mets   ni(o),    n[o) 

situés  sur  la  charnière  ne  bougent  pas,  les  autres  viennent  en  p',q',r',s' 
sur  des  perpendiculaires  à  la  charnière,  à  des  distances  respectivement 
égales  &  leurs  cotes.  On  obtient  ainsi  le  rabattement  mnp'q'r's'  de  la 
section  faite  dans  le  polyèdre  par  le  plan  vertical  V.  La  droite  donnée 
se  rabat  en  hk'  :  h  situé  sur  la  charnière  n'a  pas  bougé,  /c(4)  est  venu 
en  fe'.  à  la  distance  kk'  =  4  unités. 

La  droite  hk'  coupe  le  contour  du  polygone  mnp'q'r's'  aux  points 
i'  et  f  qui  se  relèvent  en  i  et  j  sur  hk  ;  ils  ont  poiar  cotes  respectives 
les  longueurs  W  et_y'.  Ce  sont  les  points  de  rencontre  de  la  droite  et 
du  polyèdre  donnés. 

Ponûtaalion.  —  On  a  supposé  le  polyèdre  rMuit  k  sa  surface  opaque. 
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La  droite  pénètre  en  I  dans  !e  polyèdre  par  la  face  DA.F  qui  est  vue 
tout  entière,  par  suite  le  segment  IK  extérieur  au  polyèdre  est  vu. 
Le  segment  IJ,  intérieur  au  polyèdre,  est  cvidcrament  caché.  En  J,  la 
droite  sort  du  solide  par  la  face  CBE  qui  est  cachée.  Cette  droite  est 
ainsi  h  sa  sortie  au-dessous  du  polyèdre,  par  suite  sa  projection  est 
cachée  depuis  le  point  J  jusqu'à  sa  sortie  du  contour  apparent, 
en  P,  où.  elle  redevient  vue. 


298.  Intersection  d'une  droite  avec  une  surface  pyramidale.  — 

Pour  déterminer  les  points  de  rencontre  d'une  pyramide  et  d'une 
droite  D,  on  prend  le  plas 
souvent,  comme  plan  auxi- 
liaire, le  plan  Q  {fig.  3i6) 
défini  par  la  droite  donnée 
et  le  sommet  de  la  pyra- 
mide. Ce  plan  coupe  la 
surface  pyramidale  suivant 
un  triangle  SMK  dont  l'un 
des  sommets  est,  d'après  le 
Pi     ;j[g  choix  du  plan,  le  sommet 

S  de  la  pyramide.  On 
obtient  d'ailleurs  ce  triangle  en  joignant  le  sommet  S  aux  points  de 
rencontre  M  et  N  de  la  base  ABC  avec  la  trace  du  plan  auxiliaire  sur 
le  plan  P  de  cette  base.  Le  périmètre  du  triangle  SMN  rencontre  la 
droite  D  aux  points  cherchés  I  et  J. 
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299.  Exemple  I.  —  On  donne  lapyramide  i 
droite  d(i)  e(5)  {fig.  ii-j).  Trouver  les  points  c^ 
surfaee  de  la  pyramide. 

Pour  trourerrintersect  ion  du  plan  de  base  avec  le  plan  s{io]d(i)e(5) 
on  cherche  la  trace  de  la  droite  d[i)  e\5)  sur  le  plan  de  base, 
c'est-à-dire  sur  le  plan  de  comparaison.  Cette  trace  t(o)  s'obtient  en 
graduant  la  droite. 

On  cherche  ensuite  sur  la  même  droite  le  point  /  de  cote  lo,  de 
façon  à  obtenir  la  direction  sf  des  horizontales  du  plan  auxiliaire 
SDE  ;  la  parallèle  lio)  «(o)  à  sf  est  alors  la  trace  horiîOntaJe  du  plan 
SDE  ;  elle  coupe  la  base  aux  points  m(o)  et  n{o]  ;  les  points  i  et  j  où  la 
droite  e/ rencontre  sm  et  sn  sont  les  projections  des  points  d'inter- 
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section  de  la  droite  donnée  a 


Déterminer  les  points  (. 


la  surface  de  la  pyramide.  On  cote 
ces  points  en  les  considé- 
rant comme  appartenant 
auï  droites  m(o)s(io)  et 
nlo)!(,o). 

Ponclualion.  —  En  sup- 
posant opaque  la  surface 
de  la  pyramide,  le  seg- 
ment IJ  est  caché  puis- 
qu'il est  intérieur  à  la 
pjramide.  Le  reste  de  la 
droite  est  vu. 

300.  Exemple  II.  — 
la  droite  {pq,  p'q'\  reneorilre  la  surface  de  la 
pyramide  {sabed , 
s'a'b'c'd")  dont  la  base 
est  un  quadrilatère 
(abcd,  a'dVd'i,  sUaé 
dans  le  plan  hori- 
zontal ifig.   3i8). 

Le  plan  détermi- 
né par  le  sommet 
de  la  pyramide  et  la 
droitedonnéeapour 
trace  horizontale 
la  droite  (eg,  e'g') 
obtenue  en  joi- 
gnant la  trace  hori- 
zontale {e,  e'I  de  la 
droite  {pq,  p'q')  à  la 
trace  horizontale 
{g.  g')  d'une  autre 
droite  (s/,  s'/l  de  ce 
plan.  Cette  trace 
p..„    j^j^  rencontre    la     base 

de  la  pyramide  aus 
pointa  (h,  h'),  (i,  (');  par  suite,  le  plan  considéré  coupe  la  surface 
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de  la  pyramide  suivant  les  droites  {sh,  s'/i'j,  (si,  s'i'),  droites  (jui 
rencontrent  (pq,  p'q')  aux  points  demandés  (m,  m')  et  (n,  n'). 

Ponctaalion.  —  Si  l'on  suppose  la  surface  de  la  pyramide  opaque, 
il  est  bien  évident  que  le  segment  {nai,  m'n'l ,  intérieur  à  la  pyramide, 
est  caché  aussi  bien  sur  la  projection  horizontale  que  sur  la  projection 
verticale. 

En  outre,  sur  la  projection  horizontale,  le  segment  nr  de  la  droite 
étant  au-dessous  de  la  face  cachée  asd  est  également  eaehê;  tout  le 
reste  est  vu.  De  même,  sur  la  projection  verticale,  le  segment  m'nr 
étant  en  arrière  do  la  face  cachée  s'b'c'  est  caché;  tout  le  reste  est  vu. 


301.  Intersection  d'une  droite  avec  une  surface  prismallque 

Pour  déterminer  les  points  de  rencontre  d'une  droite 

prisme, 


la 


surface  d'u 
on  prend  généralement 
comme  plan  auxiliaire 
le  plan  Q  mené  par  la 
droitedonnée  parallèle- 
ment aux  arêtes  latéra- 
les duprisme  {fig.  Sig). 
Ce  plan  coupe  !a 
surface  du  prisme  sui- 
vant un  quadrilatère 
MNRS  dont  deux  côtés, 
situés  dans  les  faces 
latérales,  sont  des  droi- 
tes parallèles  aux  arêtes. 
Ces  droites  s'obtiennent 
en  menant  les  parallèles  aux  arêtes  latérales  par  les  points  M  et  N  où 
la  trace  du  plan  auxiliaire  considéré  sur  le  plan  de  base  du  prisme 
rencontre  le  contour  de  cette  hase. 

302.  Exemple  I.  —  Un  parallélépipide  a  pour  base  le  parallélo- 
gramme a[o)  li(o)  c{o)  d{o)  dans  le  plan  de  comparaison  el  l'arête  du 
sommet  A  est  a(o)  e(6).  Trouver  l'intersection  de  la  droite  h{o)  W4)  auec 
la  sar/ace  de  ce  parallélépipède  (Jig.  Sao). 

On  cherche  la  trace  horizontale  du  plan  mené  parallèlement  aux 
arêtes  du  prisme  par  la  droite  HK.  Pour  cela,  on  mène  par  h  la. 
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parallèle  à  ae  et  en  portant  sur   cette  parallèle   i  fois   l'intervalle 
de  l'arête  à  partir  do  k,  on  obtient  sa  trace  horizontale  t{o).  En  me- 

on  a  la  trace  du 
plan     auxiliaire 
sur  le    plan   de 
base  du  paraDé- 
lépipède.     Cette 
droite  rencontre 
le   polygone    de 
base  aux  points 
m(o|,    n{o)  ;     en 
menant  par   ces 
points     les     pa- 
rallèles aux  arê- 
tes   du    prisme, 
on  obtient  la  sec- 
e  plan  auxiliaire. 
'  polygone  aux  points 
!s  points  a  évidemment 
a  cote  en  le  considérant 
la  droite 
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/           Pn 
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/        ■'■•-;7' 
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tion  m(o|  ii[o)  /)(6)  g(6)  du  parallélépipède  par  îi 

La  droite  donnée  rencontre  les  côtés  de  ci 
dont  les  projections  sont  i  et  j  ;  le  dernier  de  ci 
6  pour  cot«;  quant  au  premier,  on  obtient  si 
comme   appartenant,   soit  à    la  droite  h{o)   k{k].,  soit  l 
m{o)  ,(6). 

Panolwxtion.  —  La  surface  du  prisme  étant  supposée  opaque,  le 
segment  IJ  de  la  droite  est  caché,  puisqu'il  est  tout  entier  à  l'intérieur 
du  prisme.  Tout  le  reste  de  la  droite  est  vu. 

303.  Exemple  H, — Déterminer  les  points  de  rencontre  de  ladroile 
(pq,  p'q'}  avec  la  surface  da  prisme  triangulaire  [abedef,  a'b'c'ée'f), 
dont  une  base  {abc,  a'b'e'}  est  située  dans  le  plan  vertical  de  projection 
Ifig.  3ai). 

Le  plan  mené  par  la  droite  \pq,  p'q')  parallèlement  aux  arêtes  laté- 
rales du  prisme  a  pour  trace  verticale  la  droite  [ij,  i'j'}  obtenue  en 
joignant  les  traces  verticales  (t,  i')  et  (j,  /)  de  deux  parallèles  (gî,  g'V), 
{hj,  h'f)  aux  arêtes  du  prisme  menées  par  des  points  (g,  g'),  (h,  h') 
pris  arbitrairement  sur  la  droite  {pq,  p'q').  Cette  trace  rencontre  le 
contour  du  triangle  (06c,  a'b'c'}  aux  deux  points i/c,  k')  et  (l,  l');  donc 
le  plan  considéré  coupe  la  surface  prismatique  suivant  les  parallèles 
(kr,  kr'],  (Is,    l's")   menées  par  ces  points  aux  arêtes  du    prisme. 

Cbullet  etMikeur,  [,  18 
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Ces  parallèles  rencontrent  la  droite  (pq,  p'q')  aux  points  cherchés 
(m.  m')  et  [n,  n'). 
Ponctuation.  —  La  surface  du  prisme  étant  supposée  opaque,  il  est 


clair  que  le  segment  (mn.  m'n')  de  la  droite  donnée  est  caehé,  car  il 
est  tout  entier  à  l'intérieur  du  prisme. 

En  outre,  en  projection  horizontale,  les  segments  mt  et  na  sont 
cachés,  car  ils  sont  au-dessous  des  faces  cachées  aced  et  bcef.  De  même, 
en  projection  verticale,  le  segment  n'v'  est  eaehé,  car  il  est  en  arrière 
de  la  face  cachée  b'c'f'e'. 


Remarque  .    —  Lorsque  la  base  de  la  pyramide  ou  du  pris 
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d  HBee  dans  uii  plan  quelconque,  non  parallèle  aux  plans  de  pro- 
jection la  icciierche  de  la  dioite  d'intersection  de  ce  plan  et  du  plan 
auxiliaire  parliculiei  que  nous  avons  employé  dans  les  exemples  traités 
plus  hiut  donne  lieu  a  de»  constructions  assez  longues  ;  il  est  alors 
pieierable  de  sniAie  h  méthode  générale  indiquée  pour  les  polyèdres 
quelconques  c  est  i  dire  de  prendre  comme  plan  auxiliaire  l'un  des 
pian'  projetant  la  droite  et  de  chercher  l'intersection  de  ce  plan  avec 
la  auilace  pyiamidale  ou  prismatique. 


1°  Deux  plans  de  projection. 

l.   Construire  la  section  d'un  culie  par  le  plan  mené  par  son  centre 
perpendiculairement  à  une  diagonale. 


3.  Un  tétraèdre  SABC,  situé  tout  entier  dans  le  premier  dièdre, 
repose  par  l'une  de  ses  faces  ABC  9ur  le  plan  horizontal  ;  le  sommet 
S  opposé  à  cette  face  se  projette  horizontalement  au  centre  de  gravité 
du  triangle  ABC  et  sa  cote  est  supérieure  à  son  éloignement.  Con- 
struire les  projections  de  la  section  de  ce  tétraèdre  par  le  premier 
plan  bissecteur.  Etablir  la  ponctuation  du  solide  opaque  obtenu  en 
enlevant  la  portion  du  tétraèdre  donné  comprise  entre  le  soinniet  S 
et  le  premier  bissecteur. 

4.  Une  pyramide  régulière  de  sommet  S  a  pour  hase  dansleplaii 
horiïontal  un  hexagone  régulier  de  centre  0  dont  l'un  des  côtés  est 
parallèle  à  la  ligne  de  terre  ;  sa  hauteur  est  le  double  du  côté  de  cet 
hexagone.  Conalruire  la  section  faite  dans  cette  pyramide  par  le  plan 
qui  passe  par  la  ligne  de  terre  et  le  point  situé  au  tiers  de  SO  à  partir 
du  point  0.  Déterminer  la  vraie  grandeur  de  celte  section.  Etablir 
la  ponctuation  de  la  pyramide  solide  et  opaque  obtenue  en  enlevant 
de  la  première  la  portion  comprise  entre  le  plan  horizontal  cl  le  plan 
sécant. 

5.  Dans  un  plan  de  bout  faisant  un  angle  de  45°  avec  le  plan  hori- 
zontal, on  construit  un  triangle  ABC;  le  côlé  AB  est  horizontal  et 
a  pour  longueur  is"",  sa  cote  est  lo™,  l'éloignement  de  son  milieu 
est  la'™;  les  côtés  AC  et  BC  ont  pour  longueur  commune  i5™  et  le 
sommet  C  est  au-dessus  de  AB.  Le  triangle  ABC  est  la  base  d'un 
tétraèdre  dont  le  sommet  S,  qui  a  pour  cote  a5™,  est  situé  sur  la  per- 
pendiculaire élevée  au  plan  du  triangle  ABC  au  centre  du  cercle 
circonscrit  à  ce  triangle.  Déterminer  la  section  de  ce  tétraèdre  par  le 
plan  perpendiculaire  en  son  milieu  à  la  droite  joignant  les  milieux 
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des  arêtes  SQ  et  AB.  Étahlirla  ponctuation  du  tétraèdre  solide  com- 
pris entre  te  plan  sécant  et  le  plan  de  base. 

6.  Iians  un  plan  donné  PoQ,  on  donne  deux  points  A  et  C,  Con- 
struire les  projections  de  la  pyramide  régulière  SABGD,  dont  la  base 
est  le  carré  ABGD  situé  dans  le  plan  PaQ  et  admettant  pour  diago- 
nale le  segment  AG,  sachant  quesa  hauteur  égale  AC.  Déterminer  la 
section  de  celt«  pyramide  par  le  plan  perpendiculaire  au  milieu  de 
l'arête  SA.  Vraie  grandeur  de  la  section.  .{Baecalanrêat.) 

7.  On  donne  dans  le  plan  horizontal  un  rectangle  ABCD  tout  en- 
tier situé  en  avant  de  x//  et  dont  l'une  des  diagonales  est  per- 
pendiculaire à  xy.  Ce  rectangle  est  la  base  d'un  prisme  dont  les 
arêtes  latérales  sont  des  droites  de  front  inclinées  à  45"  sur  le  plan 
horizontal  et  ont  une  longueur  double  de  la  diagonale  du  rectan- 
gle de  base.  Soient  O  le  milieu  de  la  droite  joignant  les  centres  des 
deux  bases  et  IJ  une  droite  menée  dans  le  plan  horizontal  parallèle- 
ment à  celle  des  diagonales  du  rectangle  ABCD  qui  est  oblique  à  xy. 
Déterminer  les  projecUons  de  la  section  faite  dans  ce  prisme  par  le 
plan  défini  par  le  point  O  et  la  droite  IJ.  Vraie  grandeur  de  cette 
section.  Établir  la  ponctuation  de  la  portion  du  prisme  solide  com- 
prise entre  le  plan  horizontal  et  le  plan  sécant. 

8.  Dans  un  plan  de  bout  faisant  un  angle  de  6o°  avec  le  plan  hori- 
zontal, construire  un  carré  ABCD  dont  les  sommets  opposés  A  et  G 
ont  pour  cotes  respectives  4°'°  et  6°"  et  dont  la  diagonale  AG  a  pour 
longueur  lo"".  Figurer  ensuite  les  projections  du  cube  ABGDEFGH 
construit  sur  ce  carré  comme  base  et  situé  au-dessus  du  plan  de  bout 
donné.  Déterminer  la  section  de  ce  cube  par  le  plan  qui  passe  par  les 
mitleus  des  arêtes  AE,  BC,  GH.  Déterminer  la  vraie  grandeur  de 
cette  section.  Etablir  la  ponctuation  de  la  portion  du  cube  solide 
comprise  entre  le  plan  de  bout  donné  et  le  plan  sécant.  (CharmiL) 

9.  Gonslruire  dans  le  plan  horizontal  un  losange  assez  éloigné  de 
xy,  puis  figurer  les  deux  projections  d'un  prisme  ayant  ce  losange 
pour  base  et  dont  les  arêtes  latérales  ont  leurs  projections  horizon- 
tales et  verticales  parallèles  à  une  même  direction.  Construire  ensuite 
les  deus  projections  d'une  section  droite  de  ce  prisme.  Vraie  grandeur 
de  cette  section.  Etablir  la  ponctuation  du  tronc  de  prisme  solide 
compris  entre  cette  section  droite  et  le  plan  horizontal. 

10.  Figurer  les  projections  de  quatre  points  quelconques.  Repré- 
senter le  tétraèdre  ayant  pour  sommets  ces  quatre  points  et  déter- 
miner les  points  de  rencontre  de  la  surface  de  ce  tétraèdre  avec  une 
horizontale  menée  par  le  milieu  de  la  droite  Joignant  les  ntilieus  de 
deux  arêtes  opposées  quelconques. 

H.  Une  pyramide  quadranguiaire  SABCD  a  pour  base  un  quadri- 
latère ABGD  situé  dans  le  plan  vertical  de  projection  ;  son  sommet  S 
est  dans  le  plan  horizontal.  Déterminer  les  points  de  rencontre  de  la 
surface  de  cette  pyramide  ;  i"  avec  une  verticale  dont  le  pied  est  à' 
l'intérieur  de  la  projection  du  contour  apparent  horizontal  ;  a"  avec 
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la  perpendicwlaire  abaissée  sur  la  ligne  de  terre  par  le  milieu  de  la 
droite  SO  joignant  le  sommet  S  au  pointde rencontre  des  diagonales 
du  quadrilatère  ABCD. 

12.  CoDstruii-e  dans  le  plan  horizontal  un  trapèze  isocèle  ABGD 
dont  les  bases  sont  parallèles  à  xy  ;  figurer  ensuite  les  deux  projec- 
tions d'un  prisme  de  hauteur  donnée  dont  l'une  des  bases  est  le 
trapèze  ABCD  et  dont  les  arêtes  latérales  sont  des  droites  de  profil 
inclinées  à  60"  sur  le  plan  horizontal.  Cela  fait,  déterminer  les  points 
de  rencontre  de  la  surface  de  ce  prisme  :  1°  avec  une  droite  de  bout 
dont  la  trace  verticale  est  à  l'intérieur  de  la  projection  du  contour 
apparent  vertical  du  prisme  ;  2°  avec  une  droite  de  front  quelconque. 


'  Géométrie  coLée. 


13.  On  donne  dans  le  plan  de  comparaison  un  triangle  équilatéral 
ABC,  inscrit  dans  un  cercle  de  ioC"i  de  rayon.  Ce  triangle  est  la  base 
d'ui)  tétraèdre  SABG  dont  le  sommet  S  situé  au-dessus  du  plan  de 
comparaison  se  projette  à  l'intérieur  du  triangle  ABC.  La  face  SAB  a 

pour  pente     — .    la  face  SAC  a  pour  ponte     -r     et  la  face  SBC 


i"  Construire  la  projection  cotée  du  tétraèdre. 

a°  On  considère  la  parallèle  à  AB,  de  cote  3™,  qui  rencontrela  hau- 
teur issue  du.  sommet  S,  et  par  cette  droite  on  fait  passer  deux  plans 
de  pente  --■  Représenter  la  portion  du  tétraèdre  comprise  entre  ces 
deux  plans  et  le  plan  de  comparaison. 

14.  On  donne,  dans  une  épure,  les  deuï  points  a(i3),  6(0);  la  lon- 
gueur ab  =  i3=i".  Par  AB,  on  mène  les  plans  de  pente     -^-    puis 

par  A  le  plan   perpendculaîre  à  AB,  dont  la  trace  horizontale  coupe 
les  traces  horizontales  des  deux  plana  précédents  aux  points  C  et  1). 
Représenter  le  tétraèdre  ABCD,  après  en  avoir  enlevé  la  partie  située 
au-dessous  du  plan  perpendiculaire  au  milieu  de  l'arête  AC. 

16.  Un  léfraèdre  SABC  repose  par  sa  base  ABC  sur  un  plan  de 
pente  i.  Le  côté  ABest  horizontal  et  a  pour  cote  12'^'"  ;  le  sommet  S  a 
pour  cote  ig'".  On  donne  les  longueurs  :  AB  =  6cni,  AC  =^  7'^"', 5, 
SA^SB  =  BG  =  8om. 

i"  Construire  la  projection  du  tétraèdre  en  donnant  à  C  une  cote 
inférieure  à  celle  de  AB  et  en  disposant  l'épure  de  façon  que  le  som- 
met S  se  projette  à  l'intérieur  de  abc. 


tronc  de  pyramide  ainsi  obtenu. 
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16.  Une  pyramide  rcguliÈre  dont  les  arêtes  latérales  font  avec  la 
base  un  angle  de  60°  a  ponr  base  un  pentagone  régulier  de  rayon 
•jcm  et  situé  dans  le  plan  de  comparaison.  Le  sommet  S  est  au-dessus 
du  plan  de  base.  Par  le  point  M,  milieu  de  la  hauteur  SO  du  tétra- 
èdre,onmène  unedroiledepente  -^  qui  rencontre  l'arête  latérale 
SA  en  un  point  P  situé  entre  S  et  A.  Par  cette  droite  MF,  on 
mène    un   plan  de    pente     -5-     et  un  plan  de  pente    — .     qu'on. 

choisit  de  façon  que  la  verticale  du  sommet  soit  comprise  entre  les 
deux  demi-plans  dont  les  cotes  vont  en  décroissant  h  partir  de  MP. 

Représenter  la  portion  de  la  pyramide  comprise  entre  ces  deux 
demi-plans  et  le  plan  de  comptavaison . 

17.  Un  parallélépipède  droit  a  pour  base  un  losange  ABCD  dont 
l'angle  A  est  de  60".  Le  point  A  est  dans  le  plan  de  comparaison  et  l'on 
donne  la  projection  cdu  sommet  C.  située  sur  l'épure  a  ii""  du  point 
A.  Le  losange  est  dans  un  plan  de  pente  i,  dont  la  direction  des  hori- 
zontales fait  un  angle  de  So"  avec  la  droite  Ac.  La  cote  de  C  est  posi- 

1°  Construire  le  parallélépipède,  sachant  que  son  arête  latérale  est 
égale  à  la  longueur  de  la  diagonale  AC. 

a°  Par  le  centre  O  du  parallélépipède,  on  mène  les  parallèles  aux 
arêtes  qui  coupent  les  faces  en  8  points  qui  sont  les  sommets  d'un 
octaèdre. 

3''  Représenter  cet  octaèdre  supposé  solide,  en  figurant  sur  sa  sur- 
face la  section  faite  par  le  plan  perpendiculaire  à  la  droite  AO, 

(On  trouvera  k  la  fin  du  volume,  dans  les  questi 
courfl  d'admission  à  différantes  Ecoles,  des  eieroica: 
tlons  et  les  sections  planes  des  polyèdres^. 
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CHAPITRE  VII 
OMBRES 


304.  Lorsqu'on  représente  un  corps  par  ses  projections  sur  deux 
plans,  ou  par  sa  projection  horizontale  cotée,  pour  en  rendre  le  relief 
plus  sensible,  on  le  suppose  éclairé  par  une  source  lumineuse  et  on 
flguresur l'épure  les  parties  qui  sont  dans  l'ombre  à  J'aide  de  teintes 
spéciales.  Le  présent  chapitre  a  pour  but  d'indiquer  ia  détermi- 
nation des  ombres  dans  les  cas  !es  plus  simples. 

II- 

Ombre  d'un  point. 

305,  Délinitions.  —  Soient  S  une  source  lumineuse  (jï.g.  Saa)  que 
nous  supposons  réduite  à  un  point  géométrique,  et  P  un  plan  opaque 
qui  joue  le  rôle  d'ficron  arrêtant  les  rayons  lumineux.    On  appelle 

ombre  portée  par  un  point  A  sur  le 
C/'  plan  P  le  point  a,  trace  de  la  demi- 

droite  SA.  sur  le  plan  P.  à  condition 
que  a  soit  sur  le  prolongement  de  SA, 
Un  point  B  situé  par  rapport  au 
plan  P  dans  la  région  opposée  à 
celle  qui  contient  S  ne  porte  pas 
ombre  sur  le  plan  P,  car  ce  plan 
étant  supposé  opaque  arrête  le 
/  rayon    lumineux.   S^,   qui   n'atteint 

pj     32J  pas  alors  le  point  B. 

Si  l'on  considère  un  point  C  tel 
que  la  demi-droite  SC  ne  rencontre  pas  P,  le  point  C  ne  porte  pas 
ombre  sur  P, 

Par  suite,  les  seuls  points  qui  portent  ombre  sur  le  plan  P  sont 
dans  la  région  de  l'espace  comprise  entre  le  plan  P  et  le  plan  Q  mené 
par  S  parallèlement  à  P. 
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Remarque.  —  Si  l'on  imagine  qu'un  point  D  se  rapproche  progres- 
sivement du  plan  Q,  le  rayon  SD  tend  à  devenir  parallèle  au  plan  P 
et  son  ombre  8  s'éloigne  de  plus  en  plus  dans  ce  plan.  Si  le  point  D 
vient  dans  le  plan  Q,  son  ombre  n'existe  plus  ;  on  convient  cepen- 
dant de  dire  qu'elle  est  rejclcc  à  l'infini  dans  le  plan  P,  en  considé- 
rant ce  cas  particulier  comme  un  cas  limite  du  précédent. 

Ji06.  Ombre  au  soleil.    Ombre  au  flambeau.    ^  On  suppose 

souvent  la  source  lumineuse  rejctce  à 

l'inflni  dans  une  direction  déterminée  a 

A  V  (fig .  3a3)  ;  dans  ce  cas,  les  rayons  lunii- 

\  neuï,  au  lieu  d'être  concourants,  sont 

\  parallèles  à  la  direction  4.    C'est  le  cas 

/\  7       des    ombres    portées    par    les     objets 
^a                  j         éclairés  par   le    Soleil,   lorsque   leurs 
/  dimensions  sont  petites  par  rapport  à 
'  ^  celles  de  la  Terre  ;  ces  ombres  sont  alors 

Fia.  3i3  désignées  sous  le  nom  général  d'ombres 

au,  soleil,  par  opposition  avec  les  ombres 
produites  par  une  source  lumineuse  à  distance  finie,  que  l'on  désigne 
sous  le  nom  d'ombres  an  flambeau. 

Dans  le  cas  de  l'ombre  au  soleil,  seuls  les  points  situés  par  rapport 
au  plan  P  du  même  côté  que  la  source  lumineuse  portent  ombre 
sur  P  ;  ceux  qui  sont  situés  de  l'autre  côté  du  plan  P  ne  portent 


is  d'ombre. 


Ombre  d'une  figure. 


307.  I.'ombrc  porlée  sur  un  plan  P  par  une  ûgure  F  est  la  figure 
o  formée  dans  le  plan  P  par  les  ombres  des  points  dont  se  compose 
la  figure  F. 

308.  Ombre  d'une  droite.  —  Théorème.  —  L'ombre  portée  sur 
an  plan  P  par  une  droite  est  une  droite. 

Premier  cas  :  Ombre  au  flambeau.  —  Soit  SB  le  rayon  lumineux 
qui  passe  par  un  point  quelconque  B  de  la  droite  xy  {fig.  32^).  Ce 
rayon  appartient  au  plan  R  déterminé  par  le  point  S  et  la  droite  xy  ; 
sa  trace  ^  sur  le  plan  P,  qui  est  l'ombre  du  point  B  sur  P,  se  trouve 
donc  sur  la  droite  d'intersection  kz  des  plans  P  et  R. 

Il  convient  de  remarquer  que  les  demi-droites  Ax  située  au-des- 
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OMBRE    D  DUE    FIGURE 


Fig.  3M  Fig.395 

lement  au  pian  P,  ne  portent  pas  d'ombre.  Seul  le  segment  AC 
compris  entre  les  plans  P  et  Q  donne  une  ombre  qui  est  la  demi- 
droite  indéfinie  A^z.  Lorsque  B  se  rapproche  de  C,  p  s'éloigne  à 
l'infini  sur  la  demi-droite  Az. 

Remarque,  —  Si  le  plan  R  est  parallèle  au  plan  P,  ce  qui  arrive 
lorsqiie  œy  est  dans  le  plan  Q,  îln'y  aplusd'ombre.  Maison  convient 
de  dire,  pour  ne  pas  faire  de  restriction  à  l'énoncé  du  théorème,  que 
l'ombre  est,  dans  ce  c 


Deuxième  cas  :  Ombre  i 
portée  par  la  droite  DD'  su 
lupposée  rejetée  à  l'infini  d 


e  droite  rejelée  à  l'inflni  dans  le  plan  P. 

Il  soleil.'—  Soit  à   déterminer  l'ombre 

r  le  plan  P,  ia  source  lumineuse  étant 

ns  la  direction  à  (fig.  335). 

Le  rayon  lumineux  BB  passant  par  un  point  quelconque  B  de  la 

droite  est  tout  entier  dans  le  plan  R  mené  par  DD'  parallèlement  à  la 

direction  a.  Sa  trace  p  sur  le  plan  P,  c'est-à-dire  l'ombre  du  point 

B,  est  donc  sur  la  droite  d'intersection  Aï  des  plans  P  et  R. 

il  est  aisé  de  voir  que  seuls  les  points  de  la  demi-droite  AD  située 


au-dessus  du  plan  P  portent  ombre 
demi-droite  Ax. 


r  le  plan  P.  Cette  ombre  e; 
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Cas  d'exception.  —  Dans  le  cas  de  l'ombre  au  flambeau,  si  la 
droit*  donnée  D  passe  par  S  (fig.  3a6,  I),  et  dans  le  cas  de  l'ombre 
au  soleil,  si  cette  droite  est  parallèle  à  la  direction  i  des  rayons 
lumineux  (JÎ3.  826,  U),  les  ombres  de  tous  ses  points  sont  confondues 
au  point  a,  trace  de  la  droite  D  sur  le  plan  P. 


309,  Ombre  portée  par  11 


a  polygone.  —  Soit  un  polygone  plan 
A.BCD  (JÏ3, 3î7),que  nous  considére- 
rons comme  une  plaque  opaque.  On 
obtient  l'ombre  portée  par  ce  poly- 
gone sur  un  plan  P,  en  cherchant  les 
ombres  portées  par  ses  sommets,  puis 
en  les  joignant  de  manière  à  obtenir 
les  ombres  portées  par  les  côtes.  On 
détermine  ainsi  un  polygone  abcd 
qui  délimite  l'ombre  cherchée. 

La  détermination  de  cette  ombre 
revient,  dans  le  cas  de  l'ombre  au 
B  la  section  de  la  pyramide  SA.BCD  par 
le  plan  P  ;  dans  le  cas  de  i'ombre  au  soleil,  les  constructions  revien- 
nent à  déterminer  la  section,  par  le  plan  P,  de  la  surface  prismati- 
que de  base  A.BCD  dont  les  arêtes  sont  parallèles  à  la  direction  des 
rayons  lumineux  {fig.  3aS). 


flambeau,  à  la  recherche  d 


Dans  tc^  épures,  on  indique  les  ombres  portées,  soit  en  les  couvrant 
de  hachures  parallèles,  comme  dans  les  figures  337.  3a8,  soit  de  — ' 
férence  en  lavant  les  parties  ombrées  d 


310,    Remarques.  —  1.  Dans  le  C 


teinte  grise  uniforme, 
de  l'ombre  au  flambeau,  si  le 
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contour  du  poiygone  ABCD  coupe  en  E  et  F  le  plan  Q  mené  par  S 
parallèlement  au  plan  P  {flg.  339),  la  ligne  brisée  ÈDF  ne  donne  pas 
d'ombre  l3o8,  i"  Cas},  et  comme  E  et  F  ont  leurs  ombres  rejetées  à 
rinfini  dans  Je  plan  P,  l'ombre  portée  s'étend  à  l'inSnl  dans  ce  plan. 
AB  et  BC  ont  pour  ombres  respectives  ab  et  6e.  L'ombre  ae  de  AE 
et  SE  sont  parallèles  comme  intersections  des  deux  plans  parallèles  P 
et  Q  par  le  plan  AES,  Pour  la  même  raison,  cf  et  SF  sont  parallèles. 
L'ombre  portée,  qu'on  a  couverte  de  hacbures,  est  limitée  par  le  con- 
tour eabcfel  s'étend  à  l'infini  dans  le  plan. 

3H.  II.  —  Si  le  plan  R  du  polygone  ABCD  passe  par  le  point  S, 
l'ombre  portée  sur  le  plan  P 
par  ce  polygone  se  réduit  à 
tout  ou  partie  de  l'intersec- 
tion xy  des  plans  P  et  R. 

L'ombre  est  un  segment  ac 
de  cette  intersection  iflg.  33oj 
lorsque  le  polygone  est  com- 
pris entre  xy  et  la  parallèle  A 
k  xy  menée  par  S . 

Lorsque  A  coupe  le  poly- 
gone, i 'ombre  du  polygone  est 
la  droite  œy   toulentièrc,suivantquc  le  point 


S  est  extérieur  (fig,  33i)  ou  intérieur  (fiy.  332)  au  polygone  ABCD. 
Enfin  il  n'y  a  pas  d'ombre  si  le  polygone  ne  pénètre  pas  dans  la 
région  du  plan  R  comprise  entre   A  et  xy. 
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312.  m,  —  Dans  le  c 


de  l'ocnbic  au  soleil,  si  le  plan  R  du  poly- 
gone ABCD  est  parallèle  à  la  direc- 
tion \  des  rayons  lumineux,  son 
ombre  portée  sur  le  plan  D  se 
réduit  à  un  segment  ac  de  l'in- 
tersection xy  des  plans  P  et  R 
[f,g.  333). 

|in. 

Ombre  portée  sur  deux 
plans  coucouranta. 

313.  Il    arrive    souvent   qu'on 

demande    de     trouver    l'ombre 

portée  par  un   corps  sur  deux 

plans    opaques     concourants    P 

le  sol  horizontal;  l'autre  Q  est  un 


talus  0 

u  le  pla 

n  vertical  d' 

m  n 

UT  qui  se  raccorde  avec  le  sol  sui- 

vant  sa 

trace  horizontale  xy 

(/îff 

334). 

3U 

1,  Ombre  d'un  point.  - 

-  Considérons  un  point  A  silué  dans 

le  dièdre  P3;yQ  et  supposons 

les  rayons  lumineux  parallè- 

7 

/ 

B 

D,      ifis  à  la  direction  D  (fi.g.  33(1). 
Si  le  rayon  lumineux  qui 

0> 

/ 

■^  \ 

\          passe  par  le  point  A  rencon- 
■^^      tre  d'abord  le  plan   P  en  =, 

> 

-^ 

/ 

y 

\Ly 

T^ 

"~7     puis  le  plan  Q  en  il.  le  point 

Z 

./ 

/7 

J 

/        A   ne  porte  ombre  que  sur  le 
plan  P  en  a. 
Si  l'on  considère  maintenant 

un  point  B  tel  que  le  rayon 

/ 

lumineux    passant     par     ce 

A 

point  perce  d'abord  le  plan  Q 

A 

en   p'.  puis  le  plan  P  en  ^, 
B   ne   porte  ombre    que   sur 

FIg.  334 

le  plan   Q  en    p'. 

D'un 

e  manière  générale. 

un 

point   porte  ombre  sur  le  premier 

plan  rencontré 

par  le 

rayon 

lumineux  passant  par  ce  point. 
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îtl3.  II.  Ombre  d'un  seament  de  droite.  ~  Le  segment  AB 
iflg.  334)  porte  omLre  sur  les  deux  plans,  puisque  A  porte  ombre  sur 
P  et  B  sur  Q.  On  obtiendra  l'ombre  de  ce  segment  en  cherchant 
les  traces  sur  P  et  Q  du  plan  aXBp'  mené  par  AB  parallèlement  à 
la  direction  des  rayons  lumineux.  Si  ce  plan  coupe  en  -[  l'intersection 
xy  des  plans  P  et  Q,  l'ombre  portée  par  AB  est  la  ligne  brisée  a-fp'. 


Remarque.  —Dans  le  casde  l'ombre  au  flambeau,  on  remplac 
plan  kAB^'  par  le  plan  défini  par  AB  et  la  source  lumineuse. 


le 


316.  Elxemple.  —  Soi!  à  trouver  l'ombre  portée  sar  les  deux  plans 
de  projection  par  te  segment  de  droite  {ab,  a'b'j  Ifig.  335).  Les  rayons 
lumineux  sont  parallèles  à  la  droite  {d,  d'). 

1°  Cherchons  l'ombre  de  {a,  a')  en  menant  par  ce  point  ia  parallèle 
à  (d,  d')  [3o6)  qui  ren- 
contre le  plan  horizon- 
tal au  point  (a,  a'}  avant 
de  couper  le  plan  verti- 
cal. L'ombre  portée  par 
(a,  a')  est  au  point  a, 
îo  Cherchons  de  mé- 
—  me  l'ombre  du  point 
(b,  h').  Le  rayon  lumi- 
neux {b-f,  6'fi')  perce  le 
plan  vertical  en  (p,  ?'] 
avant  de  rencontrer  le 
plan  horizontal.  L'om- 
bre portée  par  (6,  b') 
est  au  point  p'. 

3o  Pour  trouver  la 
trace  horizontale  du 
plan  [aab.  a'a'b'),  déterminons  la  trace  horizontale  {c,  c']  de  la  droite 
(ab,  a'b']  de  ce  plan.  La  trace  horizontale  du  plan  s'obtient  alors  (lui) 
en  joignant  les  deux  points  c  et  o,  traces  de  deux  droites  du  plan. 
Cette  trace  col  coupe  la  ligne  de  terre  en  {-;,  7')  et  la  trace  verticale  du 
plan  est  la  droite  Yp'(ii3|. 

On  obtient  ainsi  en  oyp'  l'ombre  cherchée. 


3i7:  III.  Onobpe  d'un  polygone.  —  Soit  à  chercher  l'ombre  du 
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'jle  ABC  ifitj.  336)  mr  tes  plans  P  et  Q  lorsque  les  rayons  lumi- 
sont  parallèles  à  la  direction  D. 

A,  B,  C  les  parallèles  à  D   et  cherchons  leurs  traces 


a,  p,  j  sur  le  plan  ï'.  Si  le  plan  Q  n'existait  pas.  l'ombre  du  triangle 
sur  P  serait  le  triangle  a^-f,  mais  le  plan  Q  limite  les  ombres  des 
côtés  AC  et  BC  aux  segments  «E  et  pF  ;  l'ombre  portée  sur  le  plan 
P  est  donc  limitée  au  quadrilatère  aEF^;  les  rayons  lumineux  qui 
ont  leur  trace  horizontale  sur  Fy  et  E-(  rencontrent  le  plan  Q  avant  le 
plan  P  ef ,  par  suite,  portent  ombre  sur  Q  et  non  sur  P.  On  détermine 
alors  le  point  y'  commun  à  Q  et  au  rayon  lumineux  du  point  C,  et  en 
menant  f'E  et  y'F,  on  a  en-f'EF  l'ombre  portée  sur  le  plan  Q. 


318.  Exemple.  —  On  considère  un  quadrilatère  a(ï)  (1(3)  c[i)  rf(/i) 
(flg-  SS'î).  Trouver  l'ombre  qu'il  porte  sur  le  plan  de  comparaison  et  sur 
le  talus  formé  par  deua:  plans  opaques  P  ei  Q  qui  se  coupent  suivant  la 
droite  m{5)  n{o).  La  direction  i  des  rayons  lumineux  est  e(a)y(o). 

Pour  trouver  l'ombre,  on  mène  par  a,  b,  c,  d  les  parallèles  à  i  et 
on  cherche  leurs  traces  horizontales  a(o),  ^(o),  ylo).  6(0),  qu'on  ob- 
tient en  portant  sur  leurs  projections  parallèles  à  ef  les  longueurs 
a<x=h^=ef     et      Cf  =  dS  =  3ef. 

Si  les  plans  P  et  Q  n'étaient  pas  opaques,  l'ombre  portée  sur  le 
plan  de  comparaison  serait  le  quadrilatère  a^yS;  mais  les  plans  P  et 
Q  limitent  cette  ombre  à  la  région  lEnuP. 

Le  reste  de  l'ombre  portée  se  trouve  sur  les  plans  P  et  Q.   Pour 
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l'obtenir,  on   cherche  l'intersection  avec  !e  plan  P  du  plan  0(2}  d(4) 
mené  par  AD  parallèlement  aux  rayons  lumineux  ;  un  premier  point 


de  cette  intersection  est  le  point  s(o)  commun  aux  traces  horizontales 
6fo)  a(o)  et  hlo]  n{o)  des  deus  plans.  On  obtient  un  s'  point  ((/[)  au 
moyen  des  horizontales  de  cote  4  des  pians,  de  sorte  que  l'intersection 
cherchée  est  e(o)  i(^),  l/ombre  S'  de  d{i)  sur  P  est  alors  le  point  où 
cette  intersection  rencontre  le  rayon  lumineux  issu  de  d(4).  On  a 
ainsi  en  îB'  la  portion  de  l'ombre  do  A.D  qui  se  trouve  sur  îe  plan  P. 

On  cherche  ensuite  l'intersection  du  plan  P  avec  le  plan  mené  par 
CD  parallèlement  aux  rayons  lumineux.  Un  premier  point  de  cette 
intersection  est  5',  ombre  de  d(4),  et  un  deuxième  point  est  le  point  jfo), 
commun  aux  traces  horizontales  des  deux  plans.  È'r,  portion  de  la 
droite  S'/,  est  alors  l'ombre  portée  sur  P  par  le  côté  c(4)  d(/(|. 

On  cherche  de  même  l'intersection  avec  le  plan  Q  du  plan  mené 
par  CD  paraUÈlement  aux  rayons  lumineux.  Un  premier  point  de 
celte  intersection  est  le  point  r,  un  deuxième  point  est  !e  point  k{o) 
n  aux  traces  horizontales  8y  et  rtf  des  deux  plans  ;  en  menant 
en  f'  l'omhre  de  C  sur  Q,  et  en  menant  y'o  on  a  l'ombre  totale 


L'ombre  a  été  couverte  de  hachures  parallèles  aux  horizontales  de 
P  et  Q  dans  chacun  de  ces  plans  et  à  h^  dans  le  plan  de  comparaison.. 
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Ombre  portée  par  un  polyèdre 
et  ombre  propre  sur  le  polyèdre. 

319.  Pour  obtenir  l'ombre  portée  par  un  polyèdre  su 
sufQl  de  chercher  les  ombres  portées  par  ses  sommets  ;  on  en  déduit 
facilement  les  ombres  portées  parl'ensemble  des  arêles,  puis  des  faces. 

Bemabqub.  —  La  construction  des  ombres  des  sommets  se  simplifie 
dans  le  cas  où  l'on  cherche  l'ombre  portée  par  un  prisme. 

1°  Dans  le  cas  de  l'ombre  au  flamieau,  les  ombres  des  arêtes  laté- 
rales du  prisme  sur  le  plan  P  sont  en  effet  (3o8,  ler  Cas]  les  Intersec- 
tions du  plan  P  avec  les  plana  déterminés  par  le  point  lumineux  S 
el  chacune  des  arêtes  latérales.  Chacun  de  ces  plans  contient  par 
suite  la  parallèle  Si  menée  par  le  point  S  à  la  direction  des  arêles 
latérales. 

Les  ombres  des  arêtes  latérales  sont  donc  sur  des  droites  concou- 
rant au  point  >z,  trace  de  Sij  sur  le  plan  P, 

■A"  Dans  le  cas  de  l'ombre  au  soleil,  les  ombres  des  arêtes  latérales 
du  prisme  sont  (3p8,  ae  Cas)  les  intersections  du  plan  P  avec  les  plans 
menés  par  chacune  de  ces  arêtes  parallèlement  à  la  direction  à  des 
rayons  lumineux.  Ces  plans  sont  alors  parallèles  entre  eux  et  leurs 
traces  sur  le  plan  P,  c'est-à-dire  les  ombres  des  arêles  latérales  du 
prisme,  sont  par  suite  des  droiles  parallèles. 

On  utilisera  l'un  ou  l'autre  de  ces  résultats  pour  la  détermination 
des  ombres  des  arêtes  latérales. 

320.  On  appelle  ombre  propre  d'un  polyèdre  la  partie  de  sa  surface 

qui  ne  reçoit  pas  de  rayons  lumineux. 
Pour  distinguer  la  partie  de  la  surface 
qui  est  éclairée  de  celle  qui  est  dans 
l'ombre  propre,  on  considère  un  rayon 
lumineux  SS'  qui  perce  la  surface  du 
polyèdre  en  E  et  F  {flg.  338).  Le  point  E 
qui  est  du  côté  de  la  source  S  estéclairé, 
il  en  est  de  même  de  tout  point  de  la 
face  ABD.  Au  contraire,  le  point  F  qui 

est  du  côté  opposé  à  la  source  est  dans  l'ombre,  Il  en  est  de  mêrrie 

de  tout  point  de  la  face  BDC. 
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En  déplaçant  le  rayon  lumineux  de  façon  qu'il  rencontre  toutes  les 
faces,  on  arrive  aisément  à  faii-e  la  distinction  entre  les  faces  éclairées 
et  celles  qui  sont  dans  l'ombre. 

321 ,  Exemple  I.  —  L'étermlner  l'ombre  portée  sur  le  plan  de  com- 
paraison par  le  prisme  triangulaire  0(0)  6(4)  c(a,3)  ^(g)  e(i3)  /(ii.3) 
(fis-  339)  et  l'ombre  propre  sur  sa  surface.  Les  rayons  lamineaa:  sont 
issus  du  point  s{5o]. 

l'^Ombre  portée.  —  L'ombre  du  point  fl(oj  est  le  point  a  lui-même, 
puisqu'il  est  dans. le  plan  de  comparaison.  En  cherchanl  les  traces 


%-, 


horizontales  des  droites  s(so}  6(4)  et  s(ao)  0(2,  3},  à  l'aide  dp  leurs  gra- 
duations, faciles  à  établir,  on  obtient  en  P  et  y  les  ombres  des  points 
b{4)etc(a,3). 
Pour  utiliser  la  remarque  du  n"  Sig,  on  mène  par  le  point  s(ao)  la 
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parallèle  aux  arêtes  latérales  du  prisme,  dont  on  cherche  la  trace 
horizontale  t(o).  Comme  les  ombres  des  arêtes  latérales  passent 
{3i9,  Rem.}  par  n,  l'ombre  de  l'arête  c(a,3)/(ii,3(  est  sur  la  droite  c-f 
et  par  suite  l'ombre  tp  du  point  /(i  i ,  3)  est  à  l'infersecUon  des  droi- 
tes rjy  et  sf. 

De  même,  l'intersection  de  aa  et  de  sd  donne  l'ombre  6  du  point  d(g) 
et  l'intersection  de  i^  et  de  se  l'ombre  s  du  point  e(i3l. 

Les  ombres  des  faces  ABC.  DEF,  ACFD,  ABED,  BCFE  sont  donc 
les  triangles  ou  quadrilatères  a^y  ^-?'  «ï^?'  (i§eS,  [iyoî,  dont  l'en- 
semble forme  en  ^yaSi  l'ombre  portée  par  le  prisme. 

On  a  couvert  cette  ombre  de  hachures  paraUèles  à  So,  sauf  la  région 
voisine  de  ?  qui  empiète  sur  le  contour  apparent  du  prisme. 

a"  Ombre  propre.  —  Les  rayons  S^,  Sy,  So,  SS,  S;  qui  s'appuient 
sur  le  contour  de  l'ombre  portée  coupent  la  surface  du  prisme  aux 
sommets  B,  C,  F,  D,  E,  qui  sont  par  suite  les  seuls  éclairés.  Récipro- 
quement tout  rayon  s'appuyant  sur  le  contour  ^YçSe  rencontre  la 
surface  du  prisme  en  un  seul  point  situé  sur  le  contour  BCFDE  ; 
par  suite,  ce  contour  sépare  sur  le  tétraèdre  la  partie  éclairée  de  celle 
qui  est  dans  l'ombre  :  c'est  le  contour  de  l'ombre  propre. 

Pour  faire  la  distinction  entre  ces  deux  parties,  considérons  le 
rayon  s(l  qui  passe  par  le  point  commun  aux  droites  ef  et  aS.  ombres 
des  arêtes  EF  et  AD.  Ce  point  9  est  par  suite  l'ombre  du  point  T' 
de  EF  projeté  au  point  t',  commun  à  e/ et  s6;  il  est  aussi  l'ombre  du 
point  T  de  AD,  projeté  au  point  t  commun  à  ad  et  s6.  Or  T'  est  plus 
près  de  S  que  T,  par  suite  le  point  T  est  éclaiié,  tandis  que  le 
point  T  ne  reçoit  pas  de  lumière. 

L'arête  EF  qui  passe  parle  point  éclairé  T'  est  évidemment  éclairée; 
au  contraire  l'arête  AD,  qui  passe  par  Je  point  T,  est  dans  l'ombre. 
Les  faces  EFBC,  EFD,  dont  toutes  les  arêtes  sont  éclairées,  sont  donc 
éclairées  tout  entières.  Les  l'acea  ABED,  ABC,  ACFD,  dont  les  seules 
arêlea  éclairées  sont  celles  qui  appartiennent  au  contour  de  l'ombre 
propre,  sont  dans  l'ombre  ;  les  deux  premières  sont  d'ailleurs  ca- 
chées, seule  la  face  ACFD  est  vue  et  doit  être  recouverte  de  hachu- 


322.  Exemple  II.  —  On  considère  le  tétraèdre  de  sommets  (a,  a'), 
(b,  b'},  (a,  o'},  {d,d)iflg.  34o).  Déterminer:  i"  l'ombre  qu'il  porte  sur  les 
deax  plans  de  projection  supposés  opaqu.es;  a"  l'ombre  propre  sur  sa 
surface.  Les  rayons  lamineux  sont  paraUèles  à  la  droite  (A,  i'). 
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Ombre  portée.  —  On  cherche  d'abord  les  ombres  portées  par  les 
quatre  sommets  en  menant  par  chacun  d'eux  la  parallèle  à  la  direc- 
tion (i,  a').  On  obtient  ainsi  les  droites  (m,  (iV),  Ib'fi,  &'?').  (cv,  cyi. 


Flg.  3',(1 

(dS,  ci'3'),  dont  les  traces  horizontales  ct.^.y.B  sont  les  ombres  portées 
des  quatre  sommets  du  tétraèdre  sur  le  plan  horizontal. 

Si  le  plan  vertical  n'était  pas  opaque,  t'ombre  portée  sur  le  plar 
horizontal  serait  limitée  au  triangle  afi-;,  àTiotérieur  duquel  se  t(Ouv< 
le  point  S. 

Mais  l'opacité  du  plan  vertical  limite  cette  ombre  à  la  partie  mm-, 
située  en  avant  du  pian  vertical.  Le  rayon  lumineux  issu  de  {b,  b'] 
rencontre  le  plan  vertical  en  (§t,Pi')  ;  par  suite  l'ombre  portée  par  le 
tétraèdre  sur  le  plan  vertical  est  le  triangle  mix'^[. 

On  a  couvert  l'ombre  portée  de  hachures  parallèles  à  xy. 

Ombre  propre.  —  Les  rayons  lumineux  qui  s'appuient  sur  le 
contour  du  triangle  a^y  rencontrent  la  surface  du  tétraèdre  en  un 
seul  point  situé  sur  le  contour  ABC  ;  par  suite  ce  contour  sépare,  sur  la 


y  Google 


29â 

surface  du  tétraèdre,  la  partie  éclairée  de  celle  qui  est  dans  l'ombre. 

Pour  faire  la  distinction  entre  ces  deux  parties,  considérons  la 
droite  (dS,  rf'S')  qui  détermine  l'ombre  portée  par  le  point  |d,  d').  EUe 
coupe  la  surface  du  tétraèdre  en  un  deuxième  point  qu'on  obtient  en 
considérant,  par  exemple,  le  plan  auxiliaire  passant  par  cette  droite 
et  le  point  (a,  «').  Ce  plan  contient  la  droite  {aa,  a'a'}  puisqu'il  est 
parallèle  à  la  direction  des  rayons  lumineux  ;  sa  trace  horizontale  est 
donc  la  droite  oS  qui  coupe  Py  ^"^  point  z,  ombre  du  point  E  de 
l'arête  {be.  6V)  projeté  horizontalement  en  e.  La  section  de  la  pyra- 
mide par  le  plan  auxiliaire  est  projetée  en  ade.  La  droite  dS  coupe 
le  contour  de  ce  triangle  en  /,  projection  horizontale  du  douzième 
point  d'intersection  de  (dS,  d'B'j  et  du  tétraèdre.  Or,  le  point  D  est 
évidemment  caché  par  le  point  F. 

Le  sommet  D  se  trouve  par  suite  dans  l'ombre  propre  et  il  en  est 
de  même  des  faces  DBG,  DCA,,  DBA,  qui  contiennenl  le  point  D. 

Seule  la  face  ABC  est  éclairée. 

On  a  couvert  de  hachures  l'ombre  portée  et  les  projections  des  faces 
qui  sont  dans  l'ombre  propre,  lorsque  ces  faces  sont  vues  dans  la 
projection  considérée. 


EXERCICES 

i.  Une  droite  de  profil  est  définie  par  les  projections  de  deux  de 
ses  poinis. 

1°  Trouver  son  ombre  portée  sur  les  deux  plans  de  projection,  en 
prenant  une  direction  arbitraire  pour  les  rayons  lumineux. 

1°  Utiliser  l'ombre  obtenue  pour  trouver  la  projection  verticale  d'un 
point  de  la  droite  connaissant  sa  projection  horizontale,  et  récipro- 
quement. En  particulier,  trouver  les  traces  de  la  droite . 

2.  Reprendre  le  problème  précédent  dans  le  cas  de  l'ombre  au  flam- 
beau. Le  point  lumineux  est  choisi  arbitrairement. 

3.  On  donne  deus  droites  d'un  même  plan  de  profil  définies  res- 
pectivement par  les  projections  de  deux  de  leurs  points.  En  cher- 
chant leur  ombre  sur  le  pian  horizontal,  trouver  leur  point  de  con- 
cours ou  reconnaître  si  eUes  sont  parallèles, 

4.  On  donne  une  droite  de  profil  définie  par  deux  points  et  un 
plan  P  quelconque.  Trouver  l'ombre  portée  par  la  droite  sur  le  plan 
avec  un  point  lumineux  arbitraire  ou  une  direction  do  rayons  quel- 
conque. 

En  déduire  le  {loint  d'intersection  de  la  droite  et  du  plan. 
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8.  On  donne  une  pyramide  et  un  plan  sécant  P. 

i"  Trouver  i'ombre  portée  par  la  pyramide  sur  le  plan  horizontal, 
en  supposant  la  direction  des  rayons  lumineux  parallèle  au  plan  P. 

3'  Utiliser  cette  ombre  pour  obtenir  la  section  de  la  pyramide  par 
le  plan  P. 

6.  Reprendre  le  problème  précédent  avec  un  point  lumineux  pris 
dans  le  plan  P. 

7.  On  donne  un  quadrilatère  plan  quelconque  ABCD  et  un  plan 
quelconque  P. 

Déterminer  un  point  lumineux  tel  que  l'ombre  portée  par  le  qua- 
drilatère sur  le  plan  soit  un  trapèze. 

8.  On  donne  un  quadrilatère  pian  quelconque  ABCD  et  un  point 
lumineux  S.  Déterminer  les  plans  sur  lesquels  l'ombre  du  quadrila- 
tère est  ;  1»  un  trapèze;  a"  un  parallélogramme. 

9.  On  donne  deuï  droites  quelconques.  Déterminer  les  directions 
de  rayons  lumineux  qui  leur  donnent  pour  ombre  sur  le  plan  hori- 
zontal deux  droites  perpendiculaires. 

10.  On  donne  trois  points  A,  B,  C  par  leurs  projections  cotées 
a(io),  b(5),  c(ï);  l'angle  abc  est  droit.  Les  trois  points  A,  B,  G  sont 
trois  sommets  d'un  paraUêlogramme  qui  est  la  section  droite  d'un 
prisme  qu'on  limite  à  cette  section  et  au  plan  de  comparaison. 

Construire  les  ombres  propre  et  portée  de  ce  prisme  en  le  supp'o- 
posant  éclairé  par  des  rayons  parallèles,  dont  la  direction  est  définie 
par  une  droite  de  pente  i  partant  de  A,  dont  la  projection  est  paral- 
lèle à  la  bissectrice  de  l'angle  abc  et  dont  la  trace  horizontale  est  du 
même  côté  de  ab  que  le  point  c. 

H .  La  trace  horîîontale  d'un  plan  donts  la  pente  est  ^/^!  est  une 
droite  donnée  ky.  Dans  ce  plan,  on  construit  un  pentagone  régulier 
de  rayon  S'^m  dont  le  côté  supérieur  est  horizontal  et  dont  le  centre  0 
a  pour  cote  S.  Ce  pentagone  est  la  section  droite  d'un  prisme  que 
l'on  limitera  à  cette  section  droite  et  au  plan  de  comparaison. 

On  construira  ensuite  l'ombre  portée  par  ce  tronc  de  prisme  sur 
le  plan  horizontal  de  projection  en  le  supposant  éclairé  par  un  point 
lumineux  de  cote  i8  dont  la  projection  est  à  6'"  en  avant  du  plan  P 
et  à  20'"  de  la  projection  du  point  0. 
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HISTORIQUE 


323.  La  création  de  la  Géonictne  descriptive  est  due  à  un  savont 
français,  Monge  (1746-1818),  qui  s'est  illustré  par  de  remarquables, 
tranauï  mathématiques.  Ministre  de  la  marine  sous  la  Révolution,  il 
fut  l'un  des  premiers  professeurs  de  l'Ecole  Polytechnique  et  l'un  des 
fondateurs  de  l'Ecole  Normale  supérieure. 

Avant  Monge,  on  se  servait  des  projections  pour  résoudre  des  ques- 
tions pratiques  dans  certains  i,rts  de  construction,  comme  la  Coupe 
des  Pierres,  la  Perspective,  la  Charpente,  la  Fortification.  Mais  beau- 
coup de  constructions  étaient  inexactes  et  empiriques.  Monge  aperçut 
ou  créa  les  principes  et  les  règles  générales  qui  donnent  la  solution 
de  ces  questions  et  qui  constituent  leur  fonds  commun  à  peu  près 
comme  les  règles  de  TArithmétique  sont  les  outils  communs  à 
toutes  les  opérations  de  calcul.  C'est  l'ensemble  de  ces  principes 
qui  constitue  la  Géométrie  descriptive.  L'application  de  ces  prin- 
cipes simples  et  invariables  substitua  des  constructions  précises 
et  rationnelles  aux  solutions  incertaines  et  empiriques,  et  agrandit 
considérablement  le  domaine  des  applicationi. 

Outre  l'intérêt  capital  qu  eUe  présente  dins  tous  les  arts  de  con- 
struction, la  Géométrie  dcsciipti\e  est  utile  aux  Mathématiques  en 
général,  car  elle  est  une  traduction  graphique  de  la  Géométrie  géné- 
rale, elle  nous  familiarise  aiec  les  formes  des  corps,  elle  fortifie  et 
développe  notre  puissance  de  conception 

Nous  extrayons  de  l'éloge  de  Monge,  lu  par  Arago  à  l'Académie  des 
Sciences  le  11  mai  i8i6,  les  passages  suivants  qui  mettent  en  relief  le 
mérite  du  créateur  de  la  Géométrie  descriptive.  On  y  trouvera  les 
plus  intéressants  détails  : 

a  . . .  Indiquons  le  plus  brièvement  possible  le  but  de  la  géométrie 
descriptive. 

«  Une  figure  plane  peut  être  représentée  sur  une  surface  plane  sans 
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aucune  allération  dans  les  proportions  de  ses  parties  La  représenta- 
tion est,  dans  ce  cas,  une  sorte  de  miniature  de  la  Ggure  réelle  ;  les 
lignes  qui  sont  doubles,  triples,  décuples,  etc.  les  unes  des  autres 


Gaspard  Mokge  (1746-lSie!. 

dans  l'objet  sont  également  doubles,  triples,  décuples,  etc.  les  unes 
des  autres  dans  la  représentation. 

u  II  n'en  est  pas  de  même  d'un  corps  à  trois  dimensions,  d'un  corps 
ayant  longueur,  largeur  et  profondeur  ;  sa  représentation  aur  une 
surface  plane  est  inévitablement  attérée.  Des  lignes  qui,  sur  le  corps, 
sont  égales  entre  elles,  peuvent  être  estrômement  inégales  dans  la 
représentation  plane.  Les  angles  formés  dans  l'espace  par  les  arêtes  ou 
par  les  diagonales  du  corps  n'éprouvent  pas  de  moindres  altérations 
comparatives  quand  elles  viennent  à  être  figurées  sur  un  plan.., 

f  Qui  n'a  vu  dans  de  vastes  chantiers  une  multitude  de  pierres  de 
faille  numérotées,  de  grandeurs  et  de  formes  Variées  P  C'est  l'image  du 
chaos.  Attendez  I  le  poseur  viendra  prendre  ces  pierres  une  à  une,  il 
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les  superposera  dans  l'espace,  sans  qu'elles  dévient  même  de  quelques 
millimètres  de  la  place  et  de  laforme  que  l'imagination  de  l'architecte 
leur  avait  assignées;  et  des  arcades  à  plein  cintre  naissent  sous  vos 
yeux,  en  aHeclant  une  régularité  de  contoura  presque  mathématique  ; 
et  les  nervures,  les  corniches,  les  dentelles  en  pierre  de  l'église 
gothique  se  marieront  entre  elles  avec  une  merveilleuse  précision. 

a  Les  constructions  en  charpente  ne  sont  pas  moins  remarquables 
Les  nombreuses  pièces  qui  entrent  dans  la  composition  d'un  grand 
comble  avaient  été  taillées,  façonnées  chacune  à  part  ;  l'ouvrier  mon- 
teur n'a  eu,  pour  ainsi  dire,  qu'à  les  présenter  les  unes  aux  autres, 
qu'à  en  faire  un  tout,  comme  l'ébéniste  compose  de  pièces  rappor- 
tées la  table  d'un  échiquier . 

«  Ces  beaux,  ces  magniflquesproblèmes  n'auraient  pas  été  solubles, 
si  on  n'avait  eu  pour  guide  que  les  représeniations  pittoresques  des 
objets;  mais  en  substituant  à  ces  images  des  dessins  assujettis  à  cer- 
taines règles,  toutes  les  relations  de  grandeur  et  de  forme  entre  les 
différentes  parties  d'une  consiruction  quelconque  s'obtiennent  à 
l'aide  d'opérations  très  simples. 

H  Obéissant  à  une  sorte  de  géométrie  naturelle,  poussés  par  la 
nécessité  qui,  souvent,  produit  les  mêmes  effets  que  le  génie,  d'anciens 
architectes  firent  usage,  dans  certains  cas,  de  ces  dessins  spéciaux  où 
le  constructeur  peut  trouver,  presque  k  vue,  les  dimensions  et  les 
formes  des  parties  dans  lesquelles  il  se  voit  obligé  de  décomposer  un 
édifice  projeté.  Ces  architectes  seraient  les  inventeurs  de  la  géométrie 
descriptive,  s'ils  avaient  fondé  leurs  épures  sur  des  principes  mathé- 
matiques, et  généralisé  la  méthode;  mais,  loin  de  là,  ils  affectaient  de 
considérer  les  préceptes  qui  leur  servaient  de  règle  comme  le  fruit 
d'une  pratique  aveugle.  A.ussi,  dès  qu'on  les  tirait  des  cas  particuliers 
traités  dans  les  plans  de  leurs  portefeuilles,  ils  ne  savaient  plus  mar- 
cher, même  à  tâtons. 

B  A  une  époque  gouvernée  par  l'empirisme,  les  chefs  des  diverses 
écoles  ne  pouvaient  être  du  même  avis  relativement  à  la  valeur 
des  méthodes  en  usage.  Il  n'est  pas  rare  de  lire  dans  leurs  traités  :  "  Je 
parie  jo,  ao  et  même  loo  mille  livres  que  mes  procédés  sont  exacts  ». 
Il  faut  avouer  que  jamais,  à  l'occasion  de  ces  défis,  on  ne  tomba  d'ac- 
cord sur  le  choix  des  experts  qui  auraient  eu  a  trancher  le  différend. 

Il  L'autorité  intervint  elle-même  dans  ces  débats.  Ainsi  elle  défendit 
à  l'artiste  Bosse  d'adopter  les  méthodes  de  Desargues  pour  son  cours  de 
perspective  de  l'École  royale  de  peinture.  L'autorité  fut  malinspirée; 
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nous  savons  aujourd'hui  que  les  méthodes  interdites  étaient  très 
eïactes  ;  mais  aussi  pourquoi  vouloir  régler  l'art,  la  science  par  arrêt 
du  parlement  P  Des  décisions  ridicules  ont  toujours  été  ta  conséquence 
de  ces  tentatives  d'usurpation  sur  !a  liberté  de  la  pensé*  humaine. 

«  Des  hommes  de  mérite.  Desargues  en  tète,  réussirent  enfin  à  rat- 
tacher aux  règles  de  la  géométrie  élémentaire  la  plupart  des  méthodes, 
des  tracés  en  usage  dans  la  coupe  des  pierres  et  des  charpentes. 
Malheureusement  leurs  démons tral ions  étaient  longues,  embarras- 
sées ;  elles  devaient  toujours  rester  hors  de  la  portée  des  simples 
ouvriers. .. 

Il  Monge débrouilla  ce  chaos.  Il  fit  voir  que  les  solutions  graphiques 
de  tous  les  problèmes  de  la  géométrie  à  trois  dimensions  se  fondaient 
sur  un  très  petit  nombre  de  principes  qu'il  expose  avec  une  mei-veil- 
leuse  clarté.  Désormais  aucune  question,  parmi  les  plus  complexes, 
ne  devait  rester  l'apanage  exclusif  des  esprits  d'élite  ;  avec  des  instru- 
nients  bien  définis  et  une  méthode  de  recherches  uniforme,  la  géo- 
métrie descriptive,  dont  Monge  devint  ainsi  le  créateur,  pénétra 
jusque  dans  les  rangs  nombreux  de  la  classe  ouvrière  malgré  le  peu 
d'instants  qu'elle  peut  consacrer  à  l'étude. 

((  II  faut  bien  se  pénétrer  de  l'état  où  des  hommes  d'un  grand 
talent  avait  laissé  la  stéréotomie  (*)  pour  apprécier  le  haut  mérite  que 
Monge  déploya  dans  l'accomplissement  de  son  œuvre.  En  toutes 
choses,  qu'il  s'agisse  d'une  fable  de  La  Fontaine  ou  du  Traité  de  Géo- 
métrie Descriptive  de  Monge,  ce  qui  est  réellement  beau  paraît  simple 
et  semble  avoir  dû  coûter  peu  d'efforts.  Lagrange  exprimait  une 
pensée  analogue,  avec  sa  finesse  habituelle,  lorsqu'il  disait  en  sortant 
d'une  leçon  de  son  ami  :  «  Avant  d'avoir  entendu  Monge,  je  ne  savais 
pas  que  je  savais  la  géométrie  descriptive.  » 

B  Les  constructeurs  de  toutes  les  professions,  les  architectes,  les 
mécaniciens,  les  tailleurs  de  pierre,  les  charpentiers,  soustraits  désor- 
mais à  des  principes  routiniers,  se  rappelleront  avec  reconnaissance 
que  s'ils  savent,  que  s'ils  parlentla  langue  de  l'ingénieur,  c'est  Monge 
qui  l'a  créée,  qui  l'a  rendue  accessible  à  tout  le  monde,  qui  l'a  fait 
pénétrer  dans  les  plus  modestes  ateliers.  >j 

(•|  Stéréotomie  veut  dire  :  coupe  des  solides .  On  désigne  sons  ce  nom  l'en- 
Bomble  dts  constructions  relatives  aux  problèmes  dans  lesquels  il  est  ques- 
tion d'intersections  de  surfaces  et  leurs  applications  à  la  coupe  des  pierres  et 
des  bois  de  construction. 
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PROPRIÉTÉS  RELATIVES  AUX 
PLANS  BISSECTEURS 


324.  Dans  celte  note  se  lionvent  réunis  des  propriétés  et  pro- 
blèmes relatifs  aux  plans  bissecteurs.  Comme  leur  étude  n'est  pas 
indispensable,  tout  en  étant  utile,  nous  avons  jugé  bon  de  ne  pas  la 
placer  dans  l'exposition  des  résultats  fondamentaux. 


Points  des  plans  bissecteurs. 

•ji.-j.    -   Les  projections  d'an  point  du  premier  bissec- 
teur   sont    éqnîdistontes   de    la   ligne   de  terre. 

Les  projections  d'un  point 
',.-■-'^1  ^,^c'X         '^'^  deuxième  bissectear  sont 

''T"T~J>^     V  confondues. 

1°  Points  situés  dans  ie 
premier  plan  bissecteur.  — 
Les  points  J,  K  du  premier 
plan  bissecteur  (flg.  34il 
étant  contenus  à  l'intérieur 
du  i"  ou  du  3°  dièdre  ont 
leurs  projections  de  part  et 
d'autre  de  la  ligne  de  terre 
(87);  de  plus,  ces  points 
étant  équidistants  des  deux 
plans  de  projection  d'après  une  propriété  bien  connue  du  plan  bis- 
secteur (Gréyy,  Géom.  dans  l'espace,  ioi),  pour  chacun  d'eux  la  cote 
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égale  l'éloignement ;  leurs  projections  sont  doue  équidislantes  de  scy. 
Tels  sont  les  points  (  j,/)  du  1""  dièdre  el  (k,  k')  du  3»  dièdre  {fig.  34i). 

2°  Points  situés  dans  le  deuxième 
plan  bissecteur.  —  Les  points  N, 
P  du  deuxième  plan  bissecteur 
étant  contenusà  l'intérieur  du  a' 
ou  du  i'  dièdre    {fig.    3i3)   ont 
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leurs  deux  projcctior 


Ffg.  3f3 

a  même  côlé  de  la  ligne  de  terie  (87)  ; 

,  de    plus.   les    valeurs   absolues    de    la 

cote  et   de    l'éloignement    de    chacun 

d'eux  sont  égales,   puisque  ces   points 

^____ ___^  sont  à  égale  distance  des  deux  plans  de 

"^  y    projection  ;    il  en    résulte   que    leurs 

projections  sont  à  la  même  distance  de 

PP  xy;  elles  sont  donc  confondues.  Tels  sont 

les    points    [n,    n')    du    ae    dièdre    et 

(p,  p')   du  !f  dièdre  {fig.  MM 

3^6.  Les  réciproques  de  ces  deux  propositions  sont  vraies.  En  effet, 
ai  l'épure  d'un  point  remplit  l'une  ou  l'autre  deces  conditions,  la  cote 
et  l'éloignement  du  point  ont  leurs  valeurs  absolues  égales  ;  le  point 
appartient  donc  à  l'un  des  plans  bissecteurs,  en  vertu  d'une  propriété 

Dans  le  premier  cas,  où  les  projections  sont  équidistantes  de  la 
ligne  de  terre,  la  cote  et  l'éloignement  ont  le  même  signe,  le  point 
se  trouve  (S-j)  dans  le  premier  ou  le  troisième  dièdre,  donc  sur  le  pre- 
mier bissecteur. 

Dans  le  second  cas,  leurs  signes  diffèrent  et  le  point  se  trouve. 
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par  suite,  dans  le  deuxième  ou  le  quatrième  dièdre,   donc  .sur   le 
deuxième  bissecteur. 

327.  Problème.  —  Trouver  les  points  de  rencontre  d'une  droite 
avec  les  deao)  plans  bissecteurs. 

Soient  06,  a'b'  les  deux  projections  d'une  droite  ;  le  point  de  ren- 
contre de  nette  droite  avec  le  deuxième  plan  bissecteur  doit  avoir  ses 
projection3confondues(3a5,3°);  c'est 
donc  le  point  (m,  m')  {fig.  345]  où 
se  rencontrent  les  deux  projections 
de  la  droite. 

Le  point  de  rencontre  de  la  droite 
avec  le  premier-  plan  bissecteur  doit 
avoir  ses  projections  symétriques  par 
rapport  à  la  ligne  de  terre  (SaSj  1°). 
Pour  l'obtenir  {ftg.  345),   on   con- 
struit la  droite  an  symétriqiïede  a'b' 
par  rapport    à  la  ligne  de  terre  ; 
cette  droite  rencontiie  aô  en  n;  on 
a'b'  :  (n,  n'j  e^t  le  point-  cherché.  On 
peut  également  construire  la  droite  ^n'  symétrique  deab  par  rapport 
à  xy;  cette  droite  coupe  a' 6'  en  n',  c[u' on  rappelle  ensuite  en  n  sur  ab. 

328.  Droites  des  plans  bissecteurs.  —  1°  Droites  du  deuxième 
plan  bissecteur.  —  Tout  point  d'une  droite  du  second  bissecteur  ayant 
ses  projections  confondues  (SsÔ,  2°),  les  deux  projections  ab.  a'b'  de 
la  droite  sont  elles-mêmes  confondues  (  (Ig.  346  et  347).  Ses  deux  traces 


rappelle  ensuite  1 


h.  v'  sont  confondues  au  point  où  elle  rencontre  xy,  à  moins  que  la 
droite  ne  soit  parallèle  à  la  ligne  de  terre  {fig.  347),  auquel  cas  elle 
n'a  ni  trace  horizontale,  ni  trace  verticale. 

2"  Droites  da  premier  plan  bissecteur.  —  Tout  point  d'une  droite 
du  premier  bissecteur  ayant  ses  projections  symétriques  par  rapport 
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à'  la  ligne  de  terre  (3î5.  i°),  les  deux  projections  ab,  db'  de  la  droile 
sorit  elles-mêmes  symétriques  par  rapport  à  xy  {jig.  348  et  8^9).  Ses 
traces  h,  v'  sont  confondues  au  point  où  elle  rencontre  xy,  à  moins 


)jué  la  droite  ne  soit  parallèleà  la  ligne  déterre,  auquel  cas  ab  ela'b'. 
tout  en  restant  symétriques  par  rapport  à  xy,  lui  sont  parallèles 
(  fUg.  349)  :  la  droite  n*a  alors  ni  trace  horizontale  ni  trace  verticale. 
Les  réciproques  des  cas  précédents  sont  évidentes  ;  au  surplus,  nous 
laissons  au  lecteur  le  soin  de  les  démontrer. 


Droites  parallèles  aux  plans  bissecteurs. 


329.  Droites  parallèles  au  deuxième  plan  bissecteur,  —  Soit 
(ab,  a'b')  une  droite  parallèle  au  deuxième  plan  hissecteur  (ftg.  35o)  ; 
une  l«lledroite  est parallèleàune droite  (cd,  c'd')  du  deusièmebissec- 
teur;  or,  les  projections  de  {cd,  &d')  sont  confondues  (3a8),  et  comme 
ellessont  respectivement  parallèles  à  ab  et  a'ù',  il  s'ensuit  que  06  eta'6' 
sont  parallèles  entre  elles. 

330-  Réciproqobmbkt,  lorsque  les  deux  projections  ab.  a'b'  d'une 
,.  droite  sont  parallèles  entre  elles,  la 

droite  est  parallèle  au  deuxième  plan 
bkseeleur  ;  car  si  l'on  mène  par  un 
point  {m,  m')  de  œy  une  parallèle  à 
cette  droite  {Jig.  35o),  les  deux  pro- 
jections cd  et  c'd'  de  cette  parallèle 
'^  sont    confondues,    ce   qui    montre 

qu'elle  est    contenue  tout    entière 
dans  le  deuxième  bissecteur  (328,  1°)  ;  donc  la  droite  (ab,  a'b'),  parai- 
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e  droite  (cd,  c'd')  du  deuxième  bissecteur,  est  parallèle  à  ci 


Remabque.  —  11  y  a  exception  pour  les  droites  de  profil. 


331,  Droites  parallèles 


ppemiep  plan  blssecleui*.  —  Soit 
[ab.a'b'j  une  droite  par aUèle  au  pre- 
mier bissecteur  (^g.  35il;cettedroite 
est  parallèle  à  une  droite  {ed,  e'd')  du 
premier  bissecteur  ;  or,  les  projec- 
lions  de  [cd,  e'd')  sont  symétriques 
par  rapport  à  ^^(SaS),  et  comme  elles 
sont  respectivement  parallèles  à  ab 
et  a'b',  11  s'ensuit  que  ab  eta'b'  sont 
également  inclinées  suc  aiy  (mais  en 
sens  contraires),  sans  toutefois  se 
couper  sur  la  ligne  de  terre. 


332,  RÉcipnOQUEMEKT,  toats  droite  {ab,  a'b'i  dont  les  projections  sont 
également  inclinées  sar  la  ligne  de  terre  dans  des  sens  contraires  sans 
la  couper  aa  même  point,  est  parallèle  au  premier  plan  bisseetear  ;  car 
si  l'on  mène  par  un  point  {m,m')  de  ave  une  parallèle  à  cette  droite 
{Jïg.  35i),  les  deux  projections  cd,  e'd'  de  cette  parallèle  sont  symé- 
triques par  rapport  à  œj/,  ce  qui  montre  qu'elle  est  contenue  tout 
entière  dans  le  premier  plan  bissecteur  (3s8)  ;  donc  la  droite  (ab,  a'b'), 
paraUèle  à  une  droite  (cd,  e'd')  du  premier  plan  bissecteur,  est  parai- 


Droites  perpendiculaires  aux  plane  bissecteurs. 

333.  Droites  perpendiculaires  au  premier  plan  bissecteur.  — 

Les  droites  perpendiculaires  au  premier  plan  bissecteur  sont  des  droi- 
tes de  profil,  car  elles  sont  perpendiculaires  à  la  Ugne  de  terre; 
de  plus  elles  sont  parallèles  au  deuxième  plan  bissecteur,  car  les 
deux  plans  bissecteurs  sont  pÈrpendiculaires.  Prenons  alors  sur  une 
même  perpendiculaire  à  a-y  deux  points  {a,a'),  [b.b')  appartenant 
au  second  plan  bissecteur  (/F^.   SSa);  la  droite  (ab,  a'b')  est  alors 
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une  droite  de  profil  du  deuxième  plan  bisseck  ir  pu  s  iite  une 
droite  perpendiculaire  au  premier  plan  biss  cft  u  II  en  resuite 
que  toutes  les  droites  perpendiculaires  ai  premier  plan  bissecteur 
sont  parallèles  à  la  dioite  [ab  ab)  propo- 
sons-nous de  mener  telle  qui  passe  par  un 
point  (ra,  m')  choisi  trbili  airement  Pour 
cela,  il  suffit  de  lépéter  le  coi  stru étions 
faites  pour  nienet  pu  un  piint  une  parallèle 
à  une  droite  de  profil  (io5)  on  trace  am. 
a'in',  et  l'on  mène  ensuite  btt  paiallèle  à  am  et 
b'ii'  parallèle  à.  a  m  ce*  parallèles  len  unirent 
la  ligne  de  rappel  du  point  yin,  m)  aux 
points  n  et  ji',  et  les  deux  points  |i7i,m'|,  [n,ii') 
déterminent  la  droite  cherchée. 

Les  deux  parallélogrammes  abnm.  abn'm' 
montrent  que  les  segments  mn,   m'n',   tous 
deux  égaux  au  segment  ab  et  de  même  sens 
que  lui,  sont  eux-mêmes  égaux  el  de  même 
sens,  d'où  la  conclusion  suivante  :  Les  projections  mn,  m'n'  d'un  seg- 
ment MH  porté  sar  une  perpendiculaire  aa  premier  bisseefear  sont  des 
segments  '^gaax  et  de  même  sens. 


V 

/ 

n 

1     /^ 

.• 

"af 

^    y 

'\^ 

h 

334.  Le  résultat  précédent  permet  de  trouver  aisément  les  traces 
deladroite(mi,mV);ene(fel,  la  trace  verticale  u',  par  exemple,  ayant 
pour  projection  horizontale  le  point  a  où  la  droite  mn  rencontre  la 
ligne  de  terre,  les  segments  m%,  m'tj'  sont  égaux  et  de  même  sens,  et 
il  suffit,  par  conséquent,  de  porter  dans  le  même  sens  que  ma  une 
longueur  m'v'  =;  ma  pour  avoir  le  point  v' .  La  trace  horizontale  h 
s'obtient  de  même  en  portant  dans  le  même  sens  que  m'«  une  lon- 
gueur mh  =  m'a.  D'ailleurs,  puisque  le  segment  ftu'  de  la  droite  a 
pour  projections  ha.  et  au',  les  segments  /tx  et  au'  sont  égaux  et  de 
même  sens,  ou  encore  :  Les  traces  d'une  perpendiculaire  au  premier 
bissectear  sont  symélrii^ues  par  rapport  à  la  ligne  de  terre. 

335.  Les  deux  propriétés  que  nous  venons  de  démontrer  relative- 
ment aux  droites  perpendiculaires  au  premier  bissecteur  comportent 
chacune  une  réciproque  : 

Lorsque  les  projections  d'un  même  segment  MN  d'une  droite  de  profil 
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sont  égales  et  de  même  sens,  la  droite  est  perpendiciilaire  au  premier 
bissecteur. 

En  effet,  soient  (m,  m')  et  (n,  n')  les  points  qui  déterminent. la 
droite  de .  profil  {mn,  m'n.')  et  supposons  que  les  segments  mn.  m'n' 
soient  égaux  et  de  même  sens  {fig.  SSs)  ;  par  un  point  quelconque 
[a,  a')  du  deuxième  plan  bissecteui'  menons  la  paraLèle  à  cette  droite 
de  profil;  il  suffit  pour  cela  de  porter  sur  la  ligne  de  rappel  du  point 
(a,  a')  des  segments  ab,  a'b'  respectivement  égaux  aux  segments  mn, 
m'n'  et  de  même  sens  (io5)  ;  ladroite(a6,  o'6')  estla  parallèlecherchée. 
Or,  en  vertu  de  l'hypotiiÈse  faite  sur  les  segments  mn,  m'n',  il  est 
évident  que  les  points  6  et  b'  coïncident,  donc  le  point  (&,  b')  est  dans 
le  deuxième  plan  bissecteur  ;  la  droite  (ab.  a'b')  est  donc  une  droite 
de  profil  contenue  dans  le  deuxième  plan  bissecteur,  puisqu'elle  a 
deux  points  dans  ce  plan;  il  en  résulte  qu'elle  est  perpendiculaire  au 
premier    plan  bissecteur  et    il    en   est   de  même  de  sa   parallèle 

336.  La  seconde  réciproqiic  :  Toute  droite- dont  tes  traces  h, v'  sont 
symétriques  par  rapport  à  la  ligne  de  terre  est  perpendiculaire  an  pre- 
mier plan  bisseetear,  est  un  cas  particulier  de  la  première.  En  effet, 
d'abord  la  droite  est  de  profil,  car  ses  deux  projections  sont  dirigées 
suivant  la  même  perpendiculaire  Au'  à  la  ligne  de  terre  (  flg.  35a),  et, 
d'autre  part,  en  désignant  par  a  le  point  où  cette  pei-pendiculaire 
rencontre  xy,  on  voit  que  les  deux  projec- 
tions Aa  et  ou'  du  segment  compris  entre 
les  traces  de  la  droite  sont  des  segments 
égaux  et  de  même  sens. 

337,     Droites     perpendiculaires     au 
cér''  '  "  deuxième  plan  bissecteur.  —  Les  droites 

r       perpendiculaires  au  deuxième  plan  bissec- 
teur sont  des  droites  de  profil  parallèles  au 
premier  plan  bissecteur.  Prenons  alors  sur 
uneniêmeperpendiculaireàoij'deuxcouples 
~"~~-  -  de  points  a,  a'  et  b,  b'  tels  que  les  points 

de  chaque  couple  soient  symétriques  par 
rapport  à  la  ligne  de  terre  {fig.  353)  :  les 
points  dont  les  projections  sont  (a,  a')  et  (6,  b')  sont  deux  points  du 
premier  plan  bissecteur,  et  la  droite  (ab,  a'b')  est  une  droite  de  profil 
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contenue  lout  entière  dans  ce  plan,  elle  est  donc  perpendiculaire 
au  deuxième  plan  bissecteur.  Il  en  résulte  que  toutes  les  perpendi- 
culaires 8u  deuxième  plan  bissecteur  sont  parallèles  à  la  droite 
(ab,  a'b'h  construisons  celle  qui  passe  par  un  point  (m,  m')  arbitrai- 
rement donné. 

Pour  cela,  traçons  ain  et  a'm'  et  menons  bn  parallèle  à  am,  b'n' 
paraLèleà  a'm' (lob);  si  l'on  désigne  par  n  et  n'  les  points  où  tes 
parallèles  rencontrent  la  ligne  de  rappel  du  point  (m,  m'),  les  points 
(m,  m'),  (n,  n')définbsent  la  droite  cherchée.  Par  construction,  les  seg- 
ments ab  et  a'b'  sont  égaux  et  de  sens  contraires;  les  parallélo- 
grammes abmn,  aVm'/i'montrentqueles  segments  ab,  m/isontégaus 
et  de  même  sens,  ainsi  que  les  segments  a'b',  m'n':  il  en  résulte  que 
les  segments  mn,  m'n'  sont  égaux  et  de  sens  contraires,  d'où  la  con- 
clusion suivante  ; 

Les  projeetions  mit,  m'n'  d'un  segment  MN  porté  sur  ane  perpendicu- 
laire au  deuxième  plan  bissecteur,  sont  des  segments  égaam  et  de  sens 
contraires. 

338.  Ce  résultat  permet,  compie  dans  le  cas  précédent,  de  con- 
struire aisément  les  traces  de  la  droite  {mn,  m'n')  ;  pour  avoir  la  trace 
verticale  v'  on  porte  en  sens  contraire  de  ma  la  longueur  m'v'  égale 
à  mi,  et  pour  avoir  la  trace  horizonlale  h  ou  porte  en  sens  contraire 
de  m'a  la  longueur  mft,  :=  m'a.  D'ailleurs  le  segment  hv'  de  l'espace 
limité  par  les  traces  de  la  droite  ayant  pour  projections  ha  et  ai/,  11 
en  résulte  que  les  segments  ha  et  ai  sont  égaux  et  de  sens  contraires, 
ou  bien  encore  que  les  segments  jft  et  au'  sont  égaux  et  de  même 
sens,  ce  qui  exige  necessaneraent  que  les  points  h  et  v'  coïncident. 

Les  traces  d'une  ptrpenl  u/i  l  la  deuiième  plan  bissectear  sont 
confomlufis. 

339.  Ces  deuï  propriétés  des  droites  perpendiculaires  audeuxième 
plan  bissecteur  donnent  lieu  aux  deux  réciproques  suivantes  : 

Lorsque  les  projections  d'un  segment  MN  d'une  droite  de  pr-Jll  sont 
des  segments  égaux  et  de  sens  contraires,  la  droite  est  perpendicalaire 
au  deuxième  plan  bisseciear. 

En  effet,  soient  (m,  m"),  (n,  n')  les  points  qui  déterminent  la  droite 
de  profil  {mn,  m'n'i,  et  supposons  les  segments  mn,  m'n'  égaux  et  de 
sens  contraires  (  fig.  353).  Par  un  point  quelconque  (Oj  u')  du  premier 
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plan  bissecteur,  menons  la  parallèle  à  la  droite  de  profil  (mn,  m'/i'j  ; 
pour  cela,  sur  !a  ligne  de  rappel  du  point  (a,  n'),  portons  les  seg- 
ments ab  et  a'b'  respectivement  égaux  aux  segments  mn  et  m'n',  et  de 
môme  sens  :  la  droite  de  profil  {ab,  a'b')  est  la  parallèle  cherchée.  Or, 
puisque  mn  et  'm'n'  sont  des  segments  égaux  et  de  sens  contraires,  il 
en  est  de  même  des  segments  ab  et  a'b'  ;  et  comme  a  et  a'  sont  symé- 
triques par  rappoii  à  la  ligne  de  terre,  b  et  b'  sont  alors  dans  le 
même  cas,  par  suite  ie  point  (&,  b'}  est  un  point  du  premier  plan 
bissecteur.  La  droite  {ab,  a'b')  est  donc  une  droite  de  profil  contenue 
tout  entière  dans  le  premier  plan  bissecteur,  puisqu'elle  a  deux  points 
dans  ce  plan  ;  it  en  résulte  qu'elle  est  perpendiculaire  au  deuxième 
plan  bissecteur,  et  il  en  est  de  même  de  sa  parallèle  (mn,  m'n'). 

340  Ld  deuxième  réciproque  :  Si  une  droite  a  ses  deax  traces  h,  v' 
ronfonduci  elle  est  perpendiculaire  aa  deuxième  plan  bisseciear,  est 
une  conséqueuLe  de  la  première. 

tn  effet  soit  a  le  point  où  la  ligne  de  rappel  du  point  h  (ou  v') 
rencontie  n  (fiq  353)  ;  les  deux  projections  de  la  droite  étant  diri- 
gées suivant  la  même  perpendiculaire  ha.  (ou  v'n.)  à  la  ligne  de  terre, 
celte  droite  est  de  proftl.  D'autre  part,  il  est  évident  que  les  projec- 
tions ht,  au'  du  segment  limité  par  les  traces  de  la  droite  sont  égaux 
et  de  sens  contraires. 

|iv. 

Plans  perpendiculaires  aux  plans  bissecteurs. 


3il.    Plans  perpendiculaires  au  premier  plan  1 

Les  traces  de  tout  pian  perpendica- 

^^'        laire  au  premier  plan  bissecteor  sont 

^^X^  Si/mé(rfqiies  par  rapport  à  la  ligne  de 

— ^- ''^•~~ — y  ^^  effet,  figurons  une  perpendi- 

^\^       ;              '  culaire  (ab,  a'b']    au  premier  plan 

^\^  bissecteur  {fig.  35i)  ;  c'est  une  droite 

^\^  de  profil  dont  les  traces  a  et  b'  sont 

""  symétriques  par  rapport  à  xy  {33i}. 

^'  Tout  plan  PaQ  passant  parladroile 

[ab,  a'b')  est  lui-même  perpendiculaire  au  premier  plan  bissecteur  ; 
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ses  traces  aP  et  aQ  passent  respecti^emenl  par  a  et  b',  elles  sont 
donc  symétriques  par  rapport  h  ssj-, 

Réeiproquement,  tout  plan  dont  Us  traces  sont  symétriques  par  rap- 
port à  ta  ligne  de  terre  est  perpendiculaire  aa  premier  plan  bissecteur. 

En  effet,  soit  PaQ  {fig.  35A)  un  plan  dont  les  traces  sont  symétri- 
ques par  rapport  h  wy;  traçons  dans  ce  plan  une  droite  de  profil 
quelconque  (ab,  a'b'i:  ses  traces  a  et  b'  sont  respectivement  situées 
sur  les  traces  du  plan,  et  comnae  celles-ci  sont,  par  hypothèse,  symé- 
triques par  rapjjort  à  xy,  il  en  est  de  même  des  points  a  et  b'  ;  la 
droite  {ab,  a'b')  est  donc  perpendiculaire  au  premier  plan  bissecteur 
(336),  et  le  plan  PaQ  qui  la  contient  est  aussi  perpendiculaire  au  pre- 
mier plan  bissecteur. 

342,  Plans  perpendiculaires  au  deuxième  plan  bissecteur.  — 

Les  traces  de  tout  plan  perpendiculaire  aa  deu.cième  plan  bissecteur  sont 
confondiies . 

En  effet,  figurons  une  perpendiculaire  {ab,  a'b')  au  deusîÈme  plan 

bissecteur  {Jlg.  355)  ;  c'est  une  droite  de  profil  dont  les  traces  a  et  b' 

sont  confondues  (338).  Tout  plan  PaQ  passant  par  la  droite  {ab,  a'b'} 

est  lui-même  perpendiculaire  au 

i'^/^  deuxième  plan    bissecteur;    ses 

^.^^  traces    aP    et    aQ,    joignant   un 

^y'^       \    ,  mfime  point   i   de   la  ligne  de 

j ^.^ —    •  i' Ti         terre  ii  deux  points  confondus  a 

,,^  et  b',  sont  donc  confondues. 

P 

p.  Réciproqaement,  tout  plan  dont 

tes  traces  sont  confondues  est  per- 
pendiculaire aa  deuxième  plan  bissecteur. 

En  effet,  soit  PïQ  un  plan  dont  les  traces  sont  confondues  {Jlg.  355); 
traçons  dans  ce  plan  une  droite  de  profil  quelconque  {ab,  a'b').  Ses 
traces  a  et  b'  sont  respectivement  situées  sur  les  traces  du  plan,  et 
comme  celles  ci  sont  confondues  par  hypothèse,  les  points  a  et  b' 
sont  eux-mêmes  confondus  ;  la  droite  (ab,  a'b')  est  donc  perpendicu- 
laire au  deuxième  plan  bissecteur  (SjIo)  et  le  plan  PaQ  qui  la  con- 
tient est  aussi  perpendiculaire  au  deuxième  plan  bissecteur. 
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Flans  parallèles  aux  plans  bissecteurs. 


343.  Plans     parallèles    au    deuxièiuB  plan  bisi 
Les  traces  de  tout  plan  parallèle  au  deuxième  plan  bissecteur  sonl  pa- 

^  rallèles  et  symétriques  par  rapport  à  la  lit/ne  de 

En  effet,  fin  tel  plan  élant  à  la  fois  paral- 

!èle  à  la  ligne  de  terre  et  perpendiculaire  au 

premier  plan  bissecteur,  ses  traces  Pi  et  Qp 

(fig.  3561   sont,  d'une  part,  parallèles  à  xy 

(ii3)  et,  d'autre  part,  symétriques  par  rap- 
^'^'  ^^'"^  port  à  xy  (3ii). 

La  réciproque  est  vraie  ;  eue  se  démontre  comme  au  n"  34i. 

344.  Plnns  [larallèle^  au  premier  plan  bissecteur.  —  Les  tra- 
ces d'un  plan  parallèle  nu  premier  plan  bissecleur  sont  confondues 
suivant  une  parallèle  à  ta  ligne  de  terre. 

En  effet,   un    tel  plan   élant  à  la   foia 
~~~~^  parallèle  a  la  ligne  de  terre  et  perpendi- 
culaire au  deuxième  plan   bissecteur,  ses 

_^ „ traces  Pk  et  Q^  (  fig.  Sd^jI  sont,  d'une  part, 

^  parallèlesà  œy  (ii3)  et,  d'autre  part,  con- 

'^*  "  fondues  (3ia). 

La  réciproque  se  démontre  comme  au  ti"  !îia. 


I"V1. 
lutersections  de  plans. 

SiS,  Problème.  .—  Trouver  l'intersection  d'an  plan  avec  l'un  des 
plans  bisseateurs. 

i'  L'un  des  plans  est  le  deuxième  plan  bissecteur.  —  Si  l'autre  plan 
est  défini  par  deux  droites  {oa,  o'a')  et  {ob,  o'b'}  (fig.  3S8|,  il  suffit 
de  chercher  les  points  (m,  m')  et  (n,  n')  où  ces  deux  droites  coupent 
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respectivemeiiL  le  deuxième  plan  bissecteur  iZi-]].  La  droite  (lim,  m'n') 


est  l'intersection  du  plan  donné  avec  le  deuxième  p!an  bissecteur. 

Si  le  deuïiÈine  plan  PiQ  est  défini  par  ses  traces  et  rencontre  xy 
au  point  a  lji>j.  35g),  ce  point  appartient  à  l'intersection  cherchée,  et 
il  sufût  d'en  trouver  un  se- 
^.     (^  cond    point.    Pour  cela,    on 

construit  une  droite  quelcon- 
que lab,  a'b']  du  plan  PïQ  et 
l'on  détermine  le  point  [m,  m'p 

où  elle  rencontre  le  deuxième 

^       plan     bissecteur    (337.  ;     la 
-  droite  d'intersection  du  plan 

/^'■'^  PîQ  avec  le  deuxième  plan 

■ — ^ ■  bissecteur  est  alors  (am,  am'). 

Fig.  3fio  Enfin,  si  le  deuxième  plan 

parallèle  à  îj  est  défini  par 
ses  traces  Pet  et  Q^  (ftg.^Go),  il  est  évident  que  l'intersection  cherchée 
€st  elle-même  parallèle  à  x;/;  on  cherche  alors  comme  précédemment 
le  point  {m,  m']  où  une  droite  quelconque  {ab.  a'b')  du  plan  donné 
perce  ledeusième  plan  bissecteur  (337),  et  la  droite  demandée  est  la 
parallèle  {mn,  m'n'i  à  X'j. 

2'  L'un  desplans  esl  le  premier  plan  bissecteur.  —  Supposons  d'a- 
bord l'autre  plan  défini  par  deux  droites  {oa,  o'a']  et  (ob,  o'b') 
{fig.  36i|;  on  cherche  alors  les  points  où  ces  droites  rencontrent 
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le   premier  plan  bissecLciic 


{327).    Pratiquement,    on    marque   les 
poinla  c  et  d  où  les 
projections  vertica- 
les des  droites  don- 
nées rencontrent  xy 
et  l'on  construit  le 
symétrique    Oi     du 
point  0'  par  rapport 
à  ary.  Les  droites  0|C 
et  6,d  rencontrent 
respectivement    les 
projections  horizon- 
tales  on  et  06  des 
droites  données  en 
11  rappelle  verticalement  en  m'  et  n'  sur  o'a' 
I  et  {n,  n')  sont  les  points  de  rencontre  des 
1  donné  avec  le  premier  plan  bissecteur,  et 
it  l'intersection  de  ces  deux  plans. 
La  droite  obtenue  doit  être  parallèle  à  xy  ou  la  rencontrer,  car  œy 
est  également  dans  le  premier  plan  bissecteur. 


droites  définissant  le  plar 
par  suite  la  droite  (m 


Si  le  deuxième  plai 
lI  point  a  (./iff.  36a), 


PaQ  est  défini  par  ses  traci 
e  point  est  un  premier  poii 


s  et  rencontre  a:y 
t  de  l'intersection 


> 

fi 

m'y 

X 

fx  !     ,---"*     ^ 

l^^.-w 

cherciiée,  de  sorte  qu'il  suffit  d'en  trouver  u 
cela,  on  construit  une  droite  quelconque  (ai 


second  point  ;   pour 
a'6')  du  plan  PaQ,  et 
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l'on  détermine  le  point  (m,  m'j  où  elle  rencontre  le  premier  plan  bis- 
secteur (Sa;);  la  droit*  d'intersection  du  plan  PiQ  avec  le  premier 
plan  bissecteur  est  alors  (am,  am'i 

Enfin,  si  le  deuxième  plan  donné  parallèle  à  xj  est  défini  par  ses 
traces  Pa  et  Q^  {fig.  363),  l'intersection  cherchée  est  elle-même  paral- 
lèle à  aîy;  on  cherclie  alors,  eomme  plus  haut,  le  point  (m,m')  où 
une  droite  quelconque  {ab,  a'b')  du  plan  [Po;,  Q^)  perce  le  premier 
plan  bissecteur,  et  par  ce  point  on  mène  la  parallèle  \mn,  m'n'}  à  a:y  : 
c'est  la  droite  demandée. 

346,  Interaeellon  de  deux  plana.  —  L'inlersectioo  d'un  plan 
quelconque  avec  les  plans  bissecteurs,  et  en  particulier  avec  le  second, 
ne  nécessitant  que  des  constructions  simples,  on  emploie  quelquefois 
les  plans  bissecteurs  comme  plans  auxiliaires  pour  obtenir  l'intersec- 
tion de  deux  plans  quelconques. 

347.  Premier  exemple.  —  Reprenons  le  problème  du  n»  i5o  : 
Déterminer  l'inlersection  de  deux  plans  définis  chacun  par  deux  droites 

concourant  au  même 

Soient{oa,  oV)et 
(ob,  o'b')  les  droites 
définissant  le  pre- 
mier plan,  (oc,  o'c'jet 
(od,  o'd']  les  droites 
définissant  le  second 
(;îg.38i).Cesquati-e 
droites  percent  res- 
pectivement le  deu- 
xième plan  bissec- 
teur aux  points 
Fig.;»,  (a,  a'),  (^,  ^'),  (ï,  y') 

et  (S,  3');  donc  les 
plans  donnés  coupent  eux-mêmes  le  deuxième  plan  bissecteur  suivant 
les  droites  (n^,  a'p')  et  (-/S,  y'^')-  lesquelles  se  rencontrent  au  point 
(m,  m']  :  ce  point  appartient  à  l'intersection  cherchée,  et  comme 
{o,o')  en  est  un  autre  point,  cette  inlersection  est  la  droite  (om,  o'm'). 
L'épure  à  laquelle  conduit  ce  raisonnement  ne  contient  que  deux 
droites  auxiliaires,  tandis  que  J'épure  de  la  figure  iSa,  qui  résout  lo 
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même  problème,  en  contient  huit. 

Malheureusement,  dana  un  grand  nombre  de  cas,  l'utilisation  du 
second  plan  bissecteur  comme  plan  auxiliaire  donne  lieu  à  des 
constructions  sortant  des  limites  de  l'épure. 

348.  Deuxième  exemple-  —  Trouver  t' inlersectmn  de  deua  plans 
définis  chacun  par  deux  droites  concoaranles. 

Le  premier  plan  est  défini  par  les  deux  droites  {oa,  o'a'},   [ùh,  o'h') 


{fuj.   365),  le  deuxième  par  les  droites  (wc.  lu'o'),   (wd,  itj'd'). 

Prenons  d'abord  comme  plan  auxiliaire  le  deuxième  plan  bissec- 
teur qui  coupe  chacun  des  plana  suivant  les  droites  (ef,  e'f)  et 
{gh,  g'h')\  ces  droites  ont  en  commun  le  point  (m.  m'),  premier 
point  de  l'intersection  des  deux  plans. 

Prenons  maintenant  comme  nouveau  plan  auxiliaire  le  plan  de 
bout  projetant  la  droite  {ob,  o'b'i,  plan  qui  a  pour  trace  verticale  o'b'. 
Il  coupe  le  premier  plan  suivant  la  droite  (ob,  o'b')  et  le  deuxième 
suivant  !a  droite  (p/c,  p'/c'l,  si  l'on  considère  ce  plan  comme  défini  par 
les  deux  droites  (u(Z,  w'd'i  et  {gh,  g'h').  Les  droites  ob  et  Hp  se  coupent 
en  n,  qui  se  rappelle  en  n'  sur  o'b'. 

I/inlersection  est  la  droite  {mn,  m'n'). 

349.  Remarque.  —  La  construction  précédente  n'c\ige  que  le 
tracé  de  deux  droites  pour  la  détermination  du  point  im,  m']  et  de 
(rois  droites  pour  celle  du  point  (n,n');  soit  en  tout  ewq  droites  à 
tracer,  alors  que  l'épure  du  n'  i^g  en  exige  huit. 
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1.  Figurer  les  échelles  de  pente  des  deux  pl.ins  bissecteurs. 

2.  Mener  par  un  point  donné  : 

1°  le  plan  parallèle  au  premier  plan  bissecteur  ; 
a"  le  plan  parallèle  au  deuxième  plan  bissecteur. 

3.  Mener  par  une  droite  donnée  : 

1°  le  plan  perpendiculaire  au  premier  plan  bissecteur  ; 
2"  le  plan  perpendiculaire  au  deuxième  plan  bissecteur. 

4.  Déterminer  les  points  communs  à  une  droite  de  profil  donnée  et 
aux  deux  plans  bissecteurs. 

5.  Mener  par  un  point  donné  : 

1°  une  parallèle  au  premier  plan  bissecteur  rencontrant  une  droite 
de  profil  donnée  ; 

ï"  une  parallèle  au  deuxième  plan  bissecteur  rencontrant  une 
droite  de  profil  donnée 

me  droite  donnée  avec  les  deux  plans 

fi  plan  donné  avec  les  deux  plans  bis- 

(  deux  plans  bis- 

e  droite  de  profil  est  parallèle  à  l'un  des  plan.s 

n  plan  perpendiculaire 

li.  Trouver  les  projections  du  symétrique  d'un  point  donné  par 
rapport  aux  deux  plans  bissecteurs.  En  déduire  le  résultat  relatif 
aux  projectionsde  deux,  figures  symétriques  par  rapport  à  l'un  de  ces 

13.  Trouver  les  traces  d'un  plan  défini  par  deux  droites,  dont  les 
projectionsde  noms  contraires  sont  confondues  (expliquer  le  résultat!. 

13.  Trouver  l'intersection  de  deux  plans  dont  les  traces  de  nom 
contraires  coïncident  (expliquer  le  résultati. 

14,  Trouver  l'intersection  de  deux  plans  délïnis  par  des  droites 
concourantes,  sachant  que  les  projections  des  droites  qui  définissent 
l'un  de  ces  plans  coïncident  avec  les  projections  de  noms  contraires 
des  droites  qui  définissent  l'autre  (expliquer  le  résultat). 
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PROBLÈMES    SUR    LES    DROITES    DE    PROFIL 

ET  LES   PLANS   PARALLÈLES   A    LA 

LIGNE   DE    TERRE 


330.  Nous  avons  déjà  diL  (aig)  que  les  méthodes  générales  indiquées 
pour  résoudre  les  problèmes  relatifs  à  la  droite  et  au  plan  sont  sou- 
vent en  défaut,  lorsque  la  droite  est  de  profil  ou  le  plan  paraUèle  à 
la  ligne  de  terre. 

On  a  Tait  rentrer  ces  cas  particuliers  dans  les  méthodes  générales 
par  le  changement  du  plan  vertical  (n™  aig,  aSo  et  suivants). 

L'objet  de  la  présente  Noie  est  de  résoudre  ces  problèmes  sans  faire 
de  changement  de  plan.  On  peut  la  considérer  comme  présentant  une 
suite  d'applications  des  résultats  fondamentaux. 

351.  Problème-  —  Sur  uiie  droite  de  profû  définie  par  les  projec- 
tions de  deux  de  ses  points  {a,a'f,  {b.b'j,  on  donne  la  projection  horizon- 
tale 0  d'un  troisième  point  ;  trouver  la  projection  verticale  de  ce  point 
(fia-  366). 

Si  l'on  désigne  par  A.  et  B  les  points  de  l'espace  dont  les  projections 
sont  respectivement  \a.a')  et  {b,b'j  et  par  C  le  point  de  la  droite  de 
profil  AB  dont  la  projection  horizontale  est  c,  en  désignant  sa  pro- 
jection verticale  par  c',  les  segments  AC,  BC  portés  par  la  droite 
AB  sont  proportionnels  à  leurs  projections  de  même  nom  (■;)  et 
l'on  a 

AC   „  ce  _  a'c' 
aC   ~  hc  ~~  b'c'  ■ 

Le  prol>lème  revient  donc  encore  à  déterminer  te  point   c'  qui 

divise  le  segment  a'b'  dans  le  rapport  connu     -j-—.     ce  point  c'  étant 

à  l'intérieur  ou.  à  l'extérieur  du  segment  a'b'  suivant  que  c  est  lui- 
même  intérieur  ou  extérieur  au  segment  ab. 
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Cette  construclio 


t.  313 

ïr  Ifuj.  3661  en  menant  par 
a  et  b  deux  droites  quel- 
conques parallèles  entre  elles 
qui  coupent  en  a  et  ^  deux 
autres  parallèles  menées  par 
a'  et  b'. 

Par  c,  on  mène  ensuite  la 
parallèle  c~(  à  ai.  qui  coupe  i'^ 
en  -[■,  et  par  7  la  parallèle  à  aa', 
qui  coupe  a'b'  au  point  cher- 
che c'.  L'application  répétée 
du  théorème  de  Thaïes  donne 
en  effet 


cb  ' 


HBMA.nQUR.    —    Une     con- 
struction analogue   permet  : 
j"   connaissant  c',  de    Irou- 


2°  d'obtenir  les  trac«s  horizontale  h  ou  verticale  v'  de  la  droite, 
ronconnail  a  priori  une  des  deux  projections  de  ces  points  :  hl  an  v. 
e  soin  de  résoudre  ce  dernier  problème. 


Nous  laissons  au  lecteur 


3S2.  Problème,  —  Trouver  les  iracfs  d'ane  droite  de  profil  définie 
par  deuo!  points  (a,  a'), 
^^'''  (6,  b). 

''l''  /  \  La  solution  est  basée 

i  sur  ce  que  les  traces  de 

;  toute  droite  d'un  plan 

]  sont  des   points  situés 

^.  ^  y~~'~^ — —      sur  les  traces  de  même 

""-^  r  ■'k^:  ^..g-" -^       1       ^       nom  du  plan     Soient 

c'i'  ■"■-,0  1  [ah,   a'b')    la   droite  de 

;  profil  donnée  et  (0,  0') 

'  "■  ^-J.  _^  un  point    quelconque 

j.j     ,g-  lie  l'espace  {fig.  367]  ; 

les         deux       droites 

o'a'),  {06,  o'è'l  déterminent  un  plan  qui  contient  la  droite  de  piç- 
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lil  ;  construisons,  comme  nous  l'avons  expliqué,  les  traces  ce  et  d'f  de 
ce  plan  (ni)  et  soient  h  et  v'  les  points  où  ces  traces  rencontrent  la 
droite  aba'b';  k  et  v'  sont  respectivement  la  trace  liorizonlale  et  la 
trace  verticale  de  la  droite  de  profil. 

Bemabque.  —La  méthode  précédente  est  applicable  à  la  recherche 
des  traces  d'une  droite  quelconque,  mais  elle  ne  présente  réellement 
B  que  dans  le  cas  où  la  droite  est  de  profil. 


353.  Problème.  —  Reconnaîlre  si  une  droite  deprofil  rencontre  une 
aulre  droite  quetcoiwiiie. 

Soient  une  droite  de  profil  (ab,  a'b'i  déterminée  par  les  projections 
de  deux  de  ses  points  [a,  a'\  et 
ib.  b'i  et  une  deuxième  droile  quel- 
conque {cd,  c'd']  {fig.  368].  Les  pro- 
jections de  même  nom  de  ces  deux 
droites  se  coupent  bien  en  deux 
points  o,  o'  situés  sur  une  mtme  li- 
gne de  rappel,  mais  le  point  (o,  o') 
qui  appartient  a  la  droite  (crf,  c'd') 
n'appartient  pas  nécessairement  à  la 
droite  de  profil.  Pour  vérifier  que 
les  droites  données  se  rencontrent, 
on  procède  comme  au  n"  io4  ; 
on  choisit  deux  points  quelconques 
(m  m')  (n  ')  u  la  d  oile  (  ri,  c'd') 
et  1  on  ène  le  d  o  le  {an  a'm'), 
(bu,  b'n')  ;  ces  droit  do  e  t  ôt  e  o  pa  allMe  ou  nu  'anles 
(io4,  Rem.i,  c'est-à  d  qulu  ])  ndenmni  doi- 
vent être  parallèles  o  e  uj  n  d  i  t  t  ■  une 
même  ligne  de  rappel 

Remarque.  —  Pour  vérifler  si  le  point  (o,  o')  appartient  à  la  droite 
de  profil,  on  peut  également  vérifier  si  la  proportion 


est  satisfaite  (35i).  les  points  o  et  o'  divisant,  bien  entendu,  delà 
même  manière  les  segments  ab  et  a'b' :  mais  les  constructions  néces- 
sitées par  cette  vérification  ne  sont  pas  plus  siinpîes  que  celles  de  la 
figure  368. 
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354.  Problème.  —  BeconnaUre,si  dearc  droites  de  profil  apparienanl 
à  des  plans  de  profil  dijférenls  sont  parallèles. 

Soient  [a,  a'],  (6,  b')  les  points  qui  définissent  ta  première  droite  de 
profil,  (c,  û'i,  (d,  d')  les  points  qui  définissent  la  seconde  {fig.  Mq  et 
370).   Si  ces  droites  sont  parallèles,  les  droites  {ac,  «VI,  {bd,  b'd) 


1  concourantes  (lo.'i,  Rem.);  par  suite, 
m  doivent  être  parallèles  (fig.  SSgl  ou  se 
1'  situés  sur  une  même  ligne  de  rappel 


doivent  être  ou  parallèl 
leura  projections  de  mènr 
couper  en  deux  points  c 

ifig- ^10). 

35.'>.  Problème.  —  Reeonnailre  si  deux  droites  de  profil  situées 
dans  un  même  plan  de  pvofû  sont  parallèles. 

Soient  quatre  points  (a.  a'],  {b,  h'). 
(ce'),  (d,  d')  dontlesprojections  sont  sur 
une  même  ligne  de  rappel  ifig-  5-]i); 
pour  reconnaître  si  les  deux  droites  de 
profil  {ab.  a'b'),  {cd,  e'd']  sont  paral- 
lèles, menons  par  un  point  quelconque 
(m,  m'I  la  parallèle  {mn,  m'a']  h.  la  pre- 
mière (io5)  ;  slles  deux  droites  données 
sont  parallèles,  il  en  est  de  même  des 
droites  {cd,  e'd],  {mn,  m'n'],  et  récipro- 
quement, de  sorte  qu'on  est  ramené  à 
vérifier  le  parallélisme  de  deux  droites 
de  profil  non  situées  dans  un  même 
plan  de  profil  :  pour  cela  on  construit, 
(dm,  d'm'l  et  l'on  vérifie  que 
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par  exemple,  les  droites   {en 
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leurs  projections  de  mÈme  nom  se  coupent  en  deux  points  o.  et  o' 
situés  sur  une  même  ligne  de  rappel  (35i). 

Remarque.  —  Si  les  droites  de  profil  sont  parallèles,  les  segments 
de  l'espace  AB,  CD  sont  parallèles,  et,  puisque  leurs  projections  sur 
un  même  plan  sont  proportionnelles  (7),  on  a 
AB  _  ab^_  £^ 
CD  "    ccf  ~    c-d'  ' 
11  est   du  reste  évident,  à  cause  des  égalités  ab  =  nm,  a'h'  =  mV. 
que  la  vérification  de  la  proportion    — r  =  — r^-    revient  à  vérifier 
que  les  points  o  et  0'  sont  sur  une  même  ligne  de  rappel. 

356.  TViéorém^.  — Pour  que  deux  plans  paraUhles  à  la  ligne  de  terre 
soient  parallèles  entre  eux,  il  faut  et  il  suffit  que  les  dislances  de  la 
ligne  de  terre  aux  traces  da  premier  soient  proportionnelles  aux  distan- 
ces de  la  ligne  de  terre  au  traces  de  même  nom  de  l'autre. 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  une  application  du  prohlème 
résolu  au  n»  354. 

En  effet,  soient  Pï  et  Qp  les  traces  de  l'un  des  plans,  Pi  a,  et  Qi^i 
les  traces  de  l'autre  (fly.  373).  Menons  au  imint  b  (ou  a')  de  la  ligne 
de  terre  la  perpendiculaire  à  cette  droite  et  soient  «,  b',  ai,  b'i  les 
points  où  elle  rencontre  respec- 
tivement les     traces    des    deuï 
plans.  La  droite  de  profil  définie 
par  les  deux  points  [a,  a'\  et(6,  6') 
appartient  au  plan  (Pi,  Q^l,  car 
les  traces  a  et  b'  sont  situées  sur 
les  traces  de  ce  plan  ;  de  même, 
la  droite  de  profil  définie  par  les 
points  (Oi,  a']  et  {b.  b'i]  appartient 
au  plan  (P.ïi,  Qi'fio. 
Si  les  plans  sont  parallèles,  ces 
Pj„    ^-g  deux  droites  de  profil  étant  les 

droites  suivant  lesquelles  ils  sont 
coupes  par  uu  même  plan  dû  profil  sont  elles-mêmes  pdrallèlcs,  et  l'on 
a  (71 
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PROBLEMES   S 


i    DROITES    DE    PROFIL 


Réciproquement,  cette  relation  e 
parallélisme  des  deuï  plans,  car 


e  condition  suffisante  pour  le 
le  est  vérifiée,  les  droites  de 


Fig.  373 


profil  (a6,  a'b'),  {aib,  a'bl)  sont  parallèles,  d'après  la  réciproque  du 
théorème  de  Thaïes  appliquée  aux  deux  triangles  Aa'B  et  Aia'Bi  ;  et 
comme  les  deus  plans  sont  parallèles  à  deux  droites  de  directions 
différentes,  la  ligne  de  terre  et  la  droite  {ab,  a'b',,  ils  sont  parallèles. 

357.  Problème.  —  Trouver  l'interseelioit  d'anplan  et  d'une  droite 
de  profil. 

1»  Le  plan  est  défini  par  deax  droites  cortcoaranles.  —  Soit  à  trou- 
ver le  point  de  rencontre  de  la  droite  de  profil  [ab,  a'b')  avec  le  plan 
défini  par  les  droites  (oc,  o'd)  et  (od,  o'd')  [fig.  378).  Ce  plan  est 
coupé  par  le  plan  de  profil  contenant  !a  droite  {ab,  a'b'j  suivant  la 
droite  de  profil  (crf,  dd'). 

Pour  déterminer  le  point  commun  à  ces  deux  droites,  nous  pren- 
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drons  comme  plan  auxiliaire  le  plan  dcliiii  par  le  point  (o,  o')  et  la 
droite  de  profil  donnée,  plan  qui  est  déterminé  encore  par  les  droites- 
{oa,  o'a')  et  [oh,  o'b'),  et  nous  cliercherons  la  droite  d'intersection  de 
ce  plan  et  du  plan  donné  (149)-  Prenons  un  plan  auxiliaire  horizon- 
tal H',  qui  coupe  les  deuï  plans  suivant  les  horizontales  (ap,  a'I^'j  et 
(c8,  c'S');  ces  horizontales  se  rencontrent  au  point  (p,  ;>'),  qui  appar- 
tient à  l'intersection  des  deux  plans,  de  sorle  que  cette  intersection 
est  la  droite  (op,  o'p');  elle  rencontre  la  droite  de  profil  lab.  a'b')  au 
point  (m,  m'),  qui  est  le  point  d'intersection  de  cette  droite  avec  le 
plan  donné. 

Remarque  I.  —  Le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire  et  l'épure 
de  la  figure  ^-jZ  résolvent  le  problème  traité  au  n'  353  :  Trouver  le 
point  (m,  m')  eomman  à  deux  droites  {ab,  a'b'),  (cd,  e'd')  sitaées  dans 
an  même  plan  de  profil,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  faire  un  change- 
ment de  plan  vertical.  Lorsque  le  problème  est  posé  de  celte  façon, 
le  point  (0,  o')  est  alors  un  point  choisi  arbitrairement  dans  l'espace. 

Remarque  II.  —  On  pourrait,  au  lieu  de  prendre  un  plan  auxi- 
liaire horizontal  H',  prendre  aussi  bien  un  plan  vertical,  de  bout, 
ou  de  front . 

358.  2"  Le  plan  contient  la  ligne  de  krre.  —  Soit  à  trouver  le 
point  de  rencontre  de  la  droite  de  profil  (ab,  a'b')  avec  le  plan 
défini  par  la  droite  xy  et  le  point  (0,  0')  (flg.  374).  Nous  pren- 
drons encore  comme  plan  auxiliaire  le  plan  des  deux  droites 
{oa.o'a')  el(ob,o'b'), 
qui  contient  le  point 
(0,  0')  et  la  droite  de 
profil  donnée,  et 
nous  chercherons 
soninter.sectionavec 
le  plan  donné  ;  le 
point  |o,  (■')  en  est 
un  premier  point, 
de  sorte  qu'il  suffit 
d'en  chercher  un 
second  point.  Pour 

recours  au  deuxième 
vant    a^,    et  le   plan 
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plan  bissecteur,    qui   coupe  le  plan  donné  s 
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auxiliaire  choisi  suivant  la  droite  (a?,  cc'fi')  (345,  i").  laquelle  rencon- 
tre a.  son  tour  a^y  au  point  p,  derixième  point  cherché. 
La  droite  d'intersection  du  plan  donné  avec  le  plan  auxiliaire 
défini    pins    haut   est    donc 
{up.    o'p),    elle    rencontre  la 
droite  de  profil  (ab,  n'b')  au 

-'^— t'— ~Kt ~~  point  (m,  m'):  c'est  le  point 

'^^'  d'intersettion  de  cetfe  droite 

avec  le  plan  donné. 

339.  Pi'oblème.  —  abais- 
ser d'un  point  donné  une  per- 
pendiculaire sur  an  plan  pa- 
ralièleà  la  ligne  de  terre. 

Soit  à  mener  par  le  point 
(ni,m')  la  perpendiculaire  au 
plan  défini  par  ses  traces  Pa 
et  Qp  parallèles  à  ay  (^3.3751. 
no  171  n'est  pas  applicable  dans  ce 
cas  particulier,  car  la  perpendiculaire  cherchée  est  une  droile  de 
profil  Onpeutalois  déterminer  cette  perpendiculaire  en  la  conà.- 
dénnt  comme  1  intersection  de  deux  plans  passant  par  le  point 
(m  m  j  et  peipendiculaires  au  plan  donné,  par  eitcmple  le  plan 
de  profil  mm  el  le  plan  mené  par  [m,  m')  perpendiculairement  à  une 
droite  quelconque  {ab,  a'b')  du  pian  (Pa,  Qp)  ;  or,  on  peut  construire 
immédiatement  I  hoiizontale  (nih.  m'h')  de  ce  deuïiome  plan  (mh  est 
peipendiculaiie  sur  ab).  puis,  en  prenant  un  point  quelconque  (ii.n') 
sur  cette  horizontale,  construire  une  droite  de  front  [nj.n'fj  de  ce 
même  plan  (11^  est  perpendiculaire  sur  a'b'}  ;  ces  deuï  droites  ren- 
contrent respectivement  le  plan  de  profil  mm'  aux  points  (m,  m') 
et  (p,  p'].  de  sorte  que  la  perpendiculaire  cherchée  est  (mp.ni'p') . 


La  méthode  générale  ! 


360.  l'roblèine.  —  Mener  par  an  p  iiit  donné  un  plan  perpendiou- 
lairesar  une  droite  de  profil  donnée. 

Soit  à  mener  par  le  point  (ni, m')  le  plan  perpendiculaire  à  la  droile 
de  profil  iab,  a'b')  {fig.  876)  ;  le  plan  cherché  est  le  lieu  des  perpendi- 
culaires à  la  droite  de  profil  menées  par  le  point  [m.m')  ;  pour  le 
définir,  il  suffit  donc  de  déterminer  deux  de  ces  perpendiculaires. 
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On  peut  prendre,  par  exemple,  la  parallèle  (mn,  m!n')  à  xy 
menée  par  le  point  {m,m'), 
puis  la  perpendiculaire 
élevée  en  ce  mAme  point 
au  plan  qu'il  détermine 
avec  la  droite  de  profil 
donnée,  plan  qui  est  encore 
déGni  par  les  droites 
(ma,  m'a'),  (mb,  m'h');  on 
construit  d'aboid  une  hori- 
zontale (ac,  a'c'(  et  une 
droite  de  front  (crf,  c'd'\  de 
ce  plan,  et  en  menant  mp 
perpendiculaire  à  ac,  m'p' 
perpendiculaire  à  Cd',  on 
a  les  projections  de  la 
perpendiculaire  cherchée. 
Le  plandemandé  est  défini 
par  les  droites   {mn,  m'n') 

et  {mp,  m'p'\  ;  en  déterminant  les  (races  e  et  /'  de  la  droite  [mp,  m'p') 

et  en  menant  par  ces  points  les  parallèles  Pa  et  Q^  à  a^,    on  a  les 

traces  de  ce  plan. 
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ÉPURES 

PROPOSÉES  AUX  CONCOURS  D'ADMISSION 
AUX  ÉCOLES 


INSTITUT  AGRONOMIQUE 

On  donne  iin  tétraèdre  ABCD  reposant  par  sa  base  ABC  sur  le  plan 
horizontal  de  projection.  Les  longueurs  de  ses  arêtes,  exprimées  en 
centimètres,  sont  les  suivantes  : 

AB  =  AC  =  i4,  BC  =  ADrr  iq.  BD  =  CD  =  i3. 

1°  On  demande  de  construire,  au  moyen  d'une  première  épure, 
les  angles  plans  des  dièdres  qui  ont  pour  arêtes  respectives  BC  et 
AD.  (On  indiquera  chacun  de  ces  angles  au  mojen  d'un  arc  de  cercle 
de  a  centimètres  de  rayon,  décrit  de  son  sommet  comme  centre  et 
compris  entre  ses  côtés). 

3"  Après  avoir  reporté  sur  une  seconde  épure  les  données  et  les 
résultats  de  la  première  qu'ily  a  lieu  d'utiliser,  on  construit  le  point 
E,  symétrique  du  sommet  A  par  rapport  au  plan  de  la  face  BCD,  et 
on  fixe  invariablement  au  tétraèdre  ABCD  un  nouveau  tétraèdre  ayant 
pour  sommet  le  point  E  et  pour  base  la  face  BCD  du  premier.  On 
coupe  ensuite  le  solide  ABGDE  ainsi  obtenu  par  un  plan  horiiontal 
mené  à  une  hauteur  de  o"*,o3  au-dessus  du  plan  horizontal  de  pro- 
jection ;  on  en  retranche  la  partie  située  au-dessus  du  plan  sécant,  et 
on  demande  de  représenter  en  projection  horizontale  la  partie  con- 
servée du  solide  ABCDE .  {1889,  1"  session.) 

On  donne  un  carré  ABCD  dont  le  côté  a  o",o8  de  longueur,  dont 
le  sommet  A  repose  sur  un  plan  horizontal  de  projection  et  dont  les 
deux  sommets  B  et  D,  voisins  du  sommet  A,  sont  h  o™,o3  au-dessus 
de  ce  plan  horizontal. 

1°  Représenter,  en  projection  horizontale,  le  cube  construit  sur  le 
carré  ABCD  et  au  dessus  du  plan  de  ce  carré. 

a"  Représenter  la  section  du  cube  ainsi  défini  par  un  plan  horizon- 
tal mené  à  o™,o5  au-dessus  du  plan  horizontal  de  projection . 

3°  Trouver  en  vraie  grandeur  les  angles  que  font  respectivement 
avec  le  plan  horizontal  de  projection  la  face  ABCD  et  l'une  quel- 
conque des  deux  autres  faces  de  l'angle  solide  qui  ont  leur  sommet 
en  A.  (1889,  2'  session.) 
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1°  Construire  dans  le  plan  horizontal  un  Lriangle  équïlaléval  AlïG 
dont  le  côté  AB,  perpendiculaire  à  la  ligne  de  ten-e,  a  pour  longueur 

3°  Construire  le  prisnae  qui  a  pour  base  ABC  et  dont  l'arête  AD 
satisfait  aux  conditions  suivantes  :  l'arête  AD  est  au-dessus  du  plan 
horizontal  et  égale  a.  o^.iô  ;  e!le  fait  avec  AB  un  angle  de  3o°  et  la 
face  DAB  fait  avec  la  face  ABC  un  dièdre  AB  égal  h  60". 

3°  Mener  par  D  la  section  droite  DEF  de  ce  prisme.  Au  tracé  à 
l'encre  on  figurera  le  tronc  de  prisme  ABC  DEF,  en  distinguant  les 
parUes  vues  des  parties  cachées.  (1892.) 


Une  pyramide  pentagonale  régulière  SABCDE  repose  pir  sa  base 
ABCDE  sur  le  plan  horizontal.  Le  diamètre  du  ceicle  circonsciit  a  la. 
base  a  pour  longueur  o™,o6.  L'arête  latérale  a  pour  longueur  la  dia- 
gonale AD . 

I"  Délerminor  celte  pyramide  et  trouver  la  peipendiculane  com- 
mune PQ  au  côté  AB  et  à  l'arête  SD. 

3°  Trouver  sur  la  surface  de  la  pyramide  le  lieu  des  pointa  égale- 
ment distants  des  pieds  P  et  Q  de  la  perpendiculaiie  commune. 

nota.  —  Au  tracé  à  l'encre,  on  représentera  la  projection  horitotilak  de  la 
surface  opaque  rie  la  pjramide,  avec  le  (racé  du  lieu  géométrique,  puis  la 
l'gf  PQ,  prolongije  d'une  longueur  égale  à  PU  de  part  et  d'autre  des  points 
l'et  Q.  (1893.) 

Construire  les  projections  d'un  cube  dont  une  diagonale  est  verti- 
cale, le  sommet  le  plus  bas  étant  dans  le  plan  horizontal.  On  donne 
les  projections  a  et  a'  de  l'exlrémité  d'une  des  arêtes  issues  du.  som- 
met situé  dans  le  plan  horizontal.  La  ligne  de  terre  étant  tracée  paral- 
lèlement aux  plus  petits  cùtés  de  la  feuille  de  papier  et  h  égale  dis- 
tance de  ces  côtés,  la  ligne  de  rappel  aaa'  est  à  o"',oa  du  centre  de  la 
feuille,  la  cote  aa'  est  égale  iioin,o4,  l'éloignemenl  «a  à  ©".oS  ;  enfin,  la 
projection  horizontale  de  l'arête  considérée  rencontre  la  ligne  de  terre 
à  droite  de  a  et  fait  avec  elle  un  angle  de  75" .  En  outre,  la  diagonale 
verticale  est  à  gauche  du  sommet  (a,  a'] .  {tS95.) 

On  trace  dans  le  plan  horizontal  un  carré  abcd  vers  la  gauche  de  la 
feuille  et  au-dessous  de  xy;  ab  =  5"";  le  centre  0  du  caii-é  est  à  une 
distance  oe  de  xy  égale  à  10°'°;  oa  fait  60"  avec  a:y  à  gauche  de  oe.  Dé- 
terminer, sur  la  verticale  de  0,  deux  points  S  pt  Si  tels  que  les 
triangles  ayant  ces  points  pour  sommets  et  les  côtés  du  carré  pour 
bases  soient  équilaléraux;  déterminer  aussi  les  intersections  mutuelles 
des  plans  Sad.  Sbc,  Sicd,  Siob  et  représenter  le  solide  formé  par  ces 
quatre  plans. 

Paire  la  même  chose  pour  les  plans  Sab.  Scd,  SiOd  et  S]6c  après 
avoir  fait  préalablement  subir  au  solide  Sal)(:dSi  une  translation  paral- 
lèle à  a^y,  de  gauche  à  droite  et  de  13''"'.  (1807.) 
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On  donne  nn  plan  P  passant  par  xy  {œy  est  le  petit  axe  de  la 
Tcuilie)  et  faisant  a^ier,  la  partie  antérieure  du  plan  horizontal  et  au- 
dessus  de  ce  plan  un  angle  de  3o°. 

Dans  ce  plan  est  situé  un  pentagone  régulier  ABCDE  dont  le  rayon 
du  cercle  circonscrit  est  i°".  A  est  à  une  distance  de  xy  égale  à  lO""; 
c'est  le  point  le  plus  en  avant  du  pentagone  et  il  su  projette  sur  le 
grand  axe  de  la  feuille. 

Ce  pentagone  est  la  base  d'une  pyramide  située  au-dessus  du  plan 
P,  dont  la  hauteur  est  iï°°'  et  dont  le  sommet  se  projette  homonta- 
lement  en  un  point  s  situé  à  8""  a  droite  du  grand  axe  et  à  3""  en 
avant.du  petit  axe. 

Représenter  par  deux  projections  {parties  vues  et  cachéesj  le  volume 
de  la  pyramide  compris  entre  le  plan  P  et  le  plan  bissecteur  du 
dièdre  aigu  que  fait  le  plan  P  avec  le  plan  vertical.  (tS98-) 


La  ligne  de  terre  est  le  petit  axe  de  la  feuille. 

Un  cube  dont  l'arête  a  8""  a  l'un  de  ses  sommets  A  dans  le  plan 
horizontal,  sur  le  grand  axe  de  la  feuille  et  à  lo""  en  avant  du  plan 
veitlcfll.  La  diagonale  de  ce  cube  issue  de  A  est  verticale  et  dirigée 
vers  le  haut,  l'une  des  arêtes  issue  do  A.  est  située  dans  le  plan  de 
profil  de  ce  point  et  dirigée  en  arrière.  Représenter  ce  cube  par  ses 
deux  projections,  ainsi  que  sa  section  par  le  plan  qui  passe  par 
son  centre  et  la  ligne  de  terre.  Donner  aussi  le  rabattement  de  cette 
section  sur  le  plan  horizontal.  On  fera  la  distinction  des  pariies  vues 
et  des  parties  cachées.  (1899.) 


La  ligne  de  lerre  xy  est  le  petit  axe  de  la  feuille,  a:  étant  à  gauche. 
Dans  le  plan  horizontal  se  trouve  un  triangle  reclatigle  isocèle  ^P't, 
dont  le  sommet  a  est  sur  le  grand  axe  de  la  feuille,  à  lo""  en  avant 
de  aiy.  et  dont  la  base  pT  coïncideavec  xy.  ^  étant  à  gauche.  La  droite 
afl  est  la  trace  horizontale  d'un  plan  P  dont  la  partie  supérieure 
fait  un  angle  de  ■  3o°  avec  la  partie  du  plan  horizontal  qui 
contient  y. 

Dans  le  plan  P  se  trouve  un  octogone  régulier  de  5°"  de  ravon, 
dont  le  centre  se  projette  horizontalement  au  point  milieu  de  jt  ; 
de  plus,  l'une  des  diagonales  qui  passe  par  deux  sommets  opposés  de 
cet  octogone  est  horizontale.  Cet  octogone  est  la  base  d'une  pyra- 
mide régulière  située  au-dessus  du  plan  P  ayant  lo""  de  hauteur. 

Représenter  cette  pyramide  par  ses  deux  projections. 

On  fera  la  distinction  des  parlies  vues  et  cachées  en  supposant  la 
pyramide  pleine  et  opaque.  (19(10.) 


La  ligne  de  terre  ccy  est  le  petit  a.té  de  la  feuille;  z< 
ïxe  (s  au-dessous  de  xy)  elo  le  centre. 
On  porte  oA  =  oB  ^  lo'"  sur  xy  et  oC  =  io°"  s 
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trace  horizontale  d'un  plan  P  dont  la  partie  supérieure  Tait  60°  avec 
le  demi-plan  horizontal  qui  conlieol  le  point  o;  c'est  aussi  la  trace 
horizontale  de  deux  plans  P'  et  P"  dont  les  parties  supérieures  font 
avec  le  même  demi-plan  horizontal  des  angles  respectivement  égaux 
à  45°  et  "jS". 

Le  point  du  plan  P  qui  se  projette  horizontalement  au  milieu  de 
BG  est  le  centre  d'un  carré  situé  dans  le  plan  P  et  ayant  une  diago- 
nale horizontale  égale  à  lo"».  Ce  carré  est  la  base  commune  de  deux 
pyramides  régulières  ayant  chacune  5""  de  hauteur. 

Représenter  ia  partie  solide  de  l'octaèdre  ainsi  formé  qui  est  com- 
prise ei(re  (es  plans  P'etP".  (1901.) 


La  ligne  de  terre  aiy  est  le  petit  ax.e  de  la  feuille. 

Un  point  O  situé  dans  le  plan  horizontal,  sur  le  grand  axe  de  la 
feuille,  à  8°'°  en  avant  du  plan  vertical,  est  le  centre  d'un  carré  de 
10""  de  côté,  dont  les  sommets  consécutifs  sont  A,  B,  C,  D;  AB  est 
parallèle  à  xy,  est  dirigé  de  la  gauche  vers  la  droite  et  est  le  côté  le 
plus  en  avant  du  carré.  Ce  carré  est  la  base  d'un  cube  situé  aù-dessua 
du  plan  horizontal  et  dont  les  arêtes  sont  A\'.  BB'.  CC.  DD'.  On  fait 
tourner  le  cube  autour  de  la  diagonale  k'C  de  la  base  supérieure 
d'un  angle  de  45°  ;  le  sens  de  cette  rotation  est  de  la  droite  vers  la 
gauche  pour  un  observateur  couché  le  long  de  A'C,  les  pieds  en  C, 
la  tète  en  A'. 

Représenter  le  cube  dans  sa  nouvelle  position  ;  faire  la  distinction 
des  parties  vues  et  cachées  en  supposant  les  plans  de  projection 
transparents.  (1902.) 

La  ligne  de  terre  xy  est  le  petit  axe  de  la  feuille. 

Un  tétraèdre  régulier  SABC  a  sa  base  ABC  située  dans  le  plan  bis- 
secteur du  premier  dièdre  et  est  placé  au-dessus  de  ce  plan.  Le 
triangle  ABO  a  8""  de  côté,  le  côté  BC  est  parallèle  }i  xy;  le  sommet 
A  est  en  avant  et  se  projette  sur  le  grand  axe  de  la  feuille  ;  la  vraie 
distance  de  Ka  xy  est  de  la™.  Sur  les  faces  SABet  SAC  comme  bases, 
et  en  dehors  du  tétraèdre,  on  construit  deux  prismes  droits  dont  la 
hauteur  est  égale  à  celle  du  tétraèdre. 

On  demande  de  représenter  par  ses  deux  projections  le  solide  formé 
par  la  réunion  du  tétraèdre  et  des  deux  prismes,  ainsi  que  la  section 
laite  dans  ce  solide  par  le  plan  horizontal  qui  en  contient  le  sommet 
le  plus  à  droite.  (1904.) 

ÉCOLE  NAVALE 


On  donne  un  hexagone  régulier  de  côté  égal  à  3"°  ;  le  centre  et  le 
milieu  de  l'un  des  côtés  sont  dans  la  partie  antérieure  du  plan  hori- 
zontal ;  le  centre  est  à  5°"  de  la  ligne  de  terre  ;  le  plan  de  l'hexagone 
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fait  un  angle  de  Sg"  avec  le  plan  horizontal  et  la  trace  horizontale 
fait  un  angle  de  53"  avec  la  ligne  de  terre. 

Cet  hexagone  est  la  base  d'une  pyramide  régulière  dont  la  hauteur 
est  de  i5'"  et  dont  le  sommet  est  dans  le  second  dièdre. 

Trouver  les  projections  de  la  pyramide  et  celles  de  la  section  faite 
par  le  plan  bissecteur  du  premier  dièdre.  (1881.) 


On  donne  un  point  II  dans  le  plan  horizontal  à  o",o^  de  la  ligne 
de  terre,  et  un  point  V  dans  le  plan  vertical,  éloigné  de  la  ligne  de 
terre  de  o"',o6  ;  on  donne  la  longueur  de  la  droite  HV  de  l'espace, 
longueur  qui  est  de  o",i07.  Mener  par  cette  droite  un  plan  faisant  un 
angle  de  ôo»  avec  le  plan  hissecteur  du  premier  dièdre.  (1883.) 


On  a  un  point  A.  situé  dans  le  second  dièdre,  distant  de  «".oi  du 
pian  horizontal  et  de  o°',o3  du  plan  vertical.  Mener  par  ce  point  une 
droite  faisant  avec  le  plan  horizontal  un  angle  de  35°  et  avec  le  plan 
vertical  un  angle  de  ^i".  Parmi  les  droites  qui  satisfont  au  problème, 
considérer  seulement  celle  qui  a  sa  trace  verticale  la  plus  éloignée 
du  plan  horizontal  et  située  sur  la  gauche  du  plan  de  profil  con- 
tenant A.  Déterminer  la  plus  courte  distance  de  cette  droite  et  de  la 
ligne  de  terre.  (18b3.> 

Tracer  les  projections  d'un  tétraèdre  SABG  satisfaisant  aux  condi- 
tions suivantes.  On  donne  les  projections  la,  a')  de  A  (aa  ^  o'",oio  ; 
a'a  ^  o'".o6o).  Le  plan  prolongé  de  la  base  AUG  fait  un  angle  de  4o° 
avec  la  partie  postérieure  du  plan  horizontal  et  passe  par  un  point 
donné  (u  de  xy  [aut  =  o",iio].  Le  sommet  B  est  dans  le  plan  hori- 
zontal, à  l'intersection  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  A  sur  la 
trace  horizontale  du  plan  prolongé  de  ABC.  L'arête  SG  est  perpen- 
diculaire au  plan  de  la  base  ABC  et  son  prolongement  coupe  xy  en 
un  point  donné  ■;  (ly  =  o"°,o,'io.)  La  longueur  de  l'aréle  SC  est 
égale  à  o™,070  et  S  est  supposé  au-dessus  du  plan  de  la  base. 

(1884.) 

On  donne  un  plan  de  bout  P  faisant  un  angle  de  45°  avec  le  plan 
horizontal  de  projection.  Sa  trace  verticale  coupe  xy  en  un  point  a  à 
a™  à  droite  du  centre  de  la  feuille  :  la  portion  de  cette  trace  qui  est 
au-dessus  du  plan  horizontal  de  projection  va  de  droite  à  gauche  à 
partir  de  «. 

Dans  ce  plan  se  trouve  l'une  des  faces  ABCD  d'un  cube  ABCDEFGH. 
Le  sommet  A  est  celui  des  sommets  de  la  face  ABCD  qui  a  la  plus. 
grande  cote  ;  sa  cote  est  6°'°.  son  éloignement  est  S™.  Le  sommet  B 
est  celui  des  sommets  B  et  D  qui  a  le  plus  grand  éloignement  ;  la 
longueur  de  AB  est  de  5""  et  la  droite  AB  fait  avec  le  plan  hori- 
zontal un  angle  de  3o°.  Le  cube  est  situé  au-dessus  du  plan  P. 
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On  prend  un  point  H  sur  la  droite  qui  joint  les  centres  des  faces 
ABCD  et  EFGH,  entre  ces  deuxfaces  à  i'"  du  plan  P.  Construire  la 
section  du  cube  par  le  plan  qui  passe  par  M  et  qui  est  parallèle  à  xy 
et  à  AB. 

Représenter  la  partie  solide  du  cube  compriseeotre  le  plan  sécant 
et  le  (ilan  P  ;  xy  passe  par  le  centre  de  la  feuille  et  est  parallèle  à  ses 
petits  côtés.  (1901.) 

xy  est  parallèle  aux  petits  côtés  de  la  feuille  et  à  17""  du  bord  in- 
férieur. 

On  donne  dans  le  plan  de  profil  du  centre  de  la  feuille  un  point  S 
dé  cote  o  et  d'éloignement-+- 7'"',  et  aiissi  un  point  H  de  cote 
-1-8'"'  et  d'éloigneinent  H-  11™. 

1°  Menerpar  S,  perpendiculairement  à  SH,  unedroitedontlapro- 
jection  horizontale  faitil'angle  de  i5°  avec  xy  et  rencontre  xy  à 
gauche  de  s',  puis  placer  sur  la  droife  obtenue  le  point  A  d'éloigne- 
ment+a""'. 

a"  SA  est  une  arête  d'un  tétraèdre  SABG  dont  l'arête  BC  passe 
par  H  et  est  perpendiculaire  à  SH  et  à  SA.  L'arête  AB  est  de  profil 
et  l'aréfe  SG  est  de  front. 

Couper  ce  tétraèdre  par  le  plan  mené  par  le  milieu  de  SH,  parallè- 
lement à  tny,  également  incliné  sur  les  deux  plans  de  projection  et 
coupant  le  plan  vertical  de  projection  au-dessus  de  œy. 

Représenter  celle  des  deux  parties  solides  du  tétraèdre  délerminécs 
par  le  plan  sécant  à  laquelle  appartient  le  sommet  A.  (1902.) 


Tracer  xy  à  iS"""  du  bord  inférieur  de  la  feuille  parallèlementà  ses 
petits  côtés.  Le  sommet  S  d'une  pyramide  régulière  à  base  carrée 
ABCD  a  pour  côté  a™,  pour  éloignement  6™  et  sa  ligne  de  rappel 
est  à  o'",o45  à  gauche  de  la  feuille.  Le  point  G  a  pour  éloignement 
8°",  pour  cote  8™,  et  sa  ligne  de  rappel  esta  c^soiS  à  droite  du  centre 
de  la  feuille.  L'arête  SA  est  verticale  et  dirigée  vers  le  haut  et  l'éloi- 
gnement  de  B  est  supérieur  h  celui  de  D. 

Construire  la  section  de  la  pyramide  par  le  plan  mené  par  D  per- 
pendiculairement à  SB  et  représenter  la  partie  solide  de  la  pyramide 
comprise  entre  la  base  ABCD  et  le  plan  sécant.  (19u3.) 


ËCOLE  SPÉCIALE  MILITAIRE  DE  SAINT-CYR 

Dans  la  pyramide  quadrangulaire  SABCD  dont  le  sommet  est  en  S, 
on  donne  SA  =  SB  =  SD  =  88"",  AB  =  79"'".  AD  =  58"", 
angle  DAB  =  90-,    angle  ADC  =  111",     angle  ABC  —  69". 

On  demande  de  construire  les  projections  du  solide  en  plaçant  à 
volonté  la  base  ABCD  sur  le  plan  horizontal. 
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On  détermineva  ensuite  : 

1°  l'angle  des  faces  SAB,  ABCD  et  celui  des  faces  SBC,  SCD  ;  cet 
angles  seront  mesurés  à  l'aide  du  rapporteur  ; 

3°  les  projections  et  la  vraie  grandeur  de  la  section  faite  dans  If 
solide  par  le  plan  bissecteur  de  l'angle  dièdre  dont  AB  est  l'arête. 

11863.1 


Dans  un  tronc  de  pyramide  régulière  à  base  hexagonale,  le  côté  de 
la  grande  base  est  égal  à  So""",  chaque  arête  latérale  a  65"",  et  les 
angles  que  font  les  arêtes  latérales  avec  les  côtés  adjacents  de  la 
grande  base  valent  chacun  8o°  ;  déterminer  les  projections  du  tronc 
en  l'appuyant  par  la  grande  base  sur  le  plan  horizontal.  Ce  ironc 
étant  supposé  réduit  à  sa  surface  et  la  partie  supérieure  étant  enlevée, 
on  déterminera  les  parties  visibles  de  !a  surface  intérieure  du  tronc, 
en  supposant  l'œil  placé  à  une  hauteur  de  ■ji""°  au-dessus  du  plan 
horizontal  sur  la  verticale  menée  par  l'un  des  sommets  de  la  grande 
base.  (18e4.} 


Trouver  les  projections  de  l'intersection  d'une  pyramide  régulière 
pentagonale  dont  la  base  est  sur  le  plan  horizontal  avec  une  perpen- 
diculaire au  plan  vertical.  Le  côté  du  pentagone  de  base  est  égal  à 
o°,o7  ;  l'un  des  côtés  est  situé  sur  une  parallèle  à  la  ligne  de  terre 
menée  à  une  distance  deo^.So.  La  hauteur  de  la  pyramide  est  o™,i. 
Le  plan  sécant  fait  un  angle  de  So"  avec  le  plan  horizontal  et  est  à 
une  distance  de  o",o5  dn  sommet  de  la  pyramide. 

Après  avoir  déterminé  les  projections  de  l'intersection,  on  cher- 
chera l'angle  de  deuï  faces  de  la  pyrainide.  (1865.) 


Un  prisme  droit  a  pour  hase  un  hexagone  régulier  ABCDEF  dont 
le  côté  vaut  Qi^-oSi,  Sur  les  arêtes  latérales  qui  partent  des  som- 
mets A,  B,  C  de  la  base,  on  prend  des  longueurs  AG  =  o",o68, 
BH  =  o^.oaS,  CI=  o™,oa5.  Par  les  trois  points  G,  H,  I  on  fait 
passer  un  plan  P  qui  détermine  le  tronc  de  prisme  compris  entre  ce 
plan  et  la  base  ABCDEF,  et  l'on  demande  de  construire  les  projec- 
tions horizontale  et  verticale  de  ce  tronc  en  posant  la  base  sur  le 
plan  horizontal  de  manière  que  le  côté  AB  soit  perpendiculaire  à  la 
ligne  de  lerre.  (1886.) 

Un  tétraèdre  régulier  SABC,  dont  les  arêtes  ont  pour  valeur  com- 
mune 58°'°,  repose  par  sa  base  ABC  sur  le  plan  liorizontal,  de  ma- 
nière que  l'arête  AB  soit  parallèle  à  la  ligne  de  terre  et  le  sommet  G 
en  avant  de  AB.  Sur  chacune  des  faces  latérales  SAB,  SAC,  SBC. 
comme  base,  on  construit  un  prisme  droit  dont  la  hauteur  est  égaie 
à  l'arête  du  tétraèdre.  On  obtient  ainsi  un  polyèdre  P,  composé  de 
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l'ensemble  du  (étvaèdre  et  des  trois  prismes,  et  l'on  demande  de 
construire  : 

1°  les  deux  projeclions  de  ce  polyèdre  P  ; 

3"  la  section  du  polyèdre  P  par  un  plan  horizontal  mené  par  le 
centre  de  gravité  du  tétraèdre.  {}  867 .  ) 

1°  Un  prisme  droit  a  pour  base  un  hexagone  régulier.  Le  côté  de  la 
base. égale  3i™™,  et  la  hauteur  du  prisme  est  quintuple  du  côté  de  la 
base.  Une  face  liilérale  coïncide  avec  le  plan  horizontal  de  projection, 
les  arêtes  latérales  faisant  avec  la  ligne  de  terre  un  angle  de  3o".  On 
deniande  de  construire  les  projections  horizontale  et  verticale  de  ce 
prisme. 

ï°  Soit  0  le  point  milieu  de  celle  des  deux  arêtes  latérales  supé- 
rieures qui  est  le  plus  en  avant  du  plan  vertical  de  projection  ;  on 
considère  les  points  situés  sur  les  arêtes  latérales  et  qui  sont  à  la  même 
distance  du  point  0,  distance  égaie  au  double  du  côté  de  la  base; 
on  joint  chacun  de  ces  points  au  point  voisin  situé  sur  l'arête  sui- 
vante; on  obtient  ainsi  une  ligne  polygonale  tracée  sur  la  surface  du 
prisme.  On  demande  de  construire  les  projections  de  cette  ligne. 
_____  HUi.) 

Une  pyramide  régulière  dont  le  sommet  est  S  a  pour  base  l'iiexa- 
gone  régulier  ABCDEF.  Chaque  arête  latérale  vaut  ii!7"'"  et  chaque 
côté  de  la  base  53""°.  La  face  latérale  SAB  est  appliquée  sur  le  plan 
horizontal  de  projection  dételle  sorte  que  AB  est  perpendiculaire  à  la 
hgne  de  terre  et  le  point  A  plus  près  de  celte  ligne  que  le  point  I). 
Ceci  posé,  on  demande  de  construire  : 

1°  les  projections  de  cette  pyramide; 

20  les  projections  d'une  seconde  pyramide  régulière  de  même  base 
que  la  première  et  dont  les  arêtes  latérales  sont  les  3/3  de  celles  de 
la  première,  le  sommet  de  cette  seconde  pyramide  étant  placé  au  delà 
de  la  base  commune  par  rapport  au  sommet  S  ; 

3»  les  projections  et  la  vraie  grandeur  dé  la  section  faite  dans  l'en- 
semble des  deux  pyramides  par  un  plan  vertical  mené  par  le  point  B 
et  le  point  situé  aus  2/3  de  l'arête  SA  à  partir  du  point  S.    (1870.) 

Une  pyramide  triangulaire  SABC  a  sa  base  ABC  appliquée  sur  la 
partie  antérieure  du  plan  horizontal.  L'arête  AB  est  parallèle  à  la 
ligne  de  terre  et  le  sommet  G  en  avant  de  l'arête  AB.  On  donne  en 
millimètres    AB  =  AC  =  ii6,     BC  =  M?.     SA  =  SB  =  SC  =  io4. 

Cela  posé,  on  demande  de  construire  : 

j"  les  projections  de  la  pyramide  ; 

a°  les  projections  de  la  section  faite  par  un  plan  perpendiculaire  à 
i'aiête  SA  mené  par  le  point  de  cette  arête  situé  au  quart  de  sa  lon- 
gueur, à  partir  du  sommet  S  ; 

3°  les  projections  des  points  situés  sur  l'arête  SA  d'où  l'on  voit 
l'arête  BC  sous  un  angle  droit.  (187?,) 
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Une  pyramide  régulière  a  pour  sommet  le  point  S  et  pour  base 
l'hexagone  régulier  ABCDEF.  La  face  SAB  est  appliquée  sur  le  plan 
horizontal  de  manière  que  le  côté  AB  soit  perpendiculaire  à  la  ligne 
de  terre.  On  donne  AB  =r  ^5'»°'  et  SA  est  le  double  do  AB.  Ceci  posé, 
on  demande  de  construire  les  projections  de  la  pyramide.      (1873.) 


On  donne  un  plan  PsQ  dont  les  traces  Tout  avec  la  ligne  de  terre 
des  angles  fax  :=  iS",  Qaa;  =  36°  (le  point  %  étant  situé  à  droite  et 
à  loo""  du  point  m,  milieu  delà  ligne  de  terre). 

On  donne  en  outre  un  point  S  situé  dans  le  plan  PaQ,  à  ia"""  en 
avant  du  plan  verlical  de  projection  et  à  ^5""  au-dessus  du  plan 
horizontal.  Ce  point  eat  le  sommet  d'un  tétraèdre  SAB C  qui  s'ap- 
puie par  sa  base  ABC  sur  le  plan  horizontal  de  projection.  L'angle 
solide  S  est  trirectangle  ;  le  plan  de  la  face  SAB  du  tétraèdre  est  pa- 
rallèle à  la  ligne  de  terre  et  la  face  BSC  est  située  dans  le  plan  PaQ, 
Cela  posé,  on  demande  : 

1°  de  construire  les  projections  du  tétraèdre; 

a"  de  prendre  les  points  0  et  I,  milieux  des  arêtes  opposées  AC  et 
SB  et  de  tirer  la  droite  01; 

3°  de  mener  par  cette  droite  01  un  plan  faisant  un  angle  de  33" 
avec  l'arête  SB  ; 

4°  de  construire  les  projections  de  la  section  faite  dans  le  tétraèdre 
par  ce  plan.  (1878.) 


On  donne  :  i"  un  plan  PaQ  dont  les  traces  font  avec  la  ligne  de 
terre  des  angles  Vn.y  =;  45°,  Qay  =;  3fi°  ;  a"  un  point  S  situé  dans  ce 
plan  à  ia»""  en  avant  du  plan  vertical  de  projection  et  à  54""  au- 
dessus  du  plan  horizontal.  Ceci  posé,  on  demande  : 

i'  de  construire  les  projections  d'une  pyramide  triangulaire  SABG 
ayant  pour  sommet  le  point  S  et  s'appuyant  sur  ie  plan  horizontal 
par  sa  base  ABC  (le  point  A  étant  le  plus  éloigné  de  la  ligne  de  terre), 
au  moyen  des  données  suivantes  ;  le  plan  de  la  face  ASC  est  perpen- 
diculaire au  plan  PaQ  et  fait  un  angle  de  73"  avec  le  plan  horizon- 
tal ;  la  face  ASB  est  située  dans  le  plan  PaQ  ;  l'angle  plan  ASC  égale 
75"  ;  l'angle  plan  ASB,  660  ; 

s"  de  mener  par  le  centre  de  gravité  G  de  la  pyramide  un  plan 
perpendiculaire  à  la  droite  SG  qui  joint  ce  centre  de  gravité  au 
sommet  S  et  de  construire  les  projeclions  de  la  section  faite  par  ce 
plandansie  solide.  (1880.) 


On  donne  dans  le  premier  dièdre  un  point  A  dont  la  cote  aa'  est 
19"".  réloignement  y.a,  îa""  ;  un  point  G  dont  la  cote  ';ij'  est 
53"",  réloignement  -{g,  48""°,  et  dont  la  distance  au  plan  de  profil 
de  A  vers  la  droite  est  53"".  La  droite  AG  est  une  diagonale  d'un 
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piirallélépipède  rectangle  donl  «ne  face  est  horhonlale.  une  autïc 
parallèle  au  plan  vertical. 

Trouver  les  projections  du  parallélépipède. 
.  Par  les  milieux  M.  N,  P  des  trois  arêtes  DU,  BC,  EF  on  fait  passer 
un  plan  ;  trouver  la  section  du  parallélépipède  par  ce  pîan. 

Pour  la  mise  à  l'encre,  on  supprimera  la  portion  du  paralléidpipède 
située  au-dessous  du'  plan  sécant.  (1883.) 


Al\  est  une  di-oite  parallèle  ai 
de  ce  bord  ;  Il  est  son  point  de 
longueur  AR  égale  la'". 

Cette  droite  est  l'arête  d'un  dièdre  de 60"  situé  au-dessus  du  plan  de 
comparaison,  dont  une  face  repose  sur  ce  plan  eb  contient  le  bord 
de  droite  de  la  feuille.  Suri'autre  fsce  se  trouve  un  carré  ABCD,  dont 
le  côté  égale  6°".  A  est  un  de  ses  sommets  et  le  côté  AB  fait  avec 
AR  un  angle  de  3o°,  Ce  carré  .\BCD  est  la  base  d'un  paraUéiépipède 
rectangle  P  extérieur  au  dièdre  et  dont  l'arèfe  latérale  est  li"". 

Par  M,  centre  de  laface  latérale  passant  par  AB,  ou  mène  dans  le 
plan  vertical  parallèle  à  AR  une  droite  A  faisant  un  angle  de  60" 
avec  le  plan  horizontal  et  dont  les  cotes  croissent  à  partir  de  M  vers  le 
haut  de  la  feuille. 

Par  i,  on  mène  deux, plans  de  pente  3,7  et  l'on  enlève  de  P. 
supposé  plein,  la  partie  située  à  l'intérieur  des  dièdres  formés  par  ces 
plans  où  se  ti-ouve  la  verticale  du  point  M . 

Représenter  le  parallélépipède  ainsi  entaillé.  (1903.) 


Sr-CTTO.\    PLANE    o'ON    SOLIDE    CONSTITUÉ    PAR   UN   CLDB    ÉVIVÉ   PAR    OS 

OCTAÈDRE  RÉGULiEK.  —  Cube.  Le  côté  du  cube  est  de  iS"",  le  centi-e 
est  lepoint  (u  (o,  o,  10™)  ;  un  sommet  6  est  sur  la  partie  positive,  Oj", 
de  l'axe  des  y;  le  plan  vertical  passant  par  Bto  est  un  plan  de  symé- 
trie, et  la  face  passant  par  B,  qui  est  perpendiculaire  à  ce  plan  de 
symétrie,  est  supposée  située  au-dessous  du  centre  to. 

Octaèdre.  —  Ha  pour  sommets  les  centres  des  faces  du  cube. 

Pian  sécant.  —  Il  est  déterminé  par  les  points  A  (8"",  o,  o),  B,  C 
(0,0,  iif").  Représenter  ta  portion  du  cube  extérieure  à  l'octaèdre 
et  située  au-dessous  du  plan  sécant. 

Nota  —  1,'origine  0  des  coordonnées  est  le  centre  de  la  feuille  ;  Taxe  0» 
est  la  parallèle  aux  petits  cÔtÉs  de  ta  feuille  menée  vers  Pa  droite;  t'axe  Oy, 
la  parallèle  aux  grands  côtés  menée  vers  le  bits  du  la  feuille;  l'axe  Oî  est 
la  perpendlcuiaire  à  la  feuille  menée  au-dessus  de  cette  feuille. 

[1906.) 
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TRAITE 

GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE 

{Seconde  partie  :  Classes  de  Mathématiques  A  et  B) 


CHAPITRE  I 

RABATTEMENT  D'UNE  FIGURE  PLANE  SUR  UN 
PLAN  DE  FRONT 


Théorie  du  rabattement. 

1.  Babatire  an  plan  sar  an  autre,  c'est  faire  lourner  ce  plan 
autour  de  son  intersecUon  avec  le  second  de  manière  à  l'amener  en 
coïncidence  avec  celui-ci.  La  droite  d'intersection  des  deux  plans  est 
appelée  la  chomière  da  rabattement. 

Nous  avons  étudié  dans  la  première  partie  (n°'  176  et  suivants)  le 
rabattement  d'un  plan  sur  un  plan  horizontal. 

2.  11  n'est  pas  moins  utile  de  savoir  rabattre  un  plan  donné  sar  un 
plan  de  front. 

Le  problème  à  résoudre  consiste  alors  à  trouver  la  nouvelle  projec- 
tion verticale  d'an  point  du  plan  donné,  après  qu'on  a  rabattu  ce  plan 
sar  un  plan  de  front  oa  sur  le  plan  vertical  de  projection . 

La  charnière  est  la  droite  de  ii-ont,  intersection  du  plan  donné 
avec  le  plan  de  front  sur  lequel  on  faille  rabattement. 
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Par  un  raisonaemenl  en  toua  points  semblable  à  celui  que  nous 
ïons  fait  dans  le  cas  du  rabattement  sur  un  plan  horizontal  (I,  176), 
n  est  conduit  à  la  règle  suivante  : 


Règle  du  triangle  rectangle.  —  Lorsqu'on  rabat  an  plan  P 
auiour  d'une  ds  ses  lignes  de  front,  la  noauelle  projection  verticale 
d'an  point  M  de  ce  pian,  après  le  raballemenl,  se  trouve  sur  la  perpen- 
diculaire menée  de  la  projection  verticale  da  point  M  sar  la  projection 
verticale  de  la  charnière  à  une  distance  de  celle-ci  égale  à  l'hypoténuse  da 
triangle  rectangle  ayant  pour  eâlés  de  l'angle  droit  les  distanees  des 
projections  dit  point  aajs  projections  de  mêrne  non  de  la  charnière . 


rabcMre  autour  di  la  frontale  {ab,  a'b') 
le  plan  P  déterminé  par 
celle  frontale  et  le  point 
(m,  m')   (flg.   I). 


En 


de   !a 


précédente,  le  rabattement 
du  point  (m,  m')  est  sur  la 
perpendiculaire  m'fi'  me- 
née du  point  m'  à  la  pro- 
jection verticale  a'b'  de  la 
charnière  ;  d'autre  part, 
les  distances  des  projec- 
tions du  point  (m,  m')  aux 
projections  de  même  nom. 
de  la  charnière  sont  rea- 
pectiveiTient  les  longueurs 
m'\i:  et  me;  donc,  si  l'on 
porte  à  partir  de  m',  sur 
la  parallèle  menée  par  ce 
point  à  a'b',  une  longueur  m'ni^  —  m".,  le  triangle  rectangle 
m'iJ-'n'i  est  le  triangle  de  rabattement  du  point  donné  ;  pour  avoir 
la  projection  verticale  de  ce  point  après  le  rabattement,  il  suffit  donc, 
d'après  la  règle  du  n°  3,  de  porter  sur  la  droite  mV  à  partir  du 
point  fi',  une  longueur  ji'inj  =  i^'m;  ;  m',  estle  rabattement  cher- 
ché. Suivant  le  sens  du  rabattement,  cette  longueur  peut  être  portée 
dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  à  partir  du  point    ^' . 
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THÉORIE    DU    RABATTEMENT  3 

Bemarqob  1.  —  On  démontre  par  un  raisonnement  analogue  à  celui 
qui  a  été  fait  dans  le  cas  du  rahattement  sur  un  plan  horizontal 
(I.  178,  Rem.  n),  que  l'angle  m'aii'm'est  égal  àl'angle  aigu  ^  do  plan 
donné  P  avec  le  plan  vertical  et  les  divers  plans  de  front.  Il  en  ré- 
sulte que  les  triangles  de  rabattement  de  tous  les  points  d'un 
même  plan  ont  leurs  angles  aigus  égaux  et  par  suite  sont  sembla- 
bles entre  eux  ;  il  en  résulte  encore  que  la  construction  du  rabatte- 
ment d'un  seul  point  du  plan  P  détermine  incidemment  l'angle  de 
ce  plan  avec  le  plan  vertical. 

Remarque  II.  —  Proposons-nous  de  déterminer  le  rabattement 
d'un  deuxième  point  N  du  même  plan  en  nous  donnant,  par  exem- 
ple, sa  projection  verticale  n'.  La  droite  MN  rencontre  la  charnière 
en  un  point  dont  la  projection  verticale  i'  est  à  l'intersection  de  a'b' 
et  de  m'n'  :  dans  le  rabattement,  ce  point  reste  immobile  et  la  droite 
considérée  est  rabattue  suivant  niii'  ;  or,  le  rabattement  du  point 
projeté  verticalement  en  n'  se  trouve  évidemment  sur  m'ii',  et  d'au- 
tre pai-t,  il  se  trouve  aussi  sur  la  perpendiculaire  n'v'  à  la  projection 
verticale  de  la  charnière  ;  ce  rabattement  estdonc  le  point  de  i-encon- 
tre  n'i  des  droites  m\i'  et  ii'v'. 

4.  Problénae,  —  Rabattre  sur  le  plan  vertical  de  projecUoii  un 
plan  défini  par  ses  traees. 

Soient  un  plan  PaQ  défini  par  ses  traces  {flg.  a)  et  (ab,  a'b')  une 
droite  quelconque  de  ce  plan.  Proposons -nous  de  chercher  le  rabat- 
tement d'un  point  (m,  m')  de  cette  droite,  lorsqu'on  rabat  le  plan 
donné  sur  le  plan  vertical  de  projection. 

Rabattons  d'abord  la  trace  horizontale  aP  ;  pour  cela,  remar- 
quons que  le  point  a  situé  sur  la  charnière  aQ  ne  bouge  pas  ;  il  suffit 
donc  de  chercher  le  rabattement  d'un  seul  point  (b,  b')  de  la  trace 
horizontale.  Or,  la  distance  du  pointa  au  point  (b,  b')  estévidemment 
égale  à  ab  ;  d'autre  part,  le  segment  {nb,  ab')  se  rabat  en  vraie  gran- 
deur :  par  suite,  le  rabati«ment  du  point  (6,  b'j  est  le  point  b[,  situé 
à  l'intersection  de  la  cii-conférence  de  centre  a  et  de  rayon  a.b,  avec  la 
perpendiculaire  abaissée  de  b'  sur  la  charnière  nQ  [a).  Le  rabattement 
aP'i  de  la  trace  horizontale  du  plan  s'obtient  en  joignant  les  points 
a  et  b\ . 

1°  Cela  fait,  joignons  le  point  {b,  b')  {fig .  a)  au  point  (m,  m'|;  la 
droite  (6m,  b'm'i  a  pour  trace  verticale  le  point  [a,  a'].  Ce  point  situé 
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sur  la  charnière  ne  bouge  pas  pendant  le  rabattement .IJil  enjrésulle 
immédiatement  que  la  droite  (ai),  a'6')  est  rabattue^suivant^o'b,' ;  le 


rabattement  du  point  Im,  m')  est  alors  (3,  Rem.  II]  le  point  de  rencon- 
tre m'i  de  aVi  avec  la  perpendiculaire  m'ji'  abaissée  de  m'  sur  la  char- 
nière aQ. 

a°  Une  fois  tracé  le  rabattement  aP,  de  la  trace  horizontale,  pour 
obtenir  le  rabattement  du  point  (m,  m'),  on  pourrait  encore  utiliser 
la  frontale  {cd,  a'd')  passant  par  ce  point  ;  en  effet,  d'une  part,  la  trace 
horizontale  (d,  d')  de  cette  droite  est  rabattue  en  rfj  à  l'intersection  de 
aPJ  et  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  d'  sur  la  charnière  ; 
comme  d'autre  part  les  frontales  du  plan  sont  des  parallèles  à  la 
charnière,  il  en  résulte  que  le  rabattement  de  (ed,  &d')  est  la  paral- 
lèle d',c,  menée  par  dl  h  aQ.  Le  rabattement  du  point  (m,  m')  est 
alors  à  l'intersection  de  m'ji'  et  de  c[d\. 

3»  Enfin,  on  pourrait  se  servir  aussi  de  l'horizontale  {ej,  e'f)  passant 
par  [m,  m').  Cette  droite  rencontre  la  charnière  aQ  au  point  e'  qui  ne 
bouge  pas  pendant  le  mouvement  de  rotation  du  plan,  et  comme  elle 
est  parallèle  à  la  trace  horizontale  aP,  on  a  immédiatement  son  rabat- 
tement en  menant  par  le  point  e'  la  parallèle  e'/,'  à  aP^.  Le  rabat- 
tement in[  du  point  (m,  m')  est  alors  à  l'intersection  de  e'f]  et   de 
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S.  Rabattement  d'un  plaa  de  bout  sur  le  plan  vertical  de  pro- 
jeetion  ou  sur  un  plan  de  Iront.  —  En   raisonnant  comme   au 


a  que  le  rabattement  d'un 
r  le  pl'in  verticnt  de  projectio 


i84  delà  première  partie 
bout  sur  un  plan  de  front  {oi 
dnll  à  la  règle  suivante 

Lorsqu'on  rabat  an  plan  de  boai  ou;  un  plan  de  front  (oi. 
vertical  de  projection),  le  rabaUemenl  de  chaque  poml  du  plan 
sur  la  perpendicalaire  élevée  de  ta  pro]eUu>n  verticale  de  ce  point  sur 
la  trace  verticale  du  plan  a  une  dtstani-e  de  celle  ei  égale  à  la  différence 
des  éloignements  da  point  et  de  la  charnière,  ou  encore  à  la  distance  des 
projections  horizontales  du  point  et  de  la  charnière. 


r  le  plan 


6.  Applications,  —  I.  Soit,  par  exemple,  à  trouver  {/îg.  3)  le 
rabattement  du  point  (m,  m'}  appartenant  au  plan  de  bout  a'b'  lors- 
qu'on rabat  ce  plan  sur  le  plan  de  front  F.  La  charnière  est  ici  la 


frontale  (F,  a'b').  En  vertu  de  la  règle  précédente,  le  rabattement 
cherché  est  le  point  mj  obtenu  en  portant  sur  la  perpendiculaire 
élevée  en  m'  à  la  trace  ■verticale  a'b'  du  plan  de  bout  une  longueur 
m'in[  égale  à  la  distance  mp  de  la  projection  horizontale  du  point 
(m,  m')  à  la  projection  horizontale  F  de  la  charnière. 

La  longueur  m'm'i  peut  encore  être  portée  d'un  côté  ou  de  l'autre 
de  la  charnière  suivant  le  sens  du  rabattement.  D'autre  part,  la  posi- 
tion du  rabattement  mi  du  point  (m,  m')  par  rapport  à  a'b'  fixe 
complètement  celles  des  rabattements  des  autres  points  du  plan. 
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Aussi,  si  l'on  veut  rabattre  maintenant  le  point  (n,  n'),  on  remarque 
que  ce  point  n'est  pas  situé  du  même  côté  que  le  point  (m,  m')  par 
rapport  au  plan  de  front  F  sur  lequel  s'effectue  le  rabattement  ;  par 
suite  le  rabattement  n\  de  ce  nouveau  point  devra  être  situé  de 
l'autre  côté  de  «'&'  par  rapport  à  m^. 

n,  —  Lorsque  le  rabattement  du  plan  de  bout  considéré  s'effectue 

sur  le  plan  vertical  de  projection  {fig.  i),  il  n'y  a  rien  à  changer  à  ce 

qui  précède,  si  ce  n'est  que  la  trace  horizontale  F  du  plan  de  front 

est  remplacée  par  la  ligne  de  terre  xy. 

III.  —  Le  rabattement  d'un  plan  de  profil  PaQ  {Jlg.  5]  sur  le  plan 

vertical  de  projection  n'est  qu'un 

cas  particulier    du   rabattement 

d'un  plan  de  bout.  Pour  obtenir 

^ s'  le   rabattement    m\    d'un   point 

I  (m,  m')  de  ce  plan,  il  suffit  de 

[  . porter    sur     la     perpendiculaire 

/    '  élevée  en    m'  a  la  trace  verticale 

/  ïQ    du  plan  une  longueur   m'm^ 

égale   k    l'éloignement    am     du 
point  considéré. 

Graphiquement,  on  mène  par 
m'  la  parallèle  m'n'  à  la  ligne  de 
terre  et  du  point  a  comme  centre,  on  décrit  l'arc  de  cercle  de  rayon 
am  jusqu'au  point  nts  où  il  rencontre  la  ligne  de  terre,  puis,  par  le 
point  ma,  on  mène  la  parallèle  à  «Q  ;  le  point  m\  où  cette  parallèle 
rencontre  m'n'  est  le  rabattement  cherché. 


S"- 

Problème  du  relèvement. 


7.  Le  problème  général  du  relèvement  peut  s' 

Un  plan  P  ayant  été  rabattu  sur  un  plan  de  front  (ou  sur  le  plan 
vertical  de  projection),  déterminer  les  projections  d'an  point  de  ce  plan, 
connaissant  son  rabattement. 

Pour  résoudre  ce  problème,  il  suffit  de  faire,  en  sens  inverse,  les 
constructions  qui  donnent  le  rabattement  d'un  point.  Mais,  le  plus 
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souvent,  on  peut  simpliGer  notablement  ( 
certaines  remarques  exposées  au  n"  3. 


i  constructions,  gi&ce  s 


8.  Problème.  —  Relever  un  plan  défini  par  deux  droites  ■loncoa- 
ranles,  qni  a  été  préalablement  rabatla  sur  un  plan  de  front. 

Soit  le  plan  P  défini  par  les  deux  droitesconcourantes  [oa,  o'a')  et 
(06,  o'b')  (flg.  6). 
Imaginons  que  ce 
plan  ail  été  rabattu 
sur  le  plan  de  front 
F  :  la  cliarnitre  est 
alors  la  frontale 
((i6,a'b')duplatiP'. 
Proposons- nous  de 
déterminer  les  pro- 
jections du  point  M 
de  ce  plan,  raballu 

Construisons  d'a- 
bord le  triangle  de 
rabattement  o'iu'oi 
du  point  (0,  0')  en 
abaissant  la  perpen- 
diculaire o'(u'  aur 
a'b'  et  en  portant 
g.  6  sur  la  parallèle  me- 

née par  o'  a.  a'b' 
à  la  distance  oo>i  des  projections  horizontales 
la  charnière.  L'angle  o'w'oâ  est  alors  l'angle  de 
rabattement  ^  de  tous  les  points  du  plan  P  (3,  Rem.  ï).  Par  suit*, 
si  du  point  m',  on  abaisse  la  perpendiculaire  mîn'  sur  la  projection 
verticale  a'b'  de  la  charnière  et  si,  par  le  pied  |i'  de  celle  perpendi- 
culaire, on  mène  la  parallèle  [l'oi^  à  (o'oj,  la  direction  de  cette  paral- 
lèle est  évidemment  celle  de  rbjpûténuse  du  triangle  de  rabattement 
du  pointcherché;  comme  d'autre  part,  en  vertu  de  la  règle  du  triangle 
rectangle  (a),  cette  hypoténuse  a  pour  longueur  mîjj',  si  l'on  décrit 
l'arc  de  cercle  de  centre  f-'  et  de  rayon  r^'in\,  qui  coupe  [l'mâ  au  point 
mj,  et  si  l'on  mène  ensuite  la  parallèle  m'^m'  à  a'b',  il  est  évident  que 
le  triangle  fj-'m'mj  ainsi  obtenu  est  le  triangle  de  rabattement  du  point 


la  longueur  o'oj 
du  point  (0,  0') 
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6  RABATTEMENT    D  UNE   FIGURE   PLANE 

M;  par  suite,  m'  est  la  projection  verticale  de  ce  point  et  m'nij  mesure 
la  distance  de  sa  projection  horizontale  à  celle  de  la  charnière  ;  cette 
projection  horizontale  est  donc  le  point  m  obtenu  en  portant  sur  la 
ligne  de  rappel  du  point  m'  une  longueur  ii,m  égale  i  m'nij,  au- 
dessus  ou  au-dessous  de  ab  suivant  le  sens  adopté  pour  le  rabatte- 
ment du  plan  P. 

Nous  avons,  en  outre,  déterminé  dans  l'épure  le  relèvement  d'un 
deuxième  point  N  du  plan  rabattu  en  n\,  en  utilisant  le  relèvement 
du  point  (m,  m'). 

La  droite  MN,  après  le  rabattement,  est  projetée  en  m[n[  ;  elle 
rencontre  la  charnière  au  point  dont  la  projection  verticale  est  a'  et 
dont  la  projection  horizontale  s'ohtient  en  rappelant  i'  en  a  sur  ab  ; 
comme  ce  point  (a,  a')  ne  bouge  pas  dans  le  mouvement  de  rotation 
du  plan  P,  il  en  résulte  que  les  deux  projections  de  la  droite  MH 
sont  mv.  et  m'x'.  La  projection  verticale  n'  du  point  N  rabattu  en 
n,  se  trouve  alors  à  l'intersection  de  in'i'  avec  !a  perpendiculaire 
n'y  à  a'b'  ;  quant  à  sa  projection  horizontale,  on  l'obtient  en  rappe- 
lant n'  en  n  sur  mi. 

9.  Problème.  —  Relever  un  plan  de  boni  rabalta  sur  le  plan  ver- 
tical de  projection. 

Soit  le  plan  de  bout  PaQ  {Jlg.  A)  supposé  rahattu  sur  le  plan  vertical 
de  projection. 

Proposons-nous  de  déterminer  les  projections  du  point  M  de  ce  plan 
supposé  rabattu  en  mi .  En  vertu  de  la  règle  énoncée  au  n°  5,  la  pro- 
jection verticale  de  ce  point  est  le  pied  m'  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  m',  sur  la  trace  verticale  aQ  du  plan.  D'autre  part,  en 
vertu  de  la  même  règle,  la  distance  m\in'  mesure  l'élolgnement  du 
point  cherché  ;  donc  la  projection  horizontale  de  ce  point  est  le  point 
m  obtenu  en  portant  sur  la  ligne  de  rappel  du  point  m'  la  longueur 
]im  égale  à  m\m'  au-dessus  ou  au-dessous  de  la  ligne  de  terre,  suivant 
le  signe  de  l'élolgnement  du  point  M,  signe  que  l'on  doit  connaître 

EXERCICES 

1.  Rabattre  sur  le  plan  vertical  un  plan  P  déterminé  par  un  point 
(m,  m'i  et  une  droite  de  profil  définie  par  deux  points  {a,  a')  et 
{b,  b')  ;  trouver  le  rabattement  du  point  (m,  m'). 
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2.  Construire  les  traces  d'un  plan  défini  par  les  projections  [o,  o') 
d'un  do  ses  points  et  le  rabattement  o\  de  ce  point  sur  le  plan  ver- 
tical. 

3.  On  donne  les  projections  verticales  o'a'  et  o'b'  de  deux  droites 
concourantes  OA.  et  OB  et  l'éloignement  du  point  A..  Construire  les 
projections  horizontales  de  ces  deus  droites  sachant  que  lorsqu'on 
rabat  leur  plan  sur  le  plan  de  front  passant  par  A,  leur  point  de 
concours  0  est  rabattu  en  un  point  donné  oj . 

4.  On  donne  les  deux  angles  a  et  5  que  font  avec  la  ligne  de  terre 
les  traces  d'un  plan.  Trouver  la  relation  qui  doit  exister  entre  les 
lignes  trigononiétriques  de  ces  angles  pour  que,  dans  le  rabattement 
du  plan  sur  le  plan  vertical  de  projection,  le  rabattement  de  la  trace 
horizontale  du  plan  se  confonde  avec  cette  trace  elle-même  ou  avec 
son  prolongement. 

6.  On  donne  une  droite  dans  le  plan  vertical;  mener  par  elle  un 
plan  de  manière  que  les  traces  verticale  et  horizontale  du  plan  for- 
ment un  angle  de  grandeur  donnée.  Cas  où  l'angle  est  droit. 

6.  On  donne  la  trace  verticale  d'un  plan  et  sur  elle  deux  pointa 
{a,a')el(b.b'). 

Déterminer  la  trace  horizontale  du  plan  sachant  que  les  distances 
des  points  (a,  a')  et  (b,  b')  à  cette  trace  ont  :  i°  soit  une  somme  don- 
née; 3°  soit  une  différence  donnée. 
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CHAPITRE  II 

CHANGEMENT  DU  PLAN  HORIZONTAL 


Théorie  du  changement  de  plan  horizontal. 

10.  La  Itkéorie  du  changement  de  plan  vertical  a  déjà  élé  faite 
{I,  aSi  et  Buivanls)  et  les  applications  traitées  (I,  i4i  «t  suivants)  en 
ont  démontré  l'intérêt. 

On  peut  aussi  changer  le  plan  horizontal  de  projection.  Le  plan  de 
projection  qui  le  remplace  es  toujours  perpendiculaire  au  plan  ver- 
tical, mais  en  général  il  n'est  plus  perpendiculaire  à  la  direction  des 
verticales  du  premier  système  ;  on  l'appelle  cependant  le  nouveau 
plan  horizontal  de  projection. 

il.  Le  problème  général  qui  se  pose  dans  le  changement  de  plan 
horizontal  est  le  suivant  ; 

Connaissant  les  projeelions  d'une  figure  F  sur  deux  plans  de  projec- 
tion H  et  Y,  trouver  les  nouvelles  projections  de  eeile  figure,  lorsqu'on 
a  remplacé  le  plan  horizontal  H  par  un  aatre  plan  de  projection  H| 
perpendiculaire  à  V. 

La  solution  de  ce  problème  repose  sur  les  delix  remarques  sui- 
vantes : 

1°  Comme  le  plan  vertical  de  projection  V  ne  change  pas,  les  pro- 
jections verticales  des  points  de  la  figure  F  ne  changent  pas. 

a°  Pour  la  même  raison,  les  éloignements  de  ces  points,  c'est-à- 
dire  leur  distance  respective  au  plan  vertical  V,  sont  invariables. 

Mais,  après  un  changement  du  plan  horizontal,  les  lignes  de  rap- 
pel n'ont  plus  dans  i'épure  la  même  direction  et  les  nouvelles  cotes 
sont,  en  général,  différentes  des  anciennes. 
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12,  Problème  I.  —  Bffeduer  le  changemenl  de  plan  pour  un  point 
donné  A  {fig .  7  et  8). 

Soit  Hj  le  nouveau  plan  de  projection  porpendiculaire  à  V  ;  il  est 
défini  dans  l'épure  (Jlg.  8)  par  sa  trace  verticale  œii/,,  qui  est  la 
nouvelle  ligne  de  terre. 

SoienL  a  et  a'  les  projections  du  point  A  sur  les  plans  de  projec- 
tion H  et  V  dont  l'intersection  xy  est  la  ligne  de  terre  primitive. 


Le  ^o  ta'  reste  la  projection  verticale  du  point  A  (u,  1°).  Les 
él  0  ents  n'étant  pas  altérés  par  un  changement  de  plan  hori- 
ontal  (  2"),  la  nouvelle  projection  horizontale  du  point  A  est  le 
I  o  nt  a  obtenu  en  portant  sur  la  nouvelle  ligne  de  rappel  a'aj ,  per- 
p  nd  la  e  à  la  nouvelle  ligne  de  terre  cciyi,  la  distance  «lai  égale 
à  la  longueur  aa  qui  mesurait  primitivement  l'éloignenient  de  A. 

13,  Remarque  1,  —  On  peut  placer  arbitrairement  d'un  côté  ou 
de  l'autre  de  a^iji  la  nouvelle  projection  horizontale  du  point  A, 
carie  rabattement  du  plan  vertical  V  sur  le  plan  H,  peut  s'effectuer 
à  volonté  dans  les  deux  sens.  Mais,  si  l'on  a  besoin  d'effectuer  le 
changement  de  plan  pour  d'autres  points,  il  faut  avoir  bien  soin  de 
ne  figurer  d'un  même  côté  de  x^yt  que  les  projections  horizontales 
des  points  dont  les  éloignements  ont  le  même  signe,  tandis  qu'on 
doit  placer  de  part  et  d'autre  de  a^iyi  les  projections  horizontales  des 
points  dont  les  éloignements  sont  de  signes  contraires. 

Ainsi  l'éloignement  du  point  (b,  b')  est  évidemment  de  signe  con- 
traire à  celui  du  point  (a,  a'j,  parce  que  les  anciennes  projeciions 


y  Google 


la  CHANGEMENT  DU    PLAN    HORIZONTAL 

horizontales  a  et  b  de  ces  deux  points  sont  de  part  et  d'autre  de  xy  ; 
donc  leurs  nouvelles  projections  horizontales  Oi  et  61  devront  Être 
■de  part  et  d'autre  de  œiy,. 

14,  Remarque  II.  —  Si  l'on  se  donne  les  projections  ai  et  a'  d'un 
point  A  dans  le  système  a>iji  (c'est  là  une  manière  abrégée  de  dési- 
gner le  système  des  plans  de  projection  Hi  et  V),  on  passe  à  ses  pro- 
jections a  et  a!  dans  le  système  xy  par  une  construction  identique 
à  la  précédente. 


15.  Problème  II.  —  Effeetaer  le  ehangemenl  de  plan  horbontal 
pour  une  droite  définie  par  ses  deax  projections. 

Il  sulfit  de  faire  le  changement  de  plan  pour  deux  points  quelcon- 
ques de  la  droite. 

Dans  la  figure  9,  représentant  l'épure  de  la  droite  (ou,  aV),  le 
changement  de  plan  a  été 
fait  : 

1°  pour  la  trace  verticale 
(u,  v')  dont  l'cloignemenl 
est  nul  et  dont  la  nouvelle 
projection  horizontale  est 
par  suite  le  point  t^,  où  la 
nouvelle  ligne  de  rappel 
du    point     t^'     rencontre 

^m  ; 

a"  pour  un  point  quel- 
conque (û,  a')  dont  la 
nouvelle  projection   bori- 

rappel. 
La  nouveUe  projection  horizontale  de  la  droite  est  la  droite  aiVi , 


16.  Problème  III.  —  Effectuer  le  changement  de  plan  horizontal 
pour  an  plan. 

11  suffit  de  faire  le  changement  de'  plan  soit  pour  trois  points  du 
plan  non  en  ligne  droite,  soit  pour  deux  droites  du  plan. 

Dans  le  cas  où  le  plan  donné  est  défini  par  ses  traces  PaQ  dans  le 
système  primitif  (Jîg.  10),   on  remarque  que  la  trace  verticale  est 
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X  deux  systèmes,  puisque  le  plan  vertical  reste  le  infime. 
Les  projections  de  cette  trace  -verUcale  sont  (wy,  aQ)  dans  le  premier 
syslÈme,    (jBiyi,   aQ)    dans  le 
nouveau. 

Pour  offectuor  le  change- 
ment de  plan,  il  suffit  donc 
de  déterminer  les  projections, 
dans  le  nouveau  système,  d'un 
seul  point  du  plan  donné  pris 
en  dehors  de  la  trace  verKcale. 
On  choisit  de  préférence  le 
point  (a,  a')  projeté  verticale- 
ment au  point  de  rencontre 
o!  des  deux  lignes  de  terre. 
Fig.  10  La  nouvelle  projection  hori- 

zontale de  ce  point  s'obtient 
r  la  perpendiculaire  élevée  en  a'  à  iCjyi  la  longueur 
a'oi  égale  à  a'a  (la).  Puiaqueaa  projection  verticale  o' estsurlesdeuï 
lignes  de  terre,  ce  point  appartient  à  la  fois  aux  traces  horizontales  de» 
deux  plans  dans  les  deux  systèmes  de  projections;  donc  la  nouvelle 
trace  horizontale  ^Pi  de  ce  plan  s'obtient  en  joignant  le  point  a,  au 
point  ^  où  la  trace  verticale  aQ  rencontre  lOiyi, 

17.  Remarque.   —  La'  construction  précédente  permet  d'obtenir 
très  simplement  la  trace  horizontale  du  plan  donné  dans  le  système 


en  portant  s 


bien  des  cas  elle 
n'est  pas  appli- 
cable, parce  que 
l'un  ou  l'autre 
des  points    'p.    a 


de- 


hors des  limites 
de    l'épure.    On 
p.     ,.  ■"      détermine   alors 

la  nouvelle  trace 
horizontale  du  plan,  c'est-à-dire  la  droite  d'intersection  avec  le  nou- 
veau plan  horizontal  de  projection,  en  cherchant  directement  les  pro- 
jections horizontales,  dans  le  nouveau  système,  de  deux  points  quel- 
conques de  cette  droite. 
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Ainsi,  pour  déterminer  la  trace  horizontale  du  plan  PaQ  dans  le 
système  de  projections  iciyi  (fig.  ii),  on  se  donne  arbitrairement, 
sur  x,yi  les  projections  verticales  b'  et  c'  de  deux  points  de  cette 
trace  ;  on  cherche  les  projections  horizontales  6  et  c  de  ces  points, 
dans  le  système  xy,  en  utUisant  les  frontales  du  plan  {bd,  b'd'), 
{ce,  c'e')  passant  par  ces  points.  On  en  déduit  ensuite,  comme  nous 
l'avons  montré  au  n=  12,  les  nouvelles  projections  horizontales  61 
et  Cl  :  la  droite  biCj  est  la  trace  horizontale  du  plan  donné  dans  le 
nouveau  système  de  projections. 

18.  Si  l'on  veut  faire  un  changement  de  plan  horizontal  pour  une 
figure  quelconque,  il  suffît  de  chercher  les  nouvelles  projections 
horizontales  des  points  qui  définissent  cette  figure.  Ainsi,  pour  un 
polygone  ou  un  polyèdre,  on  fera  le  changement  de  plan  pour  tous 


Quelques  applications  du  changement  de  plan  horizontal. 


19.   Piohième  I 


■  Faire  un  changement  de  plan  horizontal  de 
„,  ,  manière    à    amener 

une  droite  donnée 
(«s,  aV]  if,g.  „]  à 
être  horizontale  dans 

Pour  qu'une  droite 
soit  horizontale,  il 
faut  et  il  suffit  que 
sa  projection  verti- 
cale soit  parallèle  à 
la  ligne  de  terre.  On 
obtient  donc  un 
système  de  projec- 
tions dans  lequel  la 
droite    donnée    est 


ntalo  e 


nant  la   nouvelle  11- 
Fig.  is  gnc    de    terre    Xtji, 

parallèle  à  a'b'.  Pour  obtenir  ia  nouvelle  projection  horizontale  de  la 
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droite,  on  fait  ensuite  le  changement  de  plan  pour  deux  quelconques 
de  ses  points. 

Dans  répure  (fig.  is),  nous  avons  fait  le  changement  de  plan  pour 
la  trace  verticale  {a,  a!)  de  la  droite  et  pour  le  point  {6,  &')  ;  les  pro- 
jections de  la  droite,  dans  le  système  a^iji,  sont  atb^  et  a'b'. 

20.  Conséquences.  —  1.  On  sait  {I,  a3a,  Rem.|  que  l'angle  d'une 
droite  horizontale  avec  le  plan  vertical  est  égal  à  l'angle  aigu  que  sa 
projection  horizontale  forme  avec  la  ligne  de  terre.  Par  conséquent, 
l'angle  aigu  ftiaiPi  formé  par  la  nouvelle  projection  horizontale 
ôiOi  avec  la  ligne  de  terre  x-^yi  mesure  l'angle  0  de  la  droite 
donnée  avec  le  plan  vertical, 

âl.  0.  —  On  sait  que  la  distance  de  deux  points  d'une  droite 
horizontale  est  égale  à  îa  distance  de  leurs  projections  horizontales 
■{i,  5).  Par  suite,  le  changement  de  plan  précédent  détermine  en 
ti,6i  la  distance  des  deus  points  (ai,  a')  (6i,  b'),  c'est-à-dire  dos  deux 
points  [a,  a')  et  [b,  h'). 

22.  m.  —  On  peut  utiliser  le  changement  qui  vient  d'otre  fait 
pour  construire  la  perpendiculaire  menée  àladroite  (ad,  a'b']  par  un 
point  donné  (m,  m')  {jig.  la).  Pour  cela,  on  détermine  la  nouvelle 
projection  horizontale  nii  de  ce  point  dans  le  système  de  projections 
iOiji  ;  on  est  alors  ramené  à  abaisser  du  point  (mi,  m')  la  perpendicu- 
laire sur  l'horizontale  faii>i,  a'b').  Or  on  sait  (1,  173,  Cas  part,)  que 
cette  perpendiculaire  se  projette  horizontalement  suivant  la  perpen- 
diculaire niirti  abaissée  de  m,  sur  ajbi.  On  rappelle  ensuite  dans  le 
système  3:171  le  point  n,  en  n'  sur  a'b',  puis  dans  le  système  xy  n'  en  n 
sur  ab  :  la  droite  (mn.  m'n')  est  la  perpendiculaire  demandée. 

23,  Problème  II.  —  Changer  le  plan  horizontal  de  manière  qu'an 
plan  donné  soU  vertical  dans  le  noaveaa  système. 

Pour  qu'un  pian  soit  vertical  dans  un  système  de  deux  plans  de 
projection,  il  faut  et  il  suffit  (1,  lagl  que  la  direction  de  ses  fronta- 
les soit  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre. 

Pour  qu'un  plan  donné  dans  un  système  devienne  verUcal  dans 
un  autre  système,  il  suffit  donc  de  prendre  la  ligne  de  terre  qui  défl- 
u  système  perpendiculaire  aux  frontales  du  plan. 
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24.  Exemple.  —  Le  plan  PnQ  {fig.  i3)   est  défini  par  ses  dewe- 

traces. 
Pour  que  le  plan  devienne  vertical,  il  suffll,  d'après  ce  que  nous- 
venons  de  dire,  de 
prendre  une  ligne 
de  terre  Xiyt  per- 
pendiculaire à  la 
trace  verlicale  oiQ. 
Comme  tous  les 
points  d'un  plan 
vertical  se  projet  lent 
horizontalement  su r 
sa  trace  horizontale 
(I,  lag,  ^'^).  en  dé- 
terminant la  nou- 
velle projection  ho- 
rizontale di  d'un 
seul  point  (a,  a')  du 

plan    (difli  =  aa'),     et  en  joignant  a,  an  point  p   où  nQ  rencontre 

X\yi,   on  a  immédiatement  la  nouvelle   trace  horizontale   '^V,    du 

plan  donné. 

2b.  Conséquences.  —  I.  On  sait  1,1,  a22,  a")  que  l'angle  d'un  plan- 
vertical  avec  le  plan  vertical  de  projection  est  égal  à  l'angle  aigu 
formé  par  sa  trace  horizontale  avec  la  ligne  de  terre.  L'angle  a^ipPi 
(fig.  i3)  est  donc  l'angle  du  plan  donné  avec  le  pian  vertical  de  pro- 
jection. 

26.  II.  —  On  a  fait  remarquer  (1,  igg,  a")  que  la  distance  d'un> 
point  donné  à  un  plan  vertical  est  mesurée  par  là  distance  de  la  pro- 
jection hoiizontale  du  point  à  h  trace  hoiizonlale  du  phn. 

Par  suite  m  on  se  donne  un  point  [mm)  {jiii  li)  et  si  on  déter- 
mine sa  nouvelle  projection  horizontale  mi  la  distance  de  ce  point 
au  plan  PoO  esl    gile  à  la  di'itanii'  min    du  point  mi  a  la  trace  pPi. 

^7  Changement  de^  deux  plans  de  projection  —  Après  avoir 
d  ihiid  clnnge  1  un  de,  [lans  de  piO|ecti3n  !c  phn  vertical  par 
e\fniple   on  peut  en-uite  Mre  amené  à  changpr  de  plan  horizontal. 
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Dans  ce  cas,  il  suffit  de  se  donner  dans  le  deuxième  système  de  pro- 
jections xiyi  la  ligne  de  terre  msy^  qui  sert  à  déflnir  le  nouveau  plan 
horizontal  ;  puis,  pour  obtenir  les  dernières  projectio 
les  constructions  indiquées  dans  ce  chapitre  ou  dan 
précédent  (I,  aSi  et  suivants). 

Nous  nous  bornerons  à  cette  indication  et  nous  ri 
teur  désireux  de  faire  des  applications  aux  exercices  7  et  8  de  !a  fin 
de  ce  chapitre. 

28.  Dans  la  pratique  du  dessin,  on  change  fréquemment  un  seul 
des  plans  de  projection.  Par  exemple,  dans  la  représentation  d'un 
édiflce  ou  d'une  machine,  pour  figurer  des  détails  im.porlants,  on 
projette  le  détail  à  représenter  sur  des  plana  verticaux  non  parallèles 
au  premier  plan  vertical  choisi  les  projections  ainsi  obtenues  s'ap- 
pellent coupes  ou  profils  et  la  première  projection  verticale  porte  le 
nom  d'élévation.  Dans  la  repieseniation  d'un  édifice,  l'élévation  est  la 
projection  sur  un  plan  vertical  paralltle  a  la  façade  et  les  profila  sont 
les  projections  de  sections  pai  des  plans  verticaux  perpendiculaires  à 
ia  façade. 

Pratiquement  le  double  changement  de  plan  est  plus  rarement 
employé. 

EXERCICES 


1.  Trouver,  par  un  changement  de  plan  horizontal,  l'angle  de  deux 
plans  dont  les  traces  verticales  sont  parallèles  et  construire  les  plans 
bissecteurs  de  leurs  dièdres  (on  rend  les  deux  plana  verticaux). 

2.  On  donne  par  leurs  projections  trois  points  quelconques. 
Changer  de  plan  horizontal  de  façon  que  les  nouvelles  projections 
horizontales  des  trois  points  soient  en  ligne  droite. 

3.  On  donne  deux  droites  :  changer  de  plan  horizontal  de  manière 
que  leurs  nouvelles  projections  horizontales  soient  parallèles. 

4.  On  donne  une  droite  par  ses  deux  projections.  Changer  de  plan 
horizontal  do  façon  que  dans  le  nouveau  système  la  droite  soit  paral- 
lèle à  l'un  des  plans  bissecteurs  ou  située  dans  l'un  de  ces  plans. 

6.  Par  un  changement  de  plan  horizontal,  amener  dans  le  nouveau 
système  de  projections  : 

1°  une  droite  donnée  dans  le  premier  système  a  être  de  profil 
dans  le  second  ; 

ChOLLST  et   MlKEUB.  II.  9 
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10  un  plan  quelconque  dans  le  premier  système  a  être  parallèle  !i 
la  ligne  de  terre  dans  le  second. 

6.  On  donne  un  plan  par  ses  traces.  Changer  de  plan  horizontal  de 
façon  que  les  nou'velles  traces  du  plan  soient  confondues  sur  l'épure, 

7.  Par  deux  changements  de  plan  successifs  amener  dans  le  dernier 
système  de  projections  : 

lo  une  droite  quelconque  du  premier  système  à  être  verticale  (on 
commence  par  la  rendre  de  front  dans  un  système  intermédiaire)  ; 

a"  une  droite  quelconque  du  premier  système  à  être  parallèle  à  la 
ligne  de  terre  ; 

3°  un  plan  à  être  horizontal  (on  commence  par  le  rendre  de  bout 
dans  un  système  intermédiaire)  ; 

4"  un  plan  h.  être  de  profil  ; 

5o  deux  droites  à  être  simultanément  horizontales  ; 

6'  deux  plans  à  être  simultanément  verticaux  (on  rend  leur  inter- 
section ■verticale  (i")]. 

8.  On  définit  un  tétraèdre  par  les  projections  de  ses  quatre  som- 
mets ;  par  deux  changements  de  plan  successifs,  amener  sa  nouvelle 
projection  horizontale  à  être  un  paraûélogramme. 
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CHAPITRE    III 

ROTATION  AUTOUR  D'UN  AXE 
PERPENDICULAIRE  A  UN  PLAN  DE  PROJECTION 


® 


§1- 

29.  Rappelons  des  résultats  tus  en  géomélric  (Grévt,  Géométrie 
dans  l'espace,  n™  428  et  suivants). 

On  appelle  mouvement  de  rotation  dans  l'espace  un  déplacement 
d'une  figure  dans  lequel  tous  les  points  d'une  droite  D  restent  fixes. 
Cette  droite  est  dite  l'axe  de  la 
rotation.  Dans  ce  déplacement 
toutpoint  M  de  la  figure  (^if.  i4) 
qui  n'est  pas  sur  l'axe  décrit 
une  circonférence  (C)  dont  le 
plan  P  est  perpendiculaire  à  l'axe, 

^ 1 '  ''  dont  le  centre  0  est  sur  l'axe  et 

dont  le  rayon  MO  est,  par  suite, 
la  distance  du  point    M  à  l'ase. 
Si  le  déplacement  amène  M   en 
Ml,    l'angle   MOM,    est   l'angle  de  la  rotation. 

Pour  une  rotation  déterminée  d'une  figure,  cet  angle  est  le  même 
pour  tous  les  points  de  la  figure. 

Pour  dcttnir  une  rotation,  0  suffit  de  connaître  :  i°  son  axe  ;  a°  son 
angle  en  grandeur  et  en  sens. 

30.  Nous  allons  faire  l'épure  d'une  rotation  pour  des  figures  sim- 
ples, mais  seulement  dans  le  cas  où  l'axe  est  perpendiculaire  à  l'an 
des  plans  de  projection  H  on  V.  Dans  cette  hjpotiièse  le  plan  P 
{fig.  \lx)  est  parallèle  au  plan  H  ou  V  ;  par  suite  la  circonférence  (C) 
décrite  par  le  point  M  de  la  figure  et  l'angle  de  rotation  MOMi  se 
projettent  en  vraie  grandeur  sur  le  plan  H  ou  V;  l'épure  du  dépla- 
cement est  donc  facile  à  ti'acer. 
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n  peut,  par  suite,  la 
e  l'angle  de  rotation 


sens  convenu  un 
[    oi    la  projection 


31.  Problème.  —  Faire  (oumer  m  point  donné  {a,  a')  {flg.  j5) 
Van  angle  donné  a  autour  de  la  verticale  v. 

La  circonférence  que  décrit  le  point  (a,  a'j  se  trouve  dans  le  plan 
perpendiculaire  à  l'axe  mené  par  ce 
point,  c'cat-à-dire  dans  le  plan  hori- 
zontal H'  du  point  (a,  o').  Son  cen- 
tre est  le  point  (o,  o'j  commun  à 
Z'aite  et  à  ce  plan.  Cette  circonfé- 
rence se  projette  horizontalement 
^-"["~4,  j  en  vraie  grandeur  ;  sa  projection  est 

f        fc-i--^*'  définie  pnr  son  centre  o  et  un  de 

\         \^  I   /  ses  points  a  ;  o 

■■v. y-'ff  tracer  et,  comm 

Pig.  15  se   projette   en 

portant  dans  I 
angle  aoai  égal  à  l'angle  donné  a,  on. obtient 
horizontale  du  point  A]  où  est  venu  le 
point  A,  après  la  rotation.  Comme  le 
point  s'est  déplacé  dans  le  plan  hori- 
zontal H',  en  rappelant  Oi  en  a',  sur 
H',  on  obtient  la  projection  verticale 
du  point  Al,  qui  est  défini  sur  l'épure 
par  ses  projections    a,    et  a\. 

32.  Remarque.  —    Uan; 


l'axe  de  rotation  est  la  droite  de 
bout  d'  (fig.  iG),  on  a  une  cons- 
truction analogue  en  échangeant 
les  rôles  des  projections  Le  point 
(a,  a')  décrit  dansleplande  front 
F  une  circonférence  projetée  ver- 
ticalement en  vraie  grandeur  sui- 
vant la  circonférence  de  centre  tf 
et  de  rayon  d'à'  ;  l'angle  de  rota- 
tion se  trouve  projeté  verticaîe- 
^  '  ment     en    vraie     grandeur     en 

déduit   la  projection    lioriMntale   a,  ;    le   point 
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(«1,  al)    est    la     nouvelle    position     du    point     {a,  a')     après    la 
rotai  ion. 

33.  Problème.  —  Faire  harner  une  droite  {ob,  a'b')  d'un  angle 
doTtné  3.  autour  delà  verticale  v  Ifig.  17). 

Méthode.  —  Pour  définir  la  nouvelle  position  de  la  droite,  il  suffit 
de  définir  les  nouvelles  positions  de  deux  de  ses  points. 

Dansl'épure  de  la  figure  17.  on  a  effectué  les  construcliona  indi- 
quées au  n°  3i,  qui  donnent  en  {ai,  a',)  et  {bi,  6j)  les  nouvelles  posi- 
tions des  points  (a,  a')  et  [b,  b').  La  nouvelle  position  de  la  droiie 
{ab.a'b')  est  (aibi,  a[b[). 

34.  Remarque  I,  —  Si  la  droite  a  un  point  commun  avec  l'axe  de 

rotation,  ce  point  reste  fixe  pendant  le 
déplacement  et  pour  définir  la  nouvelle 
position  de  la  droHe,  il  suffit  d'en  faire 
tourner  ui  seul  autre  point. 

C'est  le  cas  de  la  droite  {ab,  o'()') 
(fig.  18)  qui  rencontre  la  verticale  v  an 
point  [b,  b').  La  rotation  amène  le  point 
(a.  a')  en  {a,.  a\)  {3i)  et  la  nouvelle 
position  de  la  droite  est  (a, 6,  a]  b'). 

3K.  Remarque  II.  —  Lorsque  la 
droite  de  l'espace  tourne  autour  de 
l'axe  vertical,  le  déplacement  que  subit  sa  projection  horizontale  dans 
le  plan  de  l'épure  est  une  rotation  qui  a  pour  centre  le  pied  v  de 
l'axe  et  dontl'angle  est  égala  celui  de  la  rotation  dans  l'espace.  Ceci 
résulte  de  ce  que  la  projection  horizontale  a  d'un  point  quelconque 
de  la  droite  {ftg.  18)  tourne  de  l'angle  a  autour  du  point  v,  pied  de 
l'ase. 

En  conséquence  pour  faire  lourner  la  projection  horizontale  de  la 
droite,  il  suffit,  d'après  des  constructions  connues  de  géométrie  plane, 
d'abaisser  du  point  v  la  perpendiculaire  vh  sur  la  projection  ab  de 
la  droite  (fiy.  i9),  de  faire  tourner  le  point  h  de  l'angle  0;  autour  du 
point  u;  ce  qui  l'amène  en  fii  et  de  mener  en  hi  la  perpendiculaire 
hib]  à  la  droite  vh,;  la  droite  bihi  est  la  nouvelle  projection  hori- 
zontale de  la  droite. 

Le  point  projeté  horizontalement  en  Ai  se  projette  verticalement 
en  h[,  sur  la  parallèle  à  wy  menée  par  le  point  h'  (ii). 


Flg.  18 
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Pour  faire  tourner  un  second  point  de  îa  droite,  sa  trace  hoiizon- 
fale  (o,  a')  par  exemple,  on  remarque  que  la  nouvelle  prO]edion 
horizontale  Oi  de  ce  point  doit  se  trouver  :  i"  sur  la  droile  di/ii    nou- 


velle projection  horizontale  de  la  droile  ;  a"  sur  la  circonférence  de 
centre  tJ  et  de  rayon  va  (3i).  On  obtient,  d'après  cette  remarque, 
deux  points  ai  et  aj  à  l'intersection  de  la  circonférence  et  de  la  droite 
bihi-^;  mais  le  point  ai  convient  seul,  car  dans  la  rotation  l'angle 
avh  conserve  son  sens,  ce  qui  fait  rejeter  le  point  ai  qui  donne  un 
angle  aîvhi  de  sens  contraire  à  avh ,  tandis  que  l'angle  a,vhi  a 
même  sens  que  avh  ■ 
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Le  point  oi  se  rappelle  sur  la  ligne  de  terre  en.  a\  et  on  a  la  nou- 
velle position  de  la  droite  en  [aihi,  a'ih\). 

36.  Puisque  la  projection  horizontale  tourne  autour  du  point  v, 
elle  re  te  con  tan  n  nt  tangente  au  cercle  de  centre  v  qui  a  pour 
rayon  la  d  tan  e  h  du  point  u  à  la  droite  ab .  Par  suite,  elle  devient 
deux  fo  s  I  a  alJ  le  a  une  direction  quelconque  du  plan  horizontal. 

En  pa      ul  e      Ile  peut  être  rendue  ; 

:"  so  t  pa  allèle  a  1  ligne  de  terre  en  a,,hi,  et  auftj  ;  la  droite  dans 
l'espa  e  e.t  alo      d.    front  en  («4/14,  a^fti)  et  (a^hi.  a\k'^]  ; 

3°  soit  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  en  a^hf  et  oehs  ;  la  droite 
de  l'espace  est  alors  de  profil  en  (a^fes,  a'i^h'f,)  et  [a^h^.  ajA^). 

On  a,  de  cette  façon,  résolu  les  problèmes  suivants  ;  Faire  toarner 
ane  droite  aatoar  d'une  verticale  jusqu'à  ce  qu'elle  soit  devenue  :  i"  soit 
de  front,  a»  soit  de  profil. 

37.  En  faisant  de  même  tourner  une  droite  autour  d'un  axe 
de  bout,  on  peut  l'amener  à  être  soit  horizontale,  soit  de  profil. 

Si  dans  ces  problèmes  le  choix  de  l'axe  de  rotation  reste  arbitraire, 
on  a  intérêt  à  prendre  un  axe  qui  rencontre  la  droite  de  façon  qu'un 
point  de  la  droite  reste  fixe  dans  la  rotation,  ce  qui  simplifie  les 
constructions  (34). 

^8 .  Remabqqe  ni.  —  En  géométrie  colèe,  où  l'on  se  borne  à  !a  con- 
sidération de  la  projection 
horizoïilaîe,  on  détermine 
d'abord  la  projection  de  la 
droite  par  la  construction 
précédente  l-lô)  en  suppo- 
sant l'axe  de  rotation  ver- 
La  rotation  de  l'angle  a 
autour  du  point  u  amène 
la  projection  ab  en  oib,. 
Dans  cetterotation  le  point 
h(3)  reste  à  la  même  cote 
Fig.  îo  (3i)    et    vient    en     fii(3) 

ifig.  20). 

La  remarque  suivante  permet  d'obtenir  siimplemeiit  un  second 
point  de  la  nouvelle  droite  : 


n. 
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Dans  la  rotation,  l'angle  de  la  droite  et  de  la  verticale  ne  change 
pas  ;  par  suite  l'angle  de  la  droite  et  du  plan  horizontal  qui  est  le 
complément  du  précédent  reste  aussi  invariable,  or  sa  cotangente  est 
l'intervalle  de  la  droite  (I,  as);  l'intervalle  de  la  droite  ne  change 
donc  pas  pendant  la  rotation  autour  d'un  axe  vertical.  Par  suite,  en 
portant  sur  a,bi,  a  partir  du  poinf  h,,  la  longueur  hiCi  égale  à  l'in- 
tervalle ho  de  la  droite  et  en  l'orientant  sur  la  tangente  ojbi  dans 
1g  même  sens  que  l'est  ko  sur  la  tangente  ab,  on  obtient  en  Ci  la 
projection  dn  point  de  la  nouvelle  droite  qui  a  pour  cote  a. 

39.  Problème,  —  Faire  toarner  un  plan,  donné  autour  d'une  ver- 
ticale donnée. 

Méthode.  —  Pour  faire  tourner  un  plan,  il  suffit  de  faire  tourner 
soit  trois  points  non  en  ligne  droite,  soit  deux  droites  concourantes 
ou  parallèles  situées  dans  ce  plan. 

L'axe  de  rotation  perce  en  général  le  plan  en  un  point  qui  reste 
fixe  dans  la  rotation  et  qu'on  utilise  en  premier  lien. 

40.  Exemple.  —  Soit  àjaire  tourner  d'un  anijle  donné  aaloar  de  la 

verticale  v  an  plan 
défini  par  ses  (races 
PaQ  (fig.  21). 

On  cherche  d'a- 
bord le  point  (o,  o') 
commun  à  l'axe  et  au 
plan,  à  l'aide  de  l'ho- 
rizontale {oa,  o'a') 
du  plan  donné. 

Ce  point  reste  fixe 
dans  la  rotation. 

On  fait  ensuite 
tourner  la  trace  ho- 
rizontale (kP,  ary); 
une  rotation  de  l'an- 
gle donné  0  autour 
Fjg.  31  du   point  V  amène 

aP  en  Pi^  (35]. 
Le  plan  dans  sa  nouvelle  position  est  défini  par  sa  trace  horizontale 
pPi  et  le  point  {o,  o'].  Si  l'on  veut  construire  sa  trace  verticale,  il 
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suffit  de  mener  l'horizontale  (ob,  o'b')  du  point  {o,  o')  et  de  déter- 
miner sa  trace  verticale  {b,  b')  ;  on  obtient  ia  trace  verticale  ^Qi    du 


plan  en  traçant  la  droite  b'f 


4i.  REMiRQUE  I.  —  Dans  la  rotation,  la  trace  horizontale  aP  du 
pian  reste  tangente  à  la  circonférence  de  centre  v  et  de  rayon  vk 
[fig.  ai}.  Elle  peut  donc  être  rendue  deux  fois  parallèle  à  une  direction 
quelconque  du  plan  horizontal. 


"  En  particulier,  on  peut  l'ai 


être  perpendiculaire  à  la  ligne 
de  terre  en  yPa  ou  gPa 
Ipy  ^-ili  dans  la  position 
correspondante  le  plan  est 
de  bout  (I  i3o,  s"]  et 
comme  sa  trace  verticale 
piise  par  o  (I,  i3o,  4"), 
on  l'obtient  inimédiate- 
ment  soit  en    yo',    soit  en 

2"  La  trace  horizontale 
peut  être  rendue  parallèle 
à  la  ligne  de  terre  en  P4 
ou  P;.  Le  plan  est  alors 
parallèle  lui-même  à  la 
ligne  de  terre.  Il  esi  défini 

par  sa  trace  horizontale  et  le  point  (o,  0'). 

On  a  de  cette  façon  résolu  les  problèmes  suivants  :  Faire  toarner 

an  plan  autour  d'une  verticale  jusqu'à  ce  qu'il  devienne  :  i"  soit  de  bout; 

s'  soit  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 

Remarque  II.  —  En  faisant  tourner  le  plan  autour  d'un  axe  de 
bout,  on  peut,  d'une  manière  analogue,  l'amener  à  être  soit  vertical,, 
a  ligne  de  terre. 


Fig,  SS 


42.  Remarque  III.  —  Lorsqu'un  plan  tourne  autour  d'une  verti- 
cale : 

1°  Les  horizontales  restent  horizontales  pendant  la  rotation,  par 
suite  les  lignes  de  plus  grande  pente  relatives  an  plan  horizontal  res- 
tent constamment  lignes  de  plus  grande  pente; 

s»  Son  angle  avec  la  verticale  reste  invariable,  par  suite  son  angle 
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asec  le  plan  horizontal,  qui  est  le  complément  du  précédent, 
est  constant;  il  en  est  de  même  de  la  tangente  de  cet  angle, 
qui  est  la  pente  du  plan,  et  de  sa  cotangente  qui  est  l'intervalle  du 
plan. 

43.  On  peut  utiliser  ces  deux  propriétés,  en  géométrie  cotée,  pour 
faire  tourner  on  plan  autour  d'une  verticale.  Soit,  par  exemple,  à 
faire  tourner  de  60°  autour  de  la  verticale  v  un  plan  défini  par  son 

échelle  de  pente  P  (^3.  aS). 

Considérons  TcchcUe  de  pente 
c{ri)  d(i3)  dont  la  projection  Pi 
passe  par  le  pied  t'  de  la  verticale. 
Faisons-la  tourner  de  60"  au- 
tour de  la  verticale  v  ;  le  point 
d(ia)  situé  sur  l'axe  ne  bouge 
pas,  le  point  i;(o)  vient  en  e(o) 
"^''^  (3i)  et  d'après  la  propriété    si- 

gnalée (ia,  1°)  la  droite  d(iaj  e(o)  est  une  échelle  de  pente  du 
plan  dans  sa  nouvelle  position  Pj. 

44.  Problème.  —  Faire  tourner  une  figure  quelconque  autour 
d'une  vertUiale  ou  d'une  droite  de  bout. 

Méthode.  —  Il  faut  construire  les  nouvelles  projections  d'un 
nombre  de  points  suffisant  pour  déûnir  ia  figure  dans  sa  nouvelle 
position. 

Par  exemple,  si  la  figure  est  un  polygone  ou  uu  polyèdre,  il  suffit 
de  faire  tourner  tous  ses  sommets. 


43.  Nous  nous  sommes  bornés  à  considérer  les  rotations  dont 
l'axe  est  perpendiculaire  à  l'un  des  plans  de  projection.  Nous  ferons 
remarquer  que  le  rabattement  d'un  plan  sur  un  plan  horizon- 
tal (I,  175)  ou  de  lïont  (1)  est  une  rotation  de  ce  plan  autour  d'un 
axe  parallèle  à  un  plan  de  projection  dont  l'angle  est  l'angle  du 
plan  donné  avec  le  plan  sur  lequel  on  le  rabat.  En  outre,  dans  le 
rabattement  00  se  borne  à  faire  tourner  les  points  situés  dans  le 
plan  considéré. 
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EXERCICES 


).  Faire  tourner  un  point  donné  :  i"  autour  d'un  axe  vertical  jus- 
qu'à ce  qu'il  ait  un  éloignement  donné;  a*  autour  d'un  axe  de  bout 
jusqu'à  ce  qu'il  ait  une  cote  donnée. 

1  point  donné  autour  d'un  axe  vertical  donné 
une  distance  donnée  d'une  horizontale  donnée, 
(Navale.) 

3.  Faire  tourner  une  droite  donnée  autour  d'un  axe  vertical  donné 
jusqu'à  ce  qu'elle  soit  parallèle  à  un  plan  donné. 

4.  Faire  tourner  une  droite  donnée  autour  d'un  axe  vertical  jus- 
qu'à ce  que  sa  projection  verticale  ait  une  direction  donnée. 

6.  Faire  tourner  une  droite  autour  d'un  axe  de  bout  jusqu'à  ce 
que  ses  deux  projections  soient  parallèles. 

6,  Faire  tourner  une  droite  donnée  autour  d'un  axe  vertical  donné 
jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre:  i°  une  verticale  donnée  ;  a°  une  droite 
de  bout  donnée. 


8.  On  donne  un  segment  MN  dans  le  plan  horizontal,  un  axe  ver- 
tical u  et  un  point  {a,  a').  Faire  tourner  MN  autour  de  l'axe  jus- 
qu'à ce  que  les  extrémités  du  segment  soient  équidislantes  du  point 
(a,  a').  [Baccalauréat.) 

9.  Par  la  trace  horizontale  d'une  droite  de  ft'ont  donnée,  mener 
une  seconde  droite  faisant  avec  celle-d  un  angle  donné,  telle  en 
outre  que  le  segment  intercepté  sur  elle  par  les  deux  plans  de  pro- 
jection ait  une  longueur  donnée.  {Baccalauréat.) 

10.  1°  Faire  tourner  un  plan  donné  autour  d'un  axe  vertical  donné 
jusqu'à  ce  qu'il  passe  par  un  point  donné  ;  a"  faire  tourner  le  point 
autour  du  même  axe  jusqu'à  ce  qu'il  soit  dans  le  plan  ;  3°  relation 
entre  ces  deux  rotalions.  {Sainl~Cyr.) 

11.  Faire  tourner  un  plan  donné  autour  d'un  axe  vertical  donné 
jusqu'à  ce  qu'il  soit  devenu  parallèle  à  une  droite  donnée. 

IS.  Faire  tourner  un  plan  P  autour  d'un  axe  vertical  donné  jus- 
qu'à ce  qu'il  soit  perpendiculaire  à  un  autre  plan  Q. 

(Navale.) 
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13.  Faire  tourner  un  point  donné  autour  d'une  verticale  jusqu'à 
ce  que  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  un  plan  donne 
rencontre  une  droite  donnée.  [Navale.) 

14.  Faire  tourner  autour  d'un  axe  vertical  donné  un  quadrila- 
tère quelconque  défini  par  les  projections  de  ses  quatre  sommets  jus- 
qu'à ce  que  sa  projection  verticale  soit  un  trapèie. 

15.  Par  une  rotation  autour  d'un  axe  vertical  suivie  d'une  rotation 
autour  d'un  axe  de  Lout,  amener  une  droite  quelconque  à  être; 
i»  soit  parallèle  à  la  ligne  de  terre;  3°  soit  verticale.  (On  commence 
par  la  rendre  de  front.) 

16.  Par  une  rotation  autour  d'un  axe  vertical  suivie  d'une  rota- 
tion autour  d'un  axe  de  bout,  amener  un  plan  à  être:  i°  soit  horizon- 
tal ;  ï"  soit  de  profil.  |0n  commence  par  le  rendre  debout.) 

17.  Par  deux  rotations  successives,  amener  deux  plans  invaria- 
blement liés  à  être  verticaux  simultanément.  (Par  une  première  rota- 
tion d'axe  vertical,  on  amène  d'abord  l'intersection  des  deux  plans  k 
être  de  front,  puis  par  une  rolalion  d'axe  horizontal,  on  la  rend 
verticale.) 

18.  (Géométrie  cotée).  — Si  deux  droites  ont  leurs  intervalles  égaux, 
on  peut  amener  l'une  à  coïncider  avec  l'aulre  par  une  rotation  autour 
d'un  axe  vertical.  Cas  d'exception.  Déterminer  l'axe  de  cette  rotation. 

(Sainl-Cyr.) 

19 .  On  donne  deux  plans  et  un  axe  vertical  ;  faire  tourner  les  plans 
d'un  même  angle  autour  de  l'axe  de  façon  que  les  nouvelles  traces 
verticales  soient  rectangulaires. 


21.  Faire  tourner  un  plan  aulour  d'une  verticale  jusqu'à  ce  que 
ses  deux  traces  soient  ;  i"  également  inclinées  sur  la  ligne  de  terre  ; 
a"  ou  bien  dans  le  prolongement  l'une  de  l'autre.  (On  utilisera  les 
pro  po  si  ti  on  s  signalées  au  Tome  1,  n"  S^i  et  Sis.) 
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CHAPITRE  IV 

APPLICATION  DU  CHANGEMENT 

D'UN    PLAN    DE    PROJECTION    ET 

DES    ROTATIONS 


DETERiarNATlOS  DES  DISTANCES 


46.  Nous  avons  déjà  montré  comment  on  pouvait  déterminer  les 
.^stances  à  l'aide  d'un  rabattement  (I,  192  et  suivants).  Nous  allons 
reprendre  ces  questions  en  utilisant  soit  un  changement  de  plan,  soit 
nne  rotation. 

1   I- 
Distance  de  deux  points. 


Pour  déterminer  la  distance  de  deuï 
points,  on  amène  la  droite  des 
daax  poinls  à  être  parallèle  à 
an  plan  de  projection  ;  lear 
distance  se  projette  alors  sur  ce 


48.  Problème  I.  —  Soit 
à  déterminer  la  distance  des 
deux  points    (a,  a')  et    (b,  b') 

I.   MÉTHODE  DU  CHABSEMIÎIST 

DE.  PLAN.  —  On  fait  un  chan- 
gement de  plan  vertical   de 
manière    à    rendre   la    droite 
cliangcmcnl  de  plan  horizontal  de  maniÈrc 


à  la  rendre  horizontale  (tg). 


y  Google 


30  DÉ' 

Dans  l'épure  de  la  figure  24,  on  a  changé  de  pian  vertical  en  prenant 
la  nouvelle  ligne  de  lerre  sc,yi  parallèle  à  la  projeclîon  ab.  On  a 
détei-miné  les  nouvelles  projections  a,  el  61  des  points  donnés  en 
portant  sur  les  nouvelles  lignes  de  rappel  à  partir  de  iBiji  les  lon- 
gueurs a,a',  =  !xa'  et  l^ib',  =  ^b'. 

Comme  la  droite  est  de  front  dans  le  nouveau  système,  la  dis 
des  deux  points  est  égale  à  la  distance  a'ib'f  de  leurs  projection; 
ticales. 


49.  Remarque.  —  On  aurait  pu  pi 


Les  deux  méthodes  (rabattement 

ment  de  plan)  ne   sont  donc   pas  distinctes 


50.    n.    MÉTHODE 

déterminer  la  distance  des  deux  points  {a,  a') 
et  {b,  6')  (fig.  36). 

Par  une  rotation  autour  de  la  verticale  du 
point  [a,  a')  on  amène  la  droite  à  être  de 
front  (36). 

Cette  rotation  laisse  immobile  le  point 
(a,  a')  qui  appartient  à  l'axe  ;  elle  amène  le 
point  (b,  b']  dans  la  position  [bi,  b[)  (3i). 

La  distance  des  deux  points  est  égale  à  fa 
distance    a'  b\   de  leurs  projections  verticales. 

Remarque.   —   On  aurait  pu,  d'u 


endre  pour  nouvelle  ligne  de 
terre  a^iji  la  projection  liori- 
zontale  ab  ;  la  construction 
à  effectuer  [fig.  a5]  ne  diffère 
alors  en  rien  de  celle  à  laquelle 
donne  lieu  le  rabattement  du 
plan  projetant  la  droite  sur  le 
plan  horizontal  de  projection 
(1,  igS).  Il  ne  faut  d'ailleurs 
pas  oublier  que  la  projection 
verticale  dans  une  épure  est 
obtenue  par  le  rabattement 
du  plan  vertical  de  projection 
sur  le  plan  horizontal  (1.  8a). 


analogue,  amener  1 
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droite  à  être  horizontale  par  une  rotation  autour  delà  droite  de  bout 
du  point  [a,  a').  Après  la  rotation,  la  distance  cherchée  se  projette- 
rait alors  en  vraie  grandeur  sur  le  plan  horizontal. 

51.  Problème  inveree.  —  Porter  sur  une  droite  donnée  une  lon- 
gueur donnée  à  partir  d'an  point  donné. 

On  applique  les  deux  méthodes  précédentes  en  faisant  les  construc- 
tions inverses. 
Soit  à  porter  sur  la  droite  {ab,  a'b')  et  à  partir  du  point  (a,  a')  une 
r  donnée  S. 


I.  Méthode  du  ciiipgbment  de  plan.  —  Ctiangeons  de  plan  verti- 
cal de  manière  à  rendre  la  droit*  de  front  dans  le  nouveau  système 
{ab,  ai6i)  Ifig.  34  et  a5).  Portons  alors  sur  a\b',  et  a  partir  de  a\  la 
longueur  a\m,  égale  à  3,  puis  rappelons  en  (m,  m']  ie  point  m[  ;  la 
longueur  demandée  est  projetée  en  [am,  a'm'). 

II.  MÉTHODE  DES  ROTATIONS.  —  Faisous  toumer  la  droite  {ab,  a'b') 
autour  de  la  verticale  du  point  (a,  a')  jusqu'à  ce  qu'elle  soit  devenue 
de  front  en  {ab,  a'b',)  (Jig.  ï6).  Portons  sur  la  droite  a'b^  et  à  partir 
de  a'  la  longueur  a'm'i  égale  à  fi  ;  puis  par  une  rotation  inverse  de 
celle  qui  a  été  faite,  ramenons  la  droite  dans  sa  position  primitive  ; 
le  point  projeté  en  mj  vient  en  (m,  m')  obtenu  en  menant  la  droite 
m',m'  perpendiculaire  à  aa'  jusqu'à  son  point  de  rencontre  m'  avec 
a'b',  puis  la  ligne  de  rappel  m'm  :  la  longueur  demandéeest  projetée 
en  {am,  a'm'}. 

Remarque.  —  Pour  construire  le  point  (m,  m')  on  peut  aussi  rap- 
peler m',  en  mi  sur  al)i,  puis  déterminer  ,1e  point  m  par  l'intersectâon 
de  la  droite  ab  et  de  la  circonférence  de  centre  a  et  de  rayon  ami  (3i), 


Distance  d'ua  point  à  un  plan. 


52.  MÉTHODE  GÉNÉBALB.  —  Par  un  changement  de  planoa  une  roia- 
ion,  on  rend  ie  plan  perpendiculaire  à  un  plan  de  projeelian  de  ma- 
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la  détermination  de  la 


nière  à  être  ramené  à  un  cas  particalier 
dislance  est  immédiate  (I,  igg,  a°). 


53.    I.  MiTHODB  DU  CHANGEMENT  DE  PLAN.   —  La  queStloil  H  déjà  été 

traitée  comme  application  du  changement  de  plan  vertical  (I,  a48)  et 
du  changement  de  plan  horizontal  (a6). 


.  II. 


M  (a, 


MiïTnorjE  DES  ROTATIONS.  —  Sott  à  déterminer  la  distance  du 
:')  aa  plan  défini  par  les  deux  droites  coneoarantes  (ob,  o'b') 


et  (0..  «V)  Ulg.  !,), 
Faisons  tourner  le  plan  autour  de  la  verticale  du  point  (a,  a'}  jus- 
qu'à ce  qu'il  soit 
devenu  debout  (il). 
Pour  cela,  déter- 
minons d'abord  le 
point  d'intersection 
(d,  d'}  de  cette  ver- 
ticale avec  le  plan 
donné  à  l'aide  de  la 
frontale  (e/,  e'f) 
(I.  112,  a°).  Ce  point 
{d,  d')  reste  fixe  pen- 
dant la  rotation. 

Faison'i  Sourner 
1  1  r  zontalelb  bc  J 
du  j  la  donne  sa 
I  rojecti  n  1  orizon 
taie  rest  tangente 
au  cercle  de  centre 
a  qui  est  tangent  à  la  droite  6c  (36)  ;  nous  arrêtons  la  rotation  lorsq  le 
la  projection  horizontale  de  cette  droite  est  venue  en  6  i;  paiallele 
ment  à  la  direction  des  lignes  de  rappel  ;  le  plan  est  alors  rendu 
de  bout  (4i). 

Le  point  (c,  &)  a  pour  nouvelle  projection  verticale  c  et  la  trace 
verticale  du  plan  de  bout  est  la  droite  d'c\  qui  joint  les  piojections 
verticales  d'  et  c\  de  deux  de  ses  points  (d,  d')  et  {c    c  ) 

La  distance  du  point  (a,  a')  au  plan  est  égale  a  la  d  tance  ah  le 
sa  projection  verticaJe  a'  à  la  trace  c\d'  (I,  199,  2') 


Blg.  27 
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§111. 

Distance  d'un  point  à  une  droite. 

55.  MÉTHODE  GÉNÉRALE.  —  Par  lUux  ctwiigemenls  de  plans  succes- 
sifs oapar  deux  rotations  saecessives,  on  amène  la  droite  à  être  perpeit- 
diealaire  à  l'un  des  plans  de  projection,  de  manière  à  être  ramené  à  un 
cas  porliculier  où  la  détermination  de  la  distance  du  point  à  la  droite  est 
immédiate  (I,  aoi). 

56.  I.  Mëlliodo  ûu  cliangeineDt  de  plan.  —  Cas  particulier  : 
La  droite  donnée  est  parallèle  à  l'an  des  plans  de  projeclioa. 

Soit  à  déterminer  la  dis- 
tance du  point  (a,  a') 
à  l'twrtontale  [be,  b'e') 
(fiff.  .fi). 

On  change  de  plan  ver- 
tical de  façon  que  la  droite 
soit  de  bout  dans  le  nou- 
veau système  ;  comme  la 
droile  est  horizontale,  il 
suEfil  pour  cela  de  pren- 
die  ime ligne  de  terre  a!,y, 
perpendiculaire  à  la  pro- 
jection horizontale  i  b. 
Tous  les  points  de  la  droite 
ont  alors  leurs  projections 
b'i   à  la  distance    ^ibj  ^=  pb'    de  la  nou- 


b'         ^ c 

œ        I  ^  T  y 


verticales  confondues 
velle  ligne  de  terre. 

Le  point  [a,  a')  a  sa  nouvelle  projection  verticale  en  a\  (aia, 
et  îa  distance  du  point  à  la  droile  est  la  longueur  a\b\  {I,  3ii!\ 


«') 


57.  Cas  général.  —  Pour  trouver  la  distance  d'un  point  à  une 
droile  quelconque,  un  seul  changement  de  plan  ne  suffit  plus;  il  tant 
en  exécuter  deux  successifs. 

On  peut,  par  exemple,  procéder  ainsi  : 

i"  Par  un  changement  de  plan  horizontal,  on  amène  la  droite  à 
être  horizontale  dans  le  nonveau  système  (igi. 

Chollet  ET  MrSEUB.  II.  3 
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3"  On  est  alors  ramené  au  cas  particulier  qui  vient  d'être  traité  {5C) 
et  on  obtient  la  distance  cherchée  en  cliangeant  le  plan  vertical  de 
projection. 

Nous  lai3Son5  au  -lecteur  le  soin  de  rassembler  sur  une  même 
épure  les  constructions  des  figures  13  et  28. 


58.  II.  Métliodo  des  rotations.  —  Cas  particulier  :  La  dro'Ue 

donnée  est  parallèle  à  Van  des  plans  de  projection. 

Soit  à  déterminer  la  distance  da  point  (a,  a')  à  ta  droiie  de  Jront 
{bc.  »V)  (/.j.  .9). 

Par  une  rotation  autour  de  la 
droite  de  bout  du  point  (a,  a'),  on 
amène  la  droite  {bc,  b'c")  àêtre  ver- 
ticale. En  effet,  dans  cette  rota- 
tion, la  projection  verticale  de  la 
droite  reste  tangente  à  la  circon- 
férence décentre  a'  et  tangente  à 
b'c'.  Bnan-êtantla  rotation  lors- 
que la  projection  verticale  de  la 
droite  est  en  b',c[  perpendiculaire 
à  la  ligne  de  terre,  on  obtient  en 
bi  et  Cl  sur  Iw  les  projections 
horizontales  des  nouvelles  posi- 
tions des  deux  points   (6,  b')  et 

(c,  c')    (Sa).   La   droite   (6iCi,  b'^c'^]  est  verticale, "et,  comme  le   point 

(a,  a')  est  resté  fixe  pendant  la  rotation,    la  distance  du  point  à  la 

droite  est  la  longueur  061  (T,  ao4). 


59.  Cas  général.  —  Pour  trouver  la  distance  d'un  point  à  une 
droiie  qaelconqae,  une  seule  rotation  ne  suffit  plus  ;  il  faut  en  effec- 
tuer deux  successives.  On  peut,  par  exemple,  procéder  ainsi  : 

1°  Par  une  rotation  autour  d'un  axe  vertical,  on  amène  la  droite  à 
être  de  front  (36). 

2"  On  est  alors  ramené  au  cas  particulier  qui  vient  d'être  traité  (58) 
et  on  oblient  la  distance  cherchée  par  une  deuxième  rotation  autour 
d'un  axe  de  bout. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  rassembler  sur  une  même 
épure  les  constructions  des  figures  19  et  sg. 
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Perpendiculaire  commune  à  deux  droites 
et  plus  courte  distance. 

60.  Problème.  —  Construire  les  projectkiris  de  la  perpendiealaire 
eommane  à  deax  droites  données  non  situées  dans  an  même  plan  et 
déterminer  leur  plus  courte  dislance. 

Solution  géométrique.  —  La  perpendiculaire  commune  à  deux 
droites  de  l'espace  AB  et  CD  est  une  droite  rencontrant  les  deux 
premières  à  angle  droit  ;  sa  direction  est  donc  celle  d'une  perpendi- 
ciUaire  à  un  plan  parallèle  aux  deux  droites  données,  ou  encore  celle 
de  la  droite  d'intersection  de  deux  plans  resywctivenient  perpendicu- 
laires à  ces  deux  droites. 

Lorsqu'on  connaît  la  direction  de  la  perpendiculaire  commune, 
il  ne  reste  plus  qu'à  trouver  une  droite  parallèle  h  cette  direction, 
rencontrant  les  deux  droites  données  [Problème  traité  (I,  68  et  i67)]. 

La  plus  courte  distance  des  deux  droites  est  la  longueur  du 
segment  de  la  perpendiculaire  commune  compris  entre  les  deux 
droites. 

Remarque,  —  Si  on  cherche  la  plus  courte  distance  des  deux 
droites  et  non  la  perpendiculaire  commune,  il  suffit  de  mener  par 
l'une  des  droites  AB  un  plan  parallcic  à  l'autre  CD  ;  la  plus  courte 
distance  est  la  distance  d'un  point  quelconq;ue  de  la  droite  CD  à  ce 
plan. 

61.  Solution  grapMque.  —  Exemple  I.  —  Soi(  à  construire  la  per- 
pendiculaire commune  ans;  deux  droites  {ab,  a'b')  et  [ed,  &â)  (fig.  3o). 

Nous  suivrons  pas  à  pas  la  solution  géométrique  précédente  ;  nous 
déterminerons  :   i"  la  direction  de  la   perpendiculaire    i 
a°  sa  position. 

1°  Direction  de  la  perpendiculaire  commune.  —  Premièri 
—  Par  un  point  (o,  o')  pris  sur  (ab,  a'b')  menons  la  parallèle  (o«,  o'e') 
à  (c.d,  c'd')  ;  le  plan  déterminé  par  les  droites  [ab,  a'b')  et  (oe,  o'e')  est 
mené  par  la  première  droite  donnée  parallèlement  à  la  seconde.  En 
construisant  une  horizontale  (Jh,  fh')  et  une  frontale  (fy,  fg)  de  ce 
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plan,  et  en  menant  op  perpendiculaire  k  fh  et  o'p'  perpendiculaivc  à 
J'g''  on  obtient  une  droite  (op.  o'p')  perpendiculaire  au  plan,  qui 
définit  par  suite  la  direction  de  la  perpendiculaire  commune. 

Deuïième  méthode.  —  Par  un  point  a  pris  sur  xy,  menons  aP  per- 
diculaire  à  ab  et  aQ  perpendiculaire" à  a'b'  ;  le  plan  ayant  pour 


traces  aP  et  kQ  est  perpendiculaire  à  la  droite  (ab,  a'b'].  De  même, 
en  menant  par  un  autre  point  ^  de  xy  les  perpendiculaires  pPi  et 
pQi  aux  droites  cd  et  &d',  on  a  les  traces  d'un  plan  perpendiculaire 
à  (cd,  fi'rf).  L'intersection  {ij,  i'f)  de  ces  deux  plans  définit  la  direc- 
tion de  la  perpendiculaire  commune. 

3°  Position,  dé  la  perpendiculaire  commune.  —  On  est  ramené, 
comme  nous  l'avons  fait  remarquer  plus  haut,  à  construire  une 
droite  parallèle  à  (op,  o'p)  [ou  à  (ij,  i'j')]  et  s'appuyant  sur  les  droites 
(ab,  a'b')  et  [cd,  c'd').  Dans  noire  épure,  les  droites   (ab,  a!b')  et 
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(op,  o'p']  se  rencontrent  au  point  {o.  o'],  de  sortç  qu'en  appliquant 
les  constructions  indiquées  (I,  167),  on  est  conduit  tout  naturelle- 
ment fi  chercher  le  point  où  le  plan  d^ûni  par  ces  deux  droites  ren- 
contre la  droite  (cd,  c'd'j  ;  pour  cela,  on  prend,  par  exemple,  pour 
plan  auxiliaire  le  plan  de  bout  c'if  projetant  verticalement  (ed,  c'd'), 
qui  coupe  (ab,  a'b')  au  point  (q,  q')  et  {op,  o'p')  au  point  [r,  r')  ;  qr 
rencontre  ed  au  point  n  qu'on  rappelle  en  n'  sur  tfd'  ;  [n,  n')  est  le 
point  cherché.  La  parallèle  {nm,  n'm')  à  {op,  o'p')  menée  par  le  point 
[n,  n')  est  la  perpendiculaire  commune  demandée  ;  on  vérifie  que  ses 
projections  rencontrent  les  projections  de  même  nom  delà  droite 
(ûb,  db')  en  deux  points  m  et  m'  situés  sur  une  même  ligne  de  rappel. 
3°  Plus  courte  distance.  —  Pour  déterminer  la  distance  des  deux 
points  (m,  m')  et  (n,  n'),  on  fait  une  rotation  autour  de  la  verticale 
du  point  (n,  n'),  de  manière  que  la  projection  horizontale  de  la  droite 
des  deux  points  aoit  parallèle  à  la  ligne  de  terre  en  nmi  ;  le  point 
(m,  m')  prend  ainsi  la  position  (mi,  m',)  (3i)  et  la  distance  des  deux 
points,  qui  est  la  plus  courte  distance  cherchée,  est  égale  à  la  distance 
n'm[  de  leurs  nouvelles  projections  verticales  (5o). 

62.  Exemple  II  (fiiomélrie  cotée).  —  Soi!  à  délerminer  la  perpen- 
diculaire commune  aux  deam  droites  a(i)  b(i)  et  c(3)  d{i)  {fig.  3i). 

1°  Menons  par  le  point  b{!\]  la  paraUèle  b(4)  e(3)  à  CD  ;  nous  déter- 
minons ainsi  un  plan  ABE  contenant  A.B  et  parallèle  à  CD,  dont  il 
est  facile  de  construire  une  échelle  de  pente  P 

Construisons  en^  l'inverse  de  l'intervalle  de  ce  plan  (1  73)  toute 
perpendiculaire  au  plan  ABE  se  projette  suivant  une  paralUle  a  P, 
son  intervalle  est  fk  et  les  cotes  vont  en  croissant  sur  sa  piojection 
dans  le  sens  de  /  vers  h.  Par  les  points  a(3)  et  c  3)  on  peut  alors 
mener  immédiatement  les  perpendiculaires  al3)  i(i)  et  c(3u(4)  au  plan 
ABE  ;  ces  droites  sont  parallèles  à  la  droite  JfS)  /i{4)  et  les  plans  ABI, 
CDJ  sont  les  plans  menés  parallèleineul  a  sa  dnection  par  les  droites 
données  ;  les  horizontales  de  cote  4  de  ces  deux  plans  se  coupent  au 
point  k(!\)  et  leur  intersection  est  la  parallèle  i{3)  fe(4)  menée  par  ce 
point  à  la  droite /(3) /il4)  ;  cette  droite  est  la  perpendiculaire  com- 
mune cherchée.  Comme  vériflcation  on  s  assure  qu'elle  rencontre 
les  deux  droites  données  aux  points  projetés  en  m  et  n  (I,  a8). 

a'  La  plus  courte  distance  des  deux  droites  est  la  distance  des  points 
de  la  droite  k(k)  !(3)  projetés  en  m.  et  n  ;  on  obtient  sa  vraie  gran- 
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deur  en  rabattant  le;  plan  vertical  projetant  cette  droite  sur  te  plan 
horizontal  de  cote  A-   Le  point  kii)  ne  bouge  pas,  le  point  1(3)  se 


rabat  en  l'  à  «ne  distance  de  la  charnière  égale  à  une  unité  de  l'é- 
chelle; on  en  déduit  le  rabattement  kl'  de  la  droite  et  les  rabatte- 
ments m'  et  n'  des  deux  points  considérés  ;  m'n'  est  la  plus  courte 
distance  cherchée. 


63.  Cas  particuliers. — Lorsque  les  deux  droites  données  pré- 
sentent des  particularités  telles  que  la  direction  de. la  perpendiculaire 
commune  soit  connue  a  priori,  les  constructions  précédentes  se 
trouvent  notablement  simplifiées . 


64.  Premier  caa .  —  L'une  des   droites  est  perpendiculaire  à  l'an 
les  plans  deprojection. 

—  Soit  à  déterminer  la  perpendiculaire  commune  ; 


la  vertieale  [o,  o'z')  et  à  la  droite  [ab,  a'b')  (fig.  3a). 

iQ  La  droite  cherchée  devant  être  perpendiculaire    à  la  verticale 
{o,  o'z')  et  la  rencontrer,  est  une  horizontale  dont  la  projection  hori- 


y  Google 


PEBPENDICULAIB 

zontale  passe  par  le  point 
cette  horizon  laie  forme  avec 
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o,  trace  de  la  verticale  donnée  ;  de  plus, 
(ab,  a'b')  un  angle  droit  qui  se  projette 
horizontalement  suivant  un  angle  droit 
(I,  70).  D'où  on  conclut  que  la  projec- 
tion horizontale  de  la  perpendiculaire 
commune  est  la  perpendiculaire  om 
abaissée  de  0  sur  ab  ;  quant  à  sa  projec- 
tion verticale,  on  l'obtient  en  relevant 
en  m',  sur  a'b',  le  point  m  où  otii  ren- 
"  contre  ab.  et  en  menant  par  m'  la  pa- 
l'allcle  m'n'  à  xy. 

a"     La     perpendiculaire     co  m  mu  rie 
[mn,  m'n')  aux  deux  droites  précédentes 
étant  horizonlale    et    rencontrant  ces 
droites  aux  points  (m,  m';,  (n,  n'),  leur 
plus  courte  distance  se    projette  hori- 
zontalement en  vraie  grandeur,  elle  est  mesurée  par  le  segment  mn. 
Remarque.  —  On  procède  de  la  même  manière  si  l'une  des  droites 
est  de  bout. 


65.  Exemple  II.  —  Le  raisonnement  précédenl 
géométrie  coUe  on  oMient  la  projcclion  de  la 
perpendiculaire  communeà  la  verticale  de  trace 
horizontale  o  età  la  droite  «(a)  ô(3)  ijig.  33)  en 
menant  par  o  la  perpendiculaire  om  à  ab;  la 
cote  de  celte 
i  *'  droite  qui  est  ho- 

d  '  rizontaleestcellc 

du  point  M  où  elle 
J'  rencontre  AB, 


Fig.  3î 


épure.  La  plus  courte  distance  des  deux 
droites  est  mesurée  par  la  longueur  om. 


i%.  Deuxième 

les  sont  parallèles 
projection. 

Exemple  I.  — 
perpendiculaire 
horizontales   (ab,  a'b')   et    (crf,  c'd')   (fig,  3^). 


-  Les  deao}  droi- 
>n  des  plans  de 


Fig.  34 


Soit  à  détcrmim 
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1°  Les  placis  pai'allèles  auï  deux,  droites  étant  horizontaux,  la  per- 
pendiculaire comiTi'ane  clierchée  est  verticale  (60),  et  comme  elle  doit 
rencontrer  les  deu:(  droites  données,  sa  trace  horizontale  est  néces- 
sairement le  point  0  où  se  rencontrent  leurs  projections  horizontales 
ab  et  ed;  quint  à  sa  projection  verticale  oV,  elle  est  dirigée  suivant 
la  ligne  de  rappel  du  point  o. 

a°  Laperpcnliculaire  commune  aus  deiii  droites  étant  verticale, 
la  plus  courte  distance  se  projette  verticalement  en  vraie  grandeur  ; 
elle  est  mesurée  par  le  segment  m'n'  intercepté  sur  o'z'  par  a'b'  et  c'd'. 
Rkmauque  .  —  On  procède  de  la 
même  manière  si  les  deux  droites  sont 
de  front . 


Echlk 


67.  Exemple  H.  —  De  même,  ea  géo- 
métrie  colée,    l&   perpendiculaire   com- 
mune aus  deux  horizontales    a(î)  b{a) 
"         I         î  et  e{i]  dii]  est  la  verticale  qui  a  pour 

'^'  trace  horizoutale  le  point  0  commun  à 

leurs  projections  ab  et  ed  [flg.  35).  Leur  plus  courte  distance  est  la 
distance  des  points  m.|a)  et 
n(i)  des  deuï  droites  dont  les 
projections  coïncident  avec  o  ; 
cette  distance  est  égale  à  la 
différence  des  cotes  des  deux; 
horizontales  ,  c'est  -  à  -  dire  à 
3  unités  de  réchcUe. 


bo.  Troisième  cas.  —  Les 

projections     horizontales     des 
d.ax  droites  soni  parallèles. 

Exemple  I-  —  Soit  à  déter- 
miner la  perpendiculaire 
commune  aux  deux  droites 
[ab,  a'b'l  et  (cd,  c'd')  {fiff.  36j 
dont  les  projections  horizon- 
tales sont  parallèles . 

lOpLUS  COURTE  DISTANCE.  — 

II  est  facile  d'obtenir  a  pria  ri  la  pli 


e  distance  des  deux  droites. 
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En  effet,  le  plan  vertical  qui  a  pour  trace  horizoolalo  ab  conlienit 
la  droite  [ab,  a'b')  ;  il  est  parallèle  à  la  droite  (cd.  c'd')  ;  par  suite 
{60,  Hem.),  la  plus  courte  distance  cherchée  est  égale  à  la  distance 
d'un  point  quelconque  (17,  g')  de  la  droite  (cd,  c'rf')  au  plan  vertical 
de  trace  horizontale  ah.  Cette  distance  s'obtient  immédiatement  en 
gh  (I,  199,  3°)  en  abaissant  de  la  projection  horizontale  g  du  point 
{g,  g')  la  parpsnilicnlaire  gh  sur  la  trace  horizontale  ab  du  plan  ver- 

La  plus  courte  distance  de  deux  droites  à  projections  horizontales 
parallèles  est  djnc  égale  à  la  dislanee  de  lears  projeelions  horizontales. 

1°  PËIIPBNDICULA.IRË  COMMUNE.  —  La  directioQ  des  plans  parallèles  à 
ces  droites  est  celle  des  plans  qui  les  projettent  horizontalement  ;  il 
en  résulte  (60)  que  la  perpendiculaire  commune  cherchée  est  une  ho- 
rizontale dont  la  projection  horizontale  est  perpendiculaire  à  la  direc- 
tion commune  de  ab  et  cd(/i3.3S].  Pour  la  construire  en  position,  on 
applique  alors  la  méthode  générale  (1,  167)  ;  par  un  point  quelconque 
(p,  p'j  pris  sur  (ab,  a'b')  on  mène  Thoriiontale  (pq,  p'q')  parallèle  à 
la  perpendiculaire  commune  cherchée,  puis  en  utilisant  comme  plan 
ausilialrele  plan  de  bout  e'd'  projetant  verticalement  (cd,  c'd'),  on 
ctierctie  le  point  (n,  n')  où  celte  dernière  droite  rencontre  le  plan  dé- 
terminé par  (ab,  a'b')  et  (cd,  c'd')\  la  projection  horizontale  de  la 
perpendiculaire  commune  est  alors  la  droite  nm  perpendiculaire  à 
ab,  et  sa  projection  verticale  est  la  droite  n'm'.  parallèle  à  s^y:  on 
vériQe  que  ces  projections  rencontrent  les  projections  de  même  nom 
de  la  droite  (ab,  a'b')  en  deuï  points  m  et  m'  situés  sur  une  même 
ligne  de  rappel. 

Le  segment  horizontal  (m/i,  m'ii')  se  projette  horizontalement  en 
vraie  grandeur  ;  mn  est  donc  égale  à  la  plus  courte  distance  des 
deuï  droites  ;  ce  qui  vérifie  bien  les  considérations  a  priori 
du  1". 

On  procède  de  la  même  manière  lorsque  les  projections  verticales 
des  deux  droites  données  sont  parallèles  entre  elles. 

69.  Exemple  H.  (Géométrie  cotée).  —  Soit  à  construire  la  perpendi- 
culaire commune  aux  deux  droites  a(a)6(3)  et  c(a)d(3)dont  les  pro- 
jections ab  et  cd  sont  parallèles  {fig.  37). 

i'  Les  plans  verticaux  projetant  chacune  des  deux  droites  étant 
parallèles,  la  perpendiculaire  commune    est  perpendiculaire  à  ces 
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plans  (60)  ;  c'est  donc  u 


70.  Ouatrièrae  cas.  - 

de  front. 

Soit,  par   exemple,  h   d 


3  horizontale  dont  la  projection  est  perpen- 
diculaire à  ab.  Or  nous  avons  vu  (1,  61) 
que  les  projections  de  toutes  les  lioriïon- 
tales  s'appuyant  sur  les  deux  droites  con- 
courent en  un  point  w,  que  nous  savons 
déterminer  ;  la  perpendiculaire  commune 
étant  une  de  ces  horizontales,  sa  projection 
est  la  perpendiculaire  mn  abaissée  de  lu  sur 
ab  ;  on  oLtient  sa  cote  en  cherchant  celle 
du  point  M  ou  elle  rencontre  la  droite 
al2)b{3u 

2'  La  plus  courte  distance  des  deux 
droites  est  mn,  puisque  la  droite  MN  est 
une  horizontale 

Ce  i-ésultat  avait  d'ailleurs  été  établi  a 
priori  par  la  démonstration  du  no  68,  1°. 

e  des  droites  est  horizontale,  Vautre  est 


les  projections  horizontale  f 
diculaires  à  ah  et  &d',  et  o: 
défini   par  les   droites    {ab, 


la  perpendiculaire  < 
l'horizontale  (ai»,  a'b')  et  à  la 
droile  de  front  {cd,  c'd')  {fig.  38). 
I'  La  droite  cherchée  faisant  un 
angle  droit  avec  chacune  des 
droites  données,  sa  projection  ho- 
rizontale est  perpendiculaire  îi  ab 
et  sa  projection  verticale  perpen- 
diculaireà  c'd'  (I,  170,  Rem.),  de 
sorte  que  l'on  connaît  les  direc- 
tions de  ses  deux  projections. 

d  Pour  déterminer    la    perpen- 

diculaire commune  en  posi- 
tion, on  applique  la  méthode 
générale  {60)  ;  par  un  point 
{p,  p')  delà  droite  {ab,  a'b'),  on 
mène  la  droite  {pq,  p'q']  dont 
t  verticale  sont  respectivement  perpen- 

dét«Tmine  le  point   (n,  n')   où  le  plan 
a'b')    et    {pq,  p'q')  rencontre  la  droite 


n  menant  ensuite  nm  perpendiculain 
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pendiculaire  à  c'd'.  on  a  la  perpendiculaire  commune  cherchée 
(mn,  m'n');  on  vérifie  que  ses  projections  rencontrent  les  projections 
de  même  nom  de  la  droite  (ab,  a'b')  en  deux  points  m  et  m'  situés 
sur  une  même  ligne  de  rappel. 

a°  La  Iplus  courte  distance  des  deux  droites  est  la  distance  des 
points  (m,  m')  et  [n,  n')  qu'on  délermine  en  n'm\  par  une  rotation 
autour  de  la  verticale  du  point  [n,  n'}  {5o). 

EXERCICES 

1.  Construire  la  perpendicidaire  commune  et  la  plus  courte  dis- 
tance d'une  droite  quelconque  et  de  la  ligne  de  terre. 


i.  Connaissant  les  projections  de  la  perpendiculaire  commune  à 
deux  droites  et  l'une  des  projections  de  chacune  de  ces  droites,  trou- 
ver les  deux  autres  projections. 

5.  Mener  par  un  point  donné  une  droite  rencontrant  une  droite 
donnée  et  située  à  une  distance  donnée  d'une  verticale  donnée. 

(Sainl-Qfr.) 

6.  Trouver,  par  un  changement  de  plan,  la  plus  courte  dislance  et 
la  perpendiculaire  commune  à  deux  droites  dont  les  projections 
horizontales  sont  parallèles.  (On  prend  un  plan  vertical  qui  rend  les 
droites  de  front.) 

7.  Trouver  par  un  changement  de  plan  vertical  la  perpendiculaire 
commune  à  deux  droites  dont  l'une  est  horizontale.  (On  prend  un 
plan  vertical  perpendiculaire  à  l'horizontale.) 

8.  Déterminer  une  verticale  connaissant  ses  plus  courtes  distances, 
à  une  verticale  donnée  et  à  une  autre  droite  donnée, 

{Sainl-Cyr.) 
6.  (Géométrie  cotée).  On  donne  les  projections  de  trois  droites.  Une 
seule  d'entre  elles  est  graduée  ;  graduer  les  deux  autres  sachant  que 
la  première  est  leur  perpendiculaire  commune  dans  l'espace. 

{Saint-Cyr .  ) 

10.  Construire  la  perpendiculaire  commune  il  deux  droites  paral- 
lèles au  deuxième  plan  bissecteur  (I,  Sagi. 

11.  On  définit  un  triangle  ABC  en  se  donnantj:  i"  (es  projections 
(a,  a')  d'un  sommet  ;  a°  les  projections  horizontales  6  et  c  des  deux 
autres  ;  3"  l'angle  du  côté  AB  avec  le  plan  horizontal  ;  4°  la  condi- 
tion que  son  aire  soit  minimum.  Construire  sa  projection  verbicale. 

{Nam!e.) 
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CHAPITRE   V 

APPLICATION   DU   CHANGEMENT   D'UN   PLAN 
DE  PROJECTION  ET  DES   ROTATIONS 


DÉTERMINATION   DES  ANGLES 

i  r. 

Angle  d«  deux  droites. 

7!.  Méthode.  —  On  peut  obtenir  l'angle  de  deux  droites  concou- 
rantes en  amenant  leur  plan  à  être  parallèle  à  un  plan  de  projection 
soit  par  des  changements  de  plan,  soit  par  des  rotations  autour  d'axes 
perpendiculaires  aux  plans  de  projection.  Si  le  plan  de  l'angle  est 
quelconque,  pour  obtenir  ce  résultat,  il  faut  elfoctuer  soit  deux 
■changements  de  plan  successifs,  soit  deux  rotations  successives,  soit 
un  changement  de  plan  et  «ne  rotation. 

Nous  u'efTeetuerona  pas  complètement  toutes  les  constructions 
qui  résultent  de  cette  méthode,  car  il  est  de  beaucoup  préférable,  à 
cause  de  la  simplicité  des  constiucliona,  d'employer  la  méthode  des 
rabattements  déjà  indiquée  (I,  aia). 

Nous  nous  bornerons  à  développer  la  méthode  dans  le  cas  où  on 
effectue  d'abord  un  changement  de  plan  vertical,  puis  une  rotation 
autour  d'un  axe  de  bout. 

72.  Problème,  ^  Soil  à  déterminer  l'angle  des  deux  droites  coitaou- 
irantei  {oa.  o'a')  et  {ob,  o'b')  {fig.  89). 

lo  Par  un  changement  de  plan  vertical,  amenons  d'abord  le  plan 
4e  l'angle  à  être  de  bout  dans  le  nouveau  système. 
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Pour  cela  (I,  ai4),  prenons  pour  nouvelle  ligne  de  terre  une  droite 
x,y,  perpendiculaire  à  la  projection  horizontale  ab  d'une  horizontale 
{ab,    a'b']  du  plan   de 
l'angle. 

Les  nouvelles  projec- 
tions verticales  des 
points  (a,  a')  et  (o,  o') 
s'obtiennent  en  ûj  et 
oj  en  portant  à  partir 
de  Œi^i  suvles  nouvelles 
lignes  de  rappel  am 
et    0(1),    les  longueurs 

La  nouvelle  trace  ver- 
ticale du  plan  de  l'angle 
est  par  suite  la  droile 


/- 

\ 

^ 

y 

\ 

>> 

k!^ 

! 

\ 

/         oj  '2°  Faisons  tourner  le 

/  ^1  plan  de  l'angle  autour 

F\g.  39  de   l'ase  (ab,  a[b[)  qui 

est  debout  dans  le  sys- 
tème X\y\  et  amenons  ce  plan  à  être  Siorizontal.  Les  points  (o,  al)  et. 
(b,  b\)  situés  sur  l'axe  restent  Immobiles.  Le  point  (o,  o\)  décrit  une 
circonférence  projetée  verticalement  en  vraie  grandeur  suivant  la  cir- 
conférence de  centre  al  et  de  rayon  dfi\.  Nous  arrêtons  la  rotation 
lorsque  la  trace  verticale  dfi\  du  plan  est  venue  en  a\o^.  parallèle 
à  la  ligne  de  terre  a^iji-  Le  point  (0,  o[)  est  alors  venu  en  (oj-,  oi) 
(3a)  et  l'angle  des  deux  droites  est  projeté  horizontalement  en  vraie 
grandeur  en  ao-ib. 


73 .  ReMiRQUE.  —  Les  constructions  qu'on  vient  d'effectuer  ne 
sont  autres  que  celles  qu'on  fait  dans  le  rabattement  du  plan  de- 
l'angle  sur  un  plan  horizontal  en  prenant  (ab,  a'b')  comme  char- 
nière. En  effet,  le  triangle  dfi\i»i  est  le  triangle  du  rabattement  du 
point  (0,  0')  que  définit  la  règle  du  triangle  rectangle  (1,  176)  et 
le  point  Oa  est  le  rabattement  du  point  (0,  0').  TI  est  d'ailleurs  préfé- 
rable d'effectuer  directement  le  rabattement  signalé,  car  on  évite 
ainsi  le  tracé  de  la  ligne  de  terre  cciyi  et  la  construction  du  point  o^. 
Au  point  de  vue  graphique,  l'application  de  la  règle  du  triangle  rec- 
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tangle  (I,  a-jB)  réalise  d'un  seul  coup  la  construction  que  la  méthode 
précédente  décompose  en  deux  parties  :  i°  construction  du  point 
(o,  Oj):  3°  construction  du  point  (oa,  Oj). 

Ces  considérations  justifient  ce  qui  a  été  dit  au  n"  71. 


Angle  d'une  droite  et  d'un  plan. 

74.  On  à  déjà  vu  (I,  329)  que  la  détermination  de  l'angle  d'une 
droite  et  d'un  plan  se  ramenait  à  la  recherche  de  l'angle  formé  par  la 
droite  et  une  perpendiculaire  au  plan';  l'angle  de  ces  deux  droites 
peut  s'obtenir  pai'  des  changements  de  plans  ou  des  rotations  autour 
d'axes  verticaus  ou  de  bout  (71);  mais  il  est  préférable  au  point  de 
vue  graphique  de  faire  un  rabattement  (I,  aSo). 

Nous  n'appliquerons  les  changements  de  plan  00  les  rotations  qu'au 
cas  particulier  suivant  : 

75.  Angles  d'uoe  droite  avec  les  plans  do  projection.    —  On 

a  déjà  vu  (I,  aSa,  Rem.)  que  l'angle  d'une  droite  de  ftont  avec  le  plan 
horizontal  est  égal  à.  l'angle  aig-u  de  sa  projection  verticale  avec  la 
ligne  de  terre  et  que  l'angle  d'une  droite  horizontale  avec  le  plan 
vertical  est  égal  à  l'angle  aigu  de  sa  projection  horizontale  avec  la 
ligne  de  terre. 

Par  suite,  on  déterminera  les  angles  que  fait  une  droite  avec  les 
plans  de  projection  en  l'amenant  à  être  successivement  parallèle  à 
l'un  de  ces  plans  soit  par  un  changement  de  plan  (l,  ait  ;  19),  aoit 
par  une  rotation  (36,  37). 

76.  I.  Méthode  du  changement  de  pLan,  —  Les  épures  rela- 
tives à  ce  problème  ont  déjà  été  faites  (l,  ais)  et  (19}.  Nous  n'y 
reviendrons  pas, 

77.  II.  Méthode  des  rotations.  —  Prohlème.  —  SoiV^à  déterminer 
les  angles  de  la  droite  [al),  a'i/]  avec  tes  deux  pians  de  projection 
{fv-  to)- 

1"  Pour  obtenir  l'angle  de  la  droite  avec  le  plan  horizontal,  amenons 
cette  droite  à  être  de  front  (36)  en  la  faisant  tourner  autour  de  la  ver- 


y  Google 


A!(GLE     D  UNE    DROITE    ET    1 


ticalc  du  point  (a,  a').  Cette  relation  i 


/ 

\' — -j- 

\           /l 

X 

,_ \ài  ' 

""^^-^    ;   i 

s  47 

e  cliange  pas  l'angle  de  la 
droite  avec  le  plan  hori- 
zontal (36).  La  projection 
horizontale  h  du  point 
(b,  6')  se  déplace  sur  la  cir- 
tonCérence  de  centre  a  et 
de  rayon  ah  ;  nous  l'arrê- 
tons en  bi  de  façon  que 
ah\  soit  parallèle  à  la  ligne 
de  terre;  la  projection  ver- 
ticale du  point  est*  alors 
venue  en    b,    à  l'intersec- 

-^ J jSî^  tion  de  la  ligne  de  rappel 

^-.,_         ,,•-'  ^  du  point  6j  et  de  la  paral- 

Y\a  4Q  lÈle  menée  par  6' à  la  ligne 

de  terre  {3i). 
La  nouvelle  position  de  la  droite  est  (abi,  a'b'j)  et  l'angle  de  la  droite 
avec  le  plan  tiorizontal  est  l'angle  cCh'^'  ■=.  a.. 

2"  On  amène  ensuite  la  droite  à  être  horizontale  par  une  rotation 
autour  de  la  droite  de  bout  du  point  (a,  a').  Dans  cette  rotation 
l'angle  de  la  droite  avec  le  plan  vertical  ne  change  pas.  La  projection 
verticale  b'  du  point  (b,  b')  se  déplace  sur  la  circonférence  de  centime  a' 
et  de  rayon  a'b'  ;  nous  l'arrêtons  dans  ce  déplacement  en  bj  de 
façon  que  la  nouvelle  projection  verticale  a'bi  soit  parallèle  à  la  ligne 
de  terre  ;  la  projection  horizontale  du  point  est  alors  ù  l'intersection 
bi  de  la  ligne  de  rappel  du  point  b\  et  de  la  parallèle  à  la  ligne  de 
terre  menée  par  le  point  b.  La  nouvelle  position  de  la  droite  est 
{abi,  db'.^  et  l'angle  de  la  droite  avec  le  plan  vertical  est  égal  à  l'angle 


Remarque.  — ■  Les  deux  longueurs  a'b\  et  abi  sont  égales  comme 
toutes  deux  égales  à  la  distance  des  deux  points  {a,  a'}  et  (b,  b')  ciui 
a  été  rendue  successivement  parallèle  à  chacun  des  plans  de  projec- 
tion et  par  suite  se  projette  en  vraie  grandeur  sur  chacun  d'eux. 


18  (*).  Problème  inverse.  -~  Mener  par  un  point  domé  (a,  i 
faisant  avec  tes  plans  de  projedtoa  des  angles  aigus  donaés,  i  amc  H 

»■  «1. 
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Xou!  allons  déterminer  un  second  point  (6,  È)  de  la  droite  en  reprenant 
en  sens  inverse  les  constructions  du  problème  préeédenl.  Pour  eels,  donnons- 
noua  arbitrairement  la  distance  3  du  point  (a,  a')  au  point  cherché  ;  cetl« 
dislsnce  est  tlgurie  sur  chacune  des  projections  soit  en  ad,,  soit  en  a'6,' 
{H-  il)  (77'  Reoi.l- 

Pour  cela,  construisons  d'abord  le  triangle  retlsneie  iiàbi  {fig.  I\\)  qui  est 
défini  en  efandeur  et  en  position,  car  la  longueur  de  son  hypoténuse  est 
égale  à  6  et  l'sngle  aigu  en  a  est  l'angle  donné  ^  ;  on  fait  en  outre  que  la 
direction  du  calé  ad  est  celle  de  la  ligne  de  terre. 

Construisons  ensuite  le  triangle  iiiih\,  dcSni  en  grandeur  par  son  hypoté- 
nuse   a'frj  =  S,    son  angle    c'ci'ftj  =  go'  —  i,    et  en  position  par  la  direc- 


deut  )iei 
delà  Project  10 

parallèle  à 
ligne  de   larre   par   le 

■0    a   et  de 


à  la  ligne  de 
géométriques 


outre  remar- 
iQgle  }.  cons 
truitenij  b  aurait  pu  Être 
porlé  dans  le  sens  ton 
Iraire  à  partir  du  cote  ai. 
ce  <jui  donne  comme  lieu 
du  point  h  la  droite  mn 
sjmetnque  de  la  dro  te 
"x,  y  b  b  par  ran   rt  i  ad 

en  l  e  f  q  quaire  pro 
jeciions  lior  zontales  pour 
cherché  ;  on  trouve  leurs  projections  verticales  en  rappelant  ces 
ir  la  droite  b\c\  Les  quatre  points  [b  h)  {e  e\  If  D  (9  9)  «'ec  le 
□')  définissent  respectivement  les  droites  cherchées  [ab  ib){if  aej 
(ag,  a'g']  ;  leurs  projections  honzonlales  sont  deui  à  deux  con- 
ii  en  est  de  même  de  leurs  projections  verticales. 


le  point 

fondues, 

79.  Discussion.  —  i"  La  construction  précédenle  donne  quatre  solutions  si 
la  parallèle  à  la  ligne  de  terre  menée  par  fr:  coupe  la  circonférence  de  centre  a; 
pour  cela,  il  faut  et  suHit  que  la  distance  du  centrée  cette  droite  soit  plus 
pelite  que  le  rayon  de  la  circonférence,  c'est-à-dire 
dbi  <  c'è;. 
Or  les  triangles  rectangles  ndb.  et  a'c'A,  nous  donnent  les  relations 
rfÈ,  =  abiim'fi  =  fisin  }. 
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i  d'une  droite  et  1 


S  sin  p  <  S  cos  a, 

sin  p  <  cos  a, 

sin  ^  <  ain(90°  —a). 

^  5 

nt  des  angles  aigus  ;  il  en  est  donc  d 

0  même  de    po"  — 

LIS  de  dcui  angles  oigus  sont  dans  le 

ne  me  ordre  de  gi 

gles 

on  obtient             ^  <  90»  —  ï, 

s°  Si  les  droites  lieui  du  point    6    si 
n'obtient  plus  que  deuic  soluliûiis;  dans  ci 


t  tangentes  à  la  circonférence,  on 
cas,  dftj  =  Ce;,  d'où  l'on  déduit 
la  rela.lion    a+  ^  =  90°. 

Les  deui  droites  obtenues  sont 
alors  de  profil  et  on  les  construit 
plus  simploment  'fig.  /ii)  en  ra- 
battant le  plan  de  profil  du  point 
{a,  a')  sur  le  plan  horizontal  de 
projection,  ce  qui  amfene  le  point 
en  a,  (I,  18B,  a").  On  construit 
alors  les  deui  droites  axb  et  Ojg 
qui  font  avec  an'  l'angle  a  qui 
est  rabattu  en  vraie  grandeur. 
On  obtient  ainsi  les  deus  droiles 
(d!).  b'6'1,  (og,  a'g'}- 

3"  Les  droites  lieui  du  point  b 
ne  coupent  plus  la  circonforence 
si  dbi  >  e 


80.  Remirque. —  De  cette  ■ 
d  sttffismte  pour  que  le  pro- 
blème Bit  des  solutions  est 


i.  En  effet,  soient  AB 
une  droite  de  l'espace  et   Ali 

sur    les   deuï   plans   H  et  V 

On  sait  que  l'angle  aigu  5 
formé  par  la  droite  AB  avec 
sa  projection 


petit 


(l'AB 


.n'  du  plan  horiaonlal  (Grcvy,  Géométrie  dans  ['■'.tpace).  Or  l'angle  n'AB 
mplément  de  l'angle    c'BA  =  ^    dans  le  triangle  rectangle  Aa'B. 
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81.  Problème.  —  Mener  dans  an  plan  donré  par  an  point  donné  de 
;e  pian  (es  droites  Jaisant  an  angle  donné  a  avec  le  pian  horizontal. 
Soit  un  plan  déflni  par  deux  droites  concourantes  {oa,  o'a') 
(o6,  o'b')  {fig.  44)  ;  pro- 
posons-nous de  mener 
par  le  point  fo,  o')  les 
droites  du  plan  faisant 
avec  le  plan  horizontal 
un  angle  donné  a. 

Menons  d'abord  par 
le  point  (o,  û')  une 
frontale  {oc,  o'c')  fai- 
sant l'angle  donné  a 
avec  le  plan  horizontal  ; 
sa  projection  horizon- 
tale est  la  parallèle  oc  k 
la  ligne  de  terre  menée 
par  le  point  o  |I,  106,3") 
'''=■  ^'  et    sa    projecfion    ver- 

ticale est  la  droite  o'e'  menée  par  le  point  o'  et  faisant  avec  la  direc- 
tion de  la  ligne  de  terre  l'angle  donné  a  (1,  23a,  Rem.V 

Faisons  maintenant  tourner  la  droite  (oc,  o'c']  autour  de  la  verticale 
du  point  (o,  0']  jusqu'à  ce  qu'un  deuxième  point  (c,  a')  de  (a  droite 
différent  de  (0,  o')  soit  venu  dans  le  plan  donné.  Dans  cette  rotation, 
l'angle  de  la  droite  avec  le  plan  horizontal  ne  change  pas  (38),  par 
suite,  lorsque  la  droite  aura  un  nouveau  point  dans  le  plan,  comme 
elle  y  a  déjà  le  point  (0,  o'),  elle  y  sera  tout  enlière  et  fera  bien  avec 
le  plan  horizontal  l'angle  a. 

Dans  la  rotation  considérée,  le  point  {c,  c')  reste  dans  le  plan  hori- 
zontal ir  où  il  décrit  une  circonférence  projetée  horizontalement 
suivant  la  circonférence  de  centre  o  et  de  rayon  oe  (3i).  Le  plan  H' 
coupe  le  plan  donné  suivant  l'horizontale  (hk,  h'k'),  qui  rencontre  la 
circonférence  précédente  aux  points  (d,  d']  et  (/■,/')  qui  sont  les  points 
du  plan  donné  avec  lesquels  le  point  (c,  C)  vient  coïncider  dans  la 
rotation. 
Les  droites  cherchées  sont  donc  les  droites  (od,  o'd']  et  {0/,  0'/'). 
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82.  Discussion.  —  Le  problème  n'a  de  solutions  que  si  la  droite 
hfc  rencontre  la  circonférence  de  centre  o  et  de  rayon  oc,  ce  qui  exige 
que  le  rayon  oe  soit  plus  grand  que  la  distance  oi  du  centre  o  à  celte 

Or  si  nous  considérons  les  pentes  p  et  p'  du  plan  donné  et  do  la 
droite  clierchée,  relatiies  au  plan  horizor.tal,  on  a  (I,  31) 

P  =^  ^  et    p'  =  ^ 

car  la  droite  (oi,  o'i'}  est  une  ligue  de  plus  grande  pente  du  plan 
relative  au  plan  horizontîi!. 

Ontiredelà  ûi= —  oc=— 7, 

P  P 

et  l'inégalité    oc  >  oi    s'écrit 


7>T- 

d'où  l'on  tire  P>p'-  f') 

Or  (I,  ai)    p  =  tg  p,    p'=  tgï,    en  désignant  par  g  l'angle  aigu 

du  plan  donné  et  du  plan  horizontal. 
Par  suite,  l'inégalité  (i)  donne    tg  p  >  Ig  a,    d'où  l'on  déduit,  en 

tenant  compte  de  ce  que  ^  et  «  sont  aigus,     ^  >  «. 
Le  problème  n'est  donc  possible  que  si  l'angle  que  la  droite  doit 

faire  avec  le  plan  horizontal  est  inférieur  à  l'angle  du  plan   donné 

avec  le  plan  horizontal. 

83.  Remarque.  —  Le  prohième  précédent  est  le  mfimc  que  le  sui- 
vant ;  Mener  dans  an  filan,  par  an  point  de  ce  plan,  une  droite  de  pente 
donnée  par  rapport  au  plan  horizontal.  Ce  dernier  problème  a  déjà  été 
traité  (I,  45) . 

§  ÎIL 

Angle  de  deux  plans. 

84,  Méthode.  —  On  a  vu  (1.  lao,  i')  que  les  angles  dièdres  for- 
més par  deux  plans  verticaux  sont  mesurés  par  les  angles  que  font 
leurs  traces  horizontales. 

Par  suite,  on  délerminera  ces  angles  en  amenant  l'intersection  des 
deux  plans  à  êli-e  verticale  par  des  changements  de  plan  ou  des  rola- 


y  Google 


32 


UETERMIN\1 


lionsauLourd'aïespei'pendicuLaireaauxplansdeprojeclloLi.  Si  les  plans 
donnés  sont  quelconques,  il  faut,  pour  obtenir  ce  résultat,  effectuer 
soit  deux  changements  de  plan  successifs,  soit  deux  rotations  succès- 
«ves,  soit  un  changement  de  plan  et  une  rotation. 

Nous  ne  développerons  pas  entièrement  toutes  les  constructions, 
^qui  résultent  de  cette  méthode,  car  il  est  de  beaucoup  préférahle,  à 
cause  de  la  simplicité  des  constructions,  d'emplojer  la  méthode  des 
rabattements  déjà  indiquée  (1,  319). 

Sous  nous  bornerons  à  appliquer  la  méthode  en  effectuant  un 
■changement  de  plan  vertical,  puis  une  rotation  autour  d'un  axe  de 
bout. 


85.  ri'obléme.  —  Déterminer  les  angles  formés  par  deux  pUuis 
■  définis  par  leurs  Iraces. 

Soient  PaQ,  P,3Qi  les  deux  plans  donnés  IJlg.  ^5).  Leur  intersec- 
tion est  la  droile 
(û6,  a'b'). 

-i"  Changeons  le 
plan  vertical  de 
projeclion  de  ma- 
nière à  rendre  la 
droile  (ah,  a'b']  do 
front  dans  le  nou- 
veau syatèine.  Pour 
cela  (I,  îhi),  pre- 
nons pour  nouvelle 
ligne  de  terre  S'ij', 
la  droite  ab.  La 
nouvelle  projection 
j,i     ,^  verticale  de  la  droite 

(ab.  a'b')  s'obtient 
en  a'ib'i,  en  faisant  le  changement  de  plan  pour  les  deux  points  {a,a') 
et  (b.b'i  a,  i36). 

Dans  le  nouveau  système,  les  deux  plans  sont  déEnîs  par  leurs 
traces  lab',  et  'iab\. 

%.'  Pour  amener  l'intersection  (ab.  a[b\)  des  deus  plans  à  être  ver- 
ticale dans  le  nouveau  sjstèmc  T\y\,  faisons  lui  subir  une  rotation 
autour  de  l'axe  de  bout  [de,  d\e'^  situé  dans  le  plan  horizontal  de 
projection. 
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Dans  cette  rotation,  la  trace  verticale  commune  aux  deus  plans- 
reste  tangente  à  la  circonférence  de  centre  d',  et  tangente  à  la  droite 
a',b\.  Nous  arrêterons  la  rotation  lorsque  cette  trace  est  devenue  per- 
pendiculaire à  la  ligne  de  terre  x,yi  en  aj)^  ;  les  deux  plans  sonl 
alors  rendus  verticaux  |I,  lag,  a»];  leurs  traces  horizontales  sonl  les 
droites  ye  et  fd,  car  les  points  {d,d',)  et  {e,e\i  situés  sur  l'axe  de  la 
rotation  n'ont  pas  bougé  et  les  traces  horizontales  des  plans  rendus 
verticaux  passent  par  les  projections  horizonlales  d  et  e  de  ces  deux 
points. 

Par  suite,  les  angles  des  deus  plans  sont  égaux  aux  angles  que  for- 
ment les  deux  droites  -fe  et  fd. 

Remarque.  —■  Les  constructions  de  l'épure  précédente  ne  difïÈrenl 
pas  de  celles  qui  donnent  l'angle  des  deux  plans  par  le  rahattemenl 
sur  le  plan  horizontal  du  plan  mené  perpendiculairement  à  l'inter- 
section {ab,  a'b't  par  la  droite  de   du  plan  horizontal  (t.  aigl. 

Angles  d'un  plan  avec  les  plans  de  projection, 

86.  MÉTHODE.  —  On  a  déjà  vu  {I,  aaa)  que  les  angles  formés  par  un 
plan  de  bout  avec  le  plan  horizontal  sont  mesurés  par  les  angles 
formés  par  la  trace  verticale  du  plan  de  bout  avec  la  ligne  de  terre  et 
que  les  angles  formés  par  un  plan  vertical  quelconque  avec  le  plaw 
vertical  de  projection  sont  mesurés  par  les  angles  que  fait  la  trace- 
horizontale  du  plan  vertical  donné  avec  la  ligne  de  terre. 

Par  suite,  on  déterminera  les  angles  d'un  plan  avec  les  plans  de 
projection  en  amenant  ce  plan  à  être  perpendiculaire  à  l'un  des 
plans  de  projection  soit  par  un  changement  de  plan  (a/i  ou  1,  aW),  soit 
par  une  rotation  (4i). 

87.  I.  MitTHODE  nu  cba:vgement  de  vlak.  —  Les  épures  relatives  à 
ce  problème  ont  déjà  été  faites  (1,  5^7)  et  (a5).  Nous  n'j  reviendrons 


88.   II,  Méthode  des  hotatioks.  —  Problème Soit  à  déterminer 

les  angles  du  plan  PaQ  avec  les  deux  plans  de  projection  {fig.  46). 

1°  Par  une  rotation  autour  d'un  axe  vertical  (o,  o'z)  choisi  arbitrai^ 
rement,  aoienons  le  plan  donné  à  être  de  bout  (lii).  Dans  cette  rota- 
tion, l'angle  aigu  du  plan  avec  le  plan  horizonlal  ne  change  pas- 
{4a,  s").  Cherchons  le  point  de  rencontre  de  l'axe  et  du  plan  à  l'aide 
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de  rhorizonlale  {oa,  o'a')  et  faisons  tourner  la  trace  horizontale  aP  du 
plan  autour  du  poinl  o  jusqu'à  ce  qu'elle  soit  devenue  en  pPi  per- 
pendiculaire à  la  ligne  de 
terre  a:y  ;  le  plan  est  alors 
rendu  de  bout  et  sa  trace 
verticale  est  po'.  Les  angles 
du  plan  avec  le  plan  hori- 
zontal sont  donc  les  angles 
o>eto'py. 

3"  Par  une  rotation  au- 
tour de  la  droite  de  bout 
du  point  (o,  o'),  amenons 
le  plan  à  Être  vertical(/if)- 
Dans  cette  rotation,  l'angle 
du  plan  avec  l'axe  de 
bout  ne  change  pas  ;  par 
suite,  i!  en  est  de  même  de 
l'angle  aigu  du  plan  avec 
le  plan  vertical,  qui  est  le  complément  du  précédent.  Dans  la  rota- 
tion, le  point  (o,  o')  resie  fixe  ;  la  trace  verticale  îiQ  du  plan  tourne 
autour  du  point  o'  et  nous  arrêtons  son  mouvement  lorsqu'elle 
est  devenue  en  fQ]  perpendiculaire  k  xy.  Le  plan  est  alors  rendu 
vertical  et  sa  trace  horizontale  est  yo.  Les  angles  du  plan  avec  le 
plan  vertical  sont  par  suite  les  angles  o-ia:  et  o-fy. 


89.  Problème.  —  Mener  par  une  droite  donnée  {ab.  a'b')  les  plans 
faisant  avec  le  plan  horizontal  un  angle  donné  a  {fig.  S7), 

Menons  d  abord  par  le  point  [a,  a')  un  plan  de  bout  faisant  l'angle 
a  avec  le  plan  honzonfal  ;  sa  trace  verticale  est  la  droite  Q^  menée 
par  a  et  faisant  1  angle  a  avec  la  ligne  de  terre  (I,  iïï)  et  sa  trace 
horizontde  pp  e  t  pcipendiculaire  à  la  ligne  de  terre. 

Puis  faisons  tournei  le  plan  PpQ  autour  de  la  verticale  du  point 
{a,  a')  jusqu  à  ce  qu  il  contienne  un  deuxième  point  de  la  droite,  sa 
ti'ace  horizontale  [b,  b'),  par  exemple.  Dans  une  telle  rotation,  l'angle 
du  plan  avec  le  plan  horizontal  reste  fixe  ;  par  suite  lorsque  le  plan 
passera  par  le  point  {b,  b'),  comme  il  passe  déjà  par  le  point  {a,  a'), 
il  contiendra  la  droite  {ab,  a'b')  toute  entière  et  fera  bien  l'angle  a 
avec  le  plan  horizontal. 
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Dans  la  rolaLion  considérée,  la  trace  horizontale  du  plan  reste  tan- 
gente à  la  circonfé- 
rence de  centre  a  tan- 
gente à  la  droite  fiP. 
Le  plan  contiendra  le 
point  (b,  b')  lorsque  sa 
trace  horizontale  pas- 
sera par  ii;  on  obtient 
par  suite  cette  trace  en 
menant  par  b  les  tan- 
gentes liPi  et  6P2  à  la 
circonférence  à  laquelle 
la  trace  reste  tangente. 
Les    plans    cherchés 


droite   {ab,  a'b')   et  leur  trace  horizontale  respcctivi 


^,  ^y)   ■ 


90.  Discussion.  ^  Le  problème  a  des  solutions  si  on  peut  mener 
par  il  des  tangentes  à  la  circonférence  de  centre  a  et  de  i-ayon  ac.  ce 
qui  exige 

Or  si  nous  considérons  les  pentes  p  et  p'  du  plan  PjiQ  et  de  la 
droite  [ab,  a'b']  relatives  au  plan  horizontal,  on  a  (I.  ■a.) 


car  la  droite  {ac,  a'c']  est  une  ligne  de  plus  grande  pente  du  plai; 
PjiQ  iwr  rapport  au  plan  horizontal. 
On  tire  de  là 


«'d 


a'd 


et  l'inégalité  (i)  s'écrit 

p'  -^  p' 
d'où  l'on  tire 

P  >p'-  (3) 

Si  l'on  désigne  par  a  et  a'  les  angles  aigus  formés  respectivement 
par  le  plan  et  la  droite  avec  le  plan  horizontal,  on  a  (I,  21) 
p  =  tgK,     p'  =  tga'. 
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Par  suite,  l'inégalité  (ï)  s'écrit 

tg  a  ^  tg  a'. 
d'où  l'on  déduit,  en  tenant  compte  de  ce  que  «  et  a'  sont  des  angles 

1  >  a'. 

9!.  Remarque.  —  Le  problème  précédent  est  le  même  que  le  sui- 
vant :  Mener  par  une  droite  donnée  un  plan  de  pente  donnée  par  rap- 
port au  plan  horizontal.  Ce  dernier  problème  a  déjà  été  traité  [I,  46), 

92.  Problème.  —  Mener  par  un  point  donné  ks  plans  (ai     t  d        gl     d 
nés  aveu  les  plans  de  prejeciion. 

Ce  prublÈme  se  ramène  ï  un  problËine  précédent  (78)  en  tillsant  un 
propriété  déjà  signalée  (1,  72)  :  S!  une  droite  et  un  plan  so  tpe  p  nd  eaia 
les  angles  aifiiis  qu'ils  forment  wec  un  mftR«  plan  sont  compUraenta  Pa  suit 
pour  mener  par  un  point  A  tes  plans  faisant  avec  les  plan  de  p  je  t  n  H 
et  V  des  angles  aigus  donnés  a  et  p,  on  construit  d'abord  (78)  les  droites 
passant  par  A  et  qui  font  respectivement  avec  les  plans  H  et  V  les  angles 
90° — s  et  ^0'  —  ^  (compléments  des  angles  donnés);  puis,  en  menant 
par  A  les  plans  perpendiculaires  9  ces  droites,  on  obtient  les  plans  cîierchéa. 

93.  Discussion,  —  Ou  a  vu  (79)  que  le  problème  auquel  on  est  ramené  n'a 
de  solutions  que  ai  la  somme  des  angles  que  fait  la  droite  avec  les  deuï 
plans  de  projection  est  inférieure  ou  égale  k  90°,  c'est-à-dire  si  i'înégalité 

est  vérifiée:  la  condition  nécessaire  et  sultlsantc  de  pombiiité  du  problëme 


a-H?>    90". 


(0 


Il  y  a  quatre  solutions  dans  le  c 


(  général  où    a  +  p  >  90°    et  deux  dans 
!  cas  limite  où    a -1- p  =  90°     (79). 
Rem  bque   —   Il    est  facile  de  mon 


H 


PAQ 


dre  formé  par    H  et  V 


(^8)  q  e  mn      d 

trois  dièdres  est  supérieure  à  deux  droits 
(Grcyy,  Géométrie  dans  l'espace,  ii8|. 
On  a  donc  l'inégalité 

cL+p-F9o">  180", 
st  droit  ;   d'où   l'on   déduit  la   condition 

?■  >  9"°- 
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Détermination  des  faces  et  des  dièdres 
d'un  angle  trièdre. 


94.  Problème-  —   Soit   f:  déterminer   les   iUmeals  {faces   et   diédreu)  d'UH 


angle  trièdre  dé^  par  son 
chaùttne  de  ses  arêtes  (fig.  J 


ù  points  a{o].  b(o),  c{f,]  situés  s- 


1.  Détermination  des  faces.  —   i°  La  face   0(0)^(0)6(0]   dont  le  plan 
est  horiiontal,  est  projette  en  vraie  grandeur  sur  l'épure. 
i"  Pour  avoir  la  vraie  grandeur  delà  face  n(ol5(o)c((l}.  on  rebat  son  plan  sur 
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le  plan  de  comparaison  autour  de  la  charnière  s(o]a(o|.  Le  point  c{li\  se  rabat 
(I,  177I  en  Cl  sur  la  perpendiculaire  cy\  menée  par  te  point  e  à  la  projection 
sa  de  la  charnière,  et  à  une  distance  yiCi  du  point  f,  égale  à  l'hjpolénuse 
du  triangle  rectangle  jicc'  qui  s  pour  côtés  de  l'angle  droit  la  distance  cyi 
du  point  c  à  la  projection  sa  de  la  charnière  et  la  longueur  et'  égale  à  la 
différence  des  cotes  du  point  c[li)  et  de  la  charnière,  soit  quatre  unités  de 
réchello.  da  vraie  grandeur  de  la  face  est  l'angle  asCi. 

3'  En  rabattant  de  même  le  pian  de  la  face  b[o)s{o]s{l,)  sur  le  plan  de  com- 
paraison autour  de  la  charnière  s[o}6(o),  on  obtient  en  Cî  le  nouveau  rabat- 
tement du  point  c(Sj,  il  l'aide  du  triangle  rectangle  de  rabattement  f^co'.  La 
vraie  grandeur  de  la  face  cherchée  est  l'angle  bsCi. 


flS.  Vérification.—  Les  doui  rabattements  précédents  donnent  en  sCi  et  sG, 
la  iraie  grandeur  de  la  distance  des  points  s{o]  et  c{li).  On  vérifie  l'égalité 
de  cea  deui  longueurs  en  traçant  un  arc  de  cercle  de  centre  (  et  do  rajon  sCt 
et  en  constatant  qu'il  passe  par  le  point  Ci. 

Cette  remarque  sera  utilisée  plus  loin. 

96.  II.  Détermination  des  dièdres.  —  1°  On  sait  (l,  178,  Rem.  Il) 
que  les  triangles  de  rabattement  détorminenl  Incidemment  l'angle  formé  par 
le  pian  rabattu  avec  le  plan  horizontal  sur  lequel  on  rabat.  Cette  remarque 
montre  qu'on  a  déterminé  en  'cyi?  et  cysc"  dans  les  deux  triangles  de 
rabattement  du  point  c(li)  les  vraies  grandeurs  des  angles  rcctilignes  des 
dièdres  d'arêtes  s(o|a(o|  et  slo|i(o]. 

s°  Pour  construire  le  reclillgne  du  dièdre  d'arête  s(o)e(li|,  menons  la  per- 
pendiculaire i  cette  arête,  par  le  point  c(i),  dans  chacune  des  faces  qui  la 
contiennent.  Pour  cela,  utilisons  les  rabaliements  de  ces  faces  ,  la  perpendi- 
culaire située  dans  la  face  a(o)s|o)c(4]  se  rabat  sur  le  plan  horiionlai  suivant 
la  droite  C.d  menée  par  le  point  Ci  perpendiculairement  au  rabatlemont  sCi 
de  l'arête  s{o]c[!i).  De  même,  la  perpendiculaire  contenue  dans  la  face 
?^(o)s(o}c(4)  est  rabattue  suivant  la  droite  df,  menée  par  le  point  G'  per- 
pendiculairement au  rabatlement  sG?  de  l'arête  s(o)c(4|. 

Pour  obtenir  la  vraie  grandeur  du  rectiligne  ainsi  défini  par  ses  eûtes 
c(i|d{o)  et  c(ii)/lo),  on  rabat  son  plan  sur  le  plan  de  comparaison  autour  de 
la  charnière  d{a]f{o).  On  remarque  que  les  longueurs  dCi  et  fd  sont  les 
vraies  grandeurs  desdeui  côtés  d{o)c(/,]  et  f{o\cil,]  du  triangle  ci!,]d{o]f(o),  et 
que  ces  vraies  grandeurs  lont  se  retrouver  dans  la  nouveau  rabattement  ; 
par  suite,  le  nouveau  rabattement  Ca  du  point  c(i)  est  à  l'intersection  des 
circonférences  décrites  des  points  d  et  f  comme  contres  avec  les  rayons  res- 
pectifs dCi  et /'C..  L'angle   dCif   est  la  vraie  grandeur  du  rectiligne  cherche. 


97.  VéHjicatmis .  —  1°  Coi 
plan  d(o)t(il/lo),  sa  projectioi 
laie  df  dece  plan  (I,  169). 

2'  Le  rabattement  Cs  du  point  c(i)  ai 
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trouver  sur  la  perpendiculaire  absissce  du  point  c  sur  la  droite  df, 
diculaire  qui  n'est  autre  que  la  droite  se. 

3-  D'après  la  règle  du  rabattement  |1,  176),  la  longueur  ysCj  doit  et 
à  l'hïpolénrjBe  d'un  triangle  rectangle  qui  a  pour  cûuis  de  l'angle 
longueur  q-,  el  la  cote  du  point  r(4).  Cette  vérification  n'a  pas  ét^  ii 
sur  l'épure,  pour  Éviter  de  la  surcharger. 


.  Problème  Inverse,  —  Conmissaitt  les  ti 


struire  la  projection  cotée  1 

Nous  nous  LorneronsBi 

Cette  face  se  projette  en 

■ÏUi  esl  6gal  il  l'un  de?   ti 


où  l'une  des  faces  est  dans  un  plan  horiîontal. 
grandeur  suivant  l'angle  fl(o)sio)t(o)  (flj,  5o), 
ngic^  donnés  et  dont  la  position  sur  l'épure 

a    été     choisie     arbitrairenient. 

Mettons  en  évidence  sur  l'épure 


IrîÈdre 


»nt    leur 


rabattctnonts 
sur  le  plan  de  comparaison  au- 
tour des  ctiarnières  s(o)<i|o)  et 
s(o)6|o)  ;  pour  cela,  figurons  les 
angles  a(o]i(o)s  et  b{o]s[o]y  égaux 
respectivement  auï  deui  autres 
faces  du  trièdre.  Les  deux  droi- 
tes SX  et  sy  sont  les  rai>attc- 
ments  de  la  troisifeme  arête  SC  du 
trièdre  autour  dos  deuï  cliar- 
niferes  considérées  ;  pour  oblenir 
les  deux  raLatEements  Ci  et  C; 
d'un  point  C  de  cette  droite,  on 


1 


J    d 


1,  projection  du  poii 
se  délermine  on   ( 
tangle  cy,c'  du  rabattement  du  poii 


d      1 
1 


h  U 


l'angle  droit  (7,  et  l'hypoténuse  y.G,  (1,  176). 

La  troisième  arête  du  trièdre  est  alors  définie 
projeté  en  c  et  qui  a  pour  eoie  la  longueur  ce'. 


Cl  et  C?  sur  les  charnières  si 
1  C  rabattu  on  G,  et  C,. 
'  en  construisant  le  triangle  rec- 
lans lequel  on  connaît  un  côté  de 
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prise  indiffiS  rem  ment  positive  ou  négalive,  on  obtieot  en  gônoral  deus  trièdres 
symétriques  par  rapport  bu  plan  de  comparaiEon , 

99.  Discussion.—  On  a  vu  en  Géométrie  que  les  faces  d'un  trifcdre  remplis- 
sent mcessairemeat  les  deuï  conditions  suivantes: 

i'  la  plus  grande  face  eal  plus  petite  que  la  somme  des  dcui  autres; 

j°  la  somme  des  trois  faces  est  plus  petite  que  quatre  angles  droits. 

Nous  allons  montrer,  à  l'aide  de  la  construction  précédente,  que  ces  con- 
ditions sont  sugisaïUs  pour  qu'avec  trois  faces  données  on  puisse  construire 
un  triÈdre. 

En  effet,  cette  construction  détermine,  sans  aucune  condition,  la  projec- 
lion  c  par  rintersection  des  deui  perpendiculaires  Ciy,  et  Ciys  aui  droites 
concourantes  sa  et  si.  Mais  la  construction  du  triangle  rectangle  cy,t',  qui 
sert  à  trouver  la  cote  du  point  projeté  en  c  n'est  possible  que  si  la  longueur 
cy,  du  côlé  de  l'angle  droit  est  plus  petite  que  celle  de  l'hypoténuse  Ciy,.  Or 
dans  la  circonférence  de  centre  s  et  de  rayon  sCi,  la  corde  Gi^iDi  perpendi- 
culaire au  rayon  sa,  a  son  milieu  au  poini  •;,,  le  problème  n'est  donc  possible 
que  dans  !e  cas  où  le  point  c  est  à  l'intérieur  de  cette  circonférence, 
puisqu'on  doit  avoir    y^e  <;  ïiDi. 

Supposons  que  la  face  projetée  en  asb  aoit  la  plus  grande  des  trois  faces 
données  ;  l'arc  EF,  qui  a  même  mesure  que  cette  face,  est  plus  grand  que 
les  arcs  EG,  :=  ED,  et  FCs  ~  FD,  qui  ont  même  mesure  que  les  deui 
autres  faces  ;  par  suite  les  deux  points   Di  et  D»   se  trouvent  sur  l'arc  EF. 

En  outrej  comme  la  face  asb  est  supposée  plus  petite  que  la  son  me  des 
deuï  autres,  les  deuï  arcs  ED]  et  FDj  doivent  empiéter  l'un  sur  la  tre 
Par  suite,  si  un  mobile  décrit  la  circonférence  ^  partir  du  point  G  dans  le 
sens  CE,  il  rencontre  les  points  dans  l'ordre  C,EDjDiFGs  et  atlemt  C 
avant  d'être  revenu  au  point  C|.  car  la  somme  des  trois  faces  étant  supposée 
inférieure  à  quatre  droits,  la  somme  des  arcs  CiE,  EF,  FCî  est  plus  petite 
qu'une  circonférence.  Par  suite  de  cette  disposition,  les  cordM  CD  C  D  se 
coupent  bien  en  un  point  c  intérieur  à  la  circonférence  et  ie  problème  est 
possible, 

100,  Application  :  lîcduciion  d'un  angle  à  Vhonzon.  —  On  désigne  sous  ce 
titre  un  problème  qui  se  présente  à  cbaque  instant  lorsqu'on  fait  la  carte 
d'un  pays.  U  est  signaio  dans  le  Traité  de  Géométrie  descriptive  composé 
par  Monge,  pour  l'usage  des  élèves  de  l'École  Normale  supérieure  (édition 
de  1811).  11  y  est  présenté  en  ces  ternies: 

»  Lorsqu'on  se  propose  de  lever  la  carie  d'un  pays,  on  conçoit  ordinaire- 
ment que  les  points  remarquables  soient  liés  entre  eux  par  des  lignes  droites 
qui  forment  des  triangles,  et  il  s'agit  ensuite  de  rapporter  ces  triangles  sur 
la  carie,  au  moyen  d'une  échelle  plue  petite,  el  de  les  placer  entre  eux  dans 
le  même  ordre  que  ceuï  qu'ils  représentent.  Les  opérations  qu'il  faut  faire 
sur  le  lorrain,  consistent  principalement  dans  la  mesure  des  angles  de  ces 
triangles;  et  pour  que  ces  angles  puissent  être  rapportés  directement  sur  la 
carte,  ils  doivent  être  chacun  dans  un  plan  horizontal,  parallèle  II  celui  de  la 
carie.  Si  le  plan  de  l'angle  est  oblique  sur  l'horizon,  ce  n'est  plus  l'angle  lui- 
même  qu'il  tïut  rapporter,  c'est  sa  proiection  horizontale  ;  et  il  est  toujours 
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possible  de  trouvn 
même,  on  a  de  plit 
ce  qui  donne  iicu  i 
d'un  angle  à  l'harizi 


cette  projec 
l'opération 


iveo  l'iioriion, 
de  réduction 


!.  —  Élant  donne  l'angle   a   formé  par  deux    iroitet 
I   et   les   angles 


qu'elles  forment  a 
homontal,  construire  la  pro- 
jection horizontale  du  premier 
de  ces  angles. 

Soie  ni  dans  l'espace  l'angle 
CAB  et  sa  projection  horizon- 
[ole  CaB  |^j.  5i)  ;  on  remar- 
quera que  dans  le  trièdre 
d'arêtes  Aa,  AB,  AG,  on  con- 
naît les  trcis  faces 


CAB  = 


CAa  = 


On  est  ramené  aus  problèmes  traités  auï  num 

rosgB  et  98;  nous  allons  en 

reprendre  la   solution 

f^a 

en  plaçant  les  données 

.'"P- 

dans      les      positions 

,'"''  •'''    \ 

qu'impose     l'énonce. 

-''''         '''        \ 

flacons  la  face 

ffir  =  ,.--p 

dans  le   plan    ïerlical 

do  projection, de  façon 

i      \     /'      ''^--.,  /     , 

quel'arèleAdsoitver- 

c.,.-'            ;    \/         >^y 

_       ticale.    La  face  consi- 

X     \,                 a\      \c'        /      h 

V       déréc    se    projette  en 

\  ''"--.   ■            \     1 

vraie  grandeur  suivant 

\^    "■"'--, -\-4''''' 

l'angle    aa'b'    dont  le 

\^              \  1 

coté  aa'   est  perpendi- 

culaire h   la  ligne  de 

'■■---. je 

terre  l^g,  5î).    On  ra- 

bat  ensuite  en    b'a'Ci 

Fig.  M 

et  na'C,    sur   le  plan 

vertical  les  deuï  autres  faces   a   et    go°  —  y    h 

itour  des  charniÈres  a'b'   et 

n'a.  Puis,  par   la  construction   indiquée  au   n 

gN,    on  prend  sur  les  deui 

rabattements  de  la  troisième  arête  deui  longue 

rs  égales    n'Gi  =  h'C,  ;     les 

perpendiculaires  abaissées  des  points    C,  et  C. 

ur  les  charniÈres  correspond 
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Pour  trouver  Ie  projeotion  horizontale  c  de  ce  point,  on  remarque  que  la 
charnière  aa'  du  rabatlcman  t  de  la  face  po°  —  y  est  verticale,  le  déplace- 
ment qui  amène  lo  point  Ci   en  [c,  c')  est  donc  une  rolsHon  autour  de  l'aie 

Un  lieu  géométrique  de  la  projection  horizontale  c  du  point  C  est  donc  la 
circonférence  qui  a  pour  centre  la  trace  horizontale  a  de  l'axe  de  rotation  et 
pour  rayon  ad  (3i).  Ce  lieu  coupe  la  ligne  de  rappel  du  point  c"  au  point 
cherché  c.  L'angle  réduit  à  l'horizon  est  ainsi  obtenu  en    cab. 


1.  Déterminer  par  un  changement  de  pian  horizontal  l'angle  de 
deux  plans  dont  les  traces  verticales  sont  parallèles.  (On  rend  les  deux 
plans  verticaux.) 

2.  Un  plan  est  défini  par  ses  traces  et  une  droite  par  ses  deux  pro- 
jections, la  projection  horizontale  de  la  droite  est  perpendiculaive  à  la 
trace  de  même  nom  du  plan.  Trouver  l'angle  de  la  droite  et  du  plan 
par  un  changement  de  plan  vertical. 

3.  Construire  les  droites  passant  par  un  point  donné  et  faisant  avec 
la  ligne  de  terre  et  une  horizontale  donnée  des  angles  donnés.  (La 
construction  revient  à  celle  d'un  trièdre  dont  on  connaît  les  trois 
faces.) 

4.  Construire  les  projections  d'un  trièdre  dont  on  se  donne  une 
face  située  dans  un  plan  horizontal  et  en  outre  : 

1°  soit  les  deux  dièdres  adjacents  à  cette  face; 
a"  soit  les  pentes  des  deux  autres  faces  ; 

3°  soit  une  deusième  face  et  le  dièdre  qu'elle  forme  avec  la  face 
horizontale  ; 

S°  soit  une  deuxième  face  et  le  dièdre  qui  lui  est  opposé. 

8.  Trouver  la  projection  verticale  (ou  la  graduation)  d'une  droite 
dont  on  donne  la  projection  horizonlale  sachant  qu'elle  fait  des'angles 
égaux  avec  deux  droites  données. 

6.  Construire  les  droites  parallèles  à  un  plan  donné,  rencontrant  en 
outre  deux  droites  données  et  faisant  avec  elles  des  angles  égaux. 

(Boecafaiîrmi.) 

7.  Mener  par  un  point  donné  les  droites  faisant  avec  deux  droites 
données  des  angles  égaux  et  orthogonales  à  une  troisième  droite. 
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9.  Mener  par  un  point  donné  les  droites  parallèles  à  un  plan  donné 
et  faisant  des  angles  égaux  avec  deux  plans  donnés 

10.  Mener  par  une  droite  donnée  les  pians  faisant  des  angles  égaux 
avec  deux  plans  donnés.  [On  démontre  d'abord  que  les  plans  cher- 
chés sont  perpendiculaires  à  l'un  des  plans  bissecteurs  du  dièdre 
formé  par  les  deux  plans  donnés.) 

H.  Mener  par  un  point  donné  les  plans  faisant  des  angles  égaux 
a\ec  trois  plans  donnés. 
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CHAPITRE  VI 
PROJECTION  DO  CERCLE 


102.  i"  On  démontre  en  Géométrie  que  la  projection  orthogonale 
d'un  cercle  sur  un  plan  P  qui  n'est  ni  parallèle  ni  perpendiculaire 
au  plan  du  cercle  est  une  ellipse  ayant  pour  centre  la  projection  du 
centre  du  cercle;  le  grand  axe  et  le  petit  axe  de  cette  ellipse  sont  res- 
pectivement les  projections  du  diamètre  du  cercle  paraUèle  au  plan 
de  projection  et  du  diamètre  perpendiculaire  au  précédent.  Il  en 
résulte  que  la  longueur  du  grand  axe  de  l'ellipse  est  celle  du  dia- 
mètre de  la  circonférence  projetée. 

a»  Si  le  plan  du  cercle  est  parallèle  au  plan  de  projection,  la  pro- 
jection se  fait  alors  en  vraie  grandeur  suivant  un  cercle  égal  au  cercle 
'donné  et  qui  a  pour  centre  la  projection  du  centre. 

3»  Si  le  plan  du  cercle  est  perpendiculaire  au  plan  de  projection,  la 
projection  se  réduit  à  un  segment  de  droite  égal  au  diamètre  (1,  g). 


103.  Problème.  - 


L L J, 


SoU  à  construire  les  projections  du  cercle  siluè 
dans  le  plan  horizontal  H  (flg.  53)  el 
dont  le  centre  est  le  point  (o,  o'). 

ha  projection  horizontale  est  le 
cercle  de  centre  o  et  de  même  rayon 
que  le  cercle  donné  La  projection 
verticale  est  le  segment  a'b',  projec- 
tion verticale  du  diamètre  (ab,  a'b') 
parallèle  au  plan  vertical. 

104,  Tangente  à  la  projection 
d'une  courbe,  —  Théorème.  —  La 

e  courbe  1'  a  pour  projection  sur  un  plan 
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P  la  tangente  à  la  courbe  y-  projection  de 


CLE  65 

sur  le  même  plan,  au  point 
m.  projection  de  M  {fig.  54). 
Soient  M  et  N  deux  pointa 
de  la  courbe  l",  m  et  n  leurs 
projections  sur  le  plan  P  ;  la 
droite  mn  est  la  projection,  de 
MN.  Si  le  point  N  se  rappro- 
clie  indéfiniment  de  M,  le 
point  n  se  rapproche  égale- 
ment du  point  m  ;  les  droites 
MN  et  mn  ont  pour  posi- 
tions limites  les  tangentes  MT  et  ml  aux  courbes  r  et  v  ;  mn  ne 
cessant  pas  d'être  la  projection  de  MN,  mt  est  par  suite  la  projection 
de  Mï. 

Remarque.  —  Le  théorème  est  en  défaal  si  la  droite  MT  est  per- 
pendiculaire au  plan  P,  car  sa  projection  se  réduit  alors  à  un  point. 

105,  Proi)lème.  —  Déterminer  les  projections  horizontale  et  verti- 
cale d'an  cercle  dont  on  connaît  le  plan,  le  centre  et  le  rayon. 

Soit  par  exemple  à  trouver  les  projections  d'un  cercle  de  rayon 
donné  R  aitué  dans  le  plan  PaQ  déani  par  ses  traces  {fig.  55)  et  dont 
le  centre  se  projette  horizontalement  en  o. 

Méthode.  —  Pour  obtenir  des  points  et  des  tangentes  sur  chaque 
projection,  on  constrait  te  rabattement  du  cercle  sur  un  plan  horizontal 
ou  de  front,  on  définit  sar  ce  rabattement  les  points  et  les  tangentes  qu'on 
veut  obtenir  eton  détermine  ensuite  leur  relèvement. 

106.  1°  Construction  d'un  rabattement  du  cercle.  —  Dans 
J'épure  de  la  figure  55,  nous  avons  d'abovd  déterminé  la  projection 
verticale  o'  du  centre  à  l'aide  de  l'horizontale  {ra,  r'a').  Puis  nous 
avons  rabattu  le  plan  du  cercle  sur  le  plan  horizontal  de  projection  ; 
le  point  (a,  a')  se  rabat  en  A|  à  l'intersection  de  la  perpendiculaire  à 
la  charnière  aP  menée  par  le  point  a  et  du  cercle  de  centre  a  et  de 
rayon  au'  (I.  i83}.  L'horizontale  du  centre  (o,  o')  a  pour  rabattement 
la  parallèle  AiRi  menée  à  la  charnière  aP  par  le  point  Ai  ;  le  rabat- 
tement du  centre  est  au  point  d'intersection  0|  de  cette  droite  et  de 
la  perpendiculaire  menée  de  o  à  la  charnière  aP. 
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e  circonférence  de  centre  0|  avec  le  rayon  donné,  o 


obtient  le  rabattement  du  cercle  donné  sur  le  plan  horizontal  de  pro- 
jection. 

107 .  2"  Détermination  dea  axes  de  la  projection  horizontale. 
—  Des  propriétés  rappelées  (loa,  i»)  il  résulte  que  la  projection  hori- 
zontale de  la  circonférence  donnée  est  une  ellipse  ayant  pour  centre 
le  point  o,  pour  axes  les  projections  horizontales  du  diamètre  hori- 
zontal de    cette    circonférence   et  du    diamètre  perpendiculaire   à 

Or,  le  diamètre  horizontal  (rabattu  suivant  le  diamètre  B|Ci  de  la 
circonférence  Oj  parallèle  à  aP)  se  projette  horizontalement  en  vraie 
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grandeur  sur  la  projection  horizontale  or  de  l'iioiizontale  du  point 
(o,  o'].  On  obtient  ses  extrémités  b  et  c  en  portant  de  part  et  d'autre 
du  point  0  des  longueurs  égales  au  rayon  R  de  la  circonférence. 

Quant  au  diamètre  perpendiculaire  au  diamètre  horizontal,  il  est 
rabattu  suivant  le  diamètre  DiOiEj  de  la  circonférence  Oi,  porté  par 
la  droite  oO].  Ses  extrémités  s'obtiennent  donc  en  relevant  les  points 
Di  et  E|.  Nous  avons  relevé  le  point  Di  en  utilisant  la  droite  DiC, 
qui  rencontre  la  charnière  en  y  el  se  relève  horizontalement  suivant 
yc  ;  le  point  d  où  yc  rencontre  oOi  est  l'un  des  sommets  du  petit 
axe  de  la  projection  horizontale  ;  l'autre  sommet  de  ce  petit  axe  est 
le  point  e,  symétrique  de  d  par  rapport  au  point  o 

108.  3»  Déterminatioii  des  axes  de  la  projection  verticale.  — - 
Le  diamètre  de  front  du  cercle,  dont  ta  projection  verticale  donne  le 
grand  axe  de  l'ellipse  projection  verticale  du  cercle  (loa.  i°)  est 
rabattu  en  FiGi  sur  la  parallèle  Gitp  menée  par  Oi  au  rabatte- 
ment aQi  de  la  trace  verticale  du  plan  ;  le  rabaflement  du  diamètre 
perpendiculaire  à  FiGi,  dont  la  projection  verticale  donne  le  petit 
aïe  de  l'ellipse,  a  été  Iracé  en  ll|Ki. 

Les  projections  verticales  des  points  rabattus  en  Fi  et  Gi  s'obtien- 
nent en  portant  sur  la  projection  verticale  o't'  de  la  fronlale  du 
point  (o,  o'J  des  longueurs  o'f  et  o'g'  égales  au  rayon  du  cercle, 
car  le  diamètre  {fy,  fg')  est  de  front  et  se  projette  par  suite  en  vraie 
grandeur  sur  le  plan  vertical. 

Pour  relever  les  points  rabattus  en  H,  et  Ki,  on  remarque  que  la 
droite  Oii  qui  contient  ces  points  se  projette  horizontalement  sui- 
vant oi;  on  obtient  facilement  sa  projection  verticale  en  o'i'.  Les 
perpendicTilaires  à  la  charnière  menées  par  Hi  et  K|  renconlient  oi 
aux  points  h  et  k  projections  horizontales  des  points  cherchés,  qui  se 
rappellent  en  h'  et  k'  sur  o'i'.  Les  points  h'  et  k'  sont  les  sommets  du 
petit  ase  de  la  projection  verticale. 

109.  Kemarques.  I.  —  Les  pointa  b  et  c.  se  rappellent  en  b'  et  c 
sur  la  projection  verticale  a'r' de  t'horizontaleducentre;demèmc, les 
points  d  et  e  se  rappellent  en  d'  et  e'  sur  la  projection  verticale  s'o'  de 
la  droite  du  plan  projetée  horizon  talemeni  en  so.  On  obtient  ainsi 
quatre  points  de  l'ellipse  projection  verticale.  On  construit  les  tan- 
gentes à  cette  projection  aux  points  considérés  en  cherchant  la  pro- 
jection verticale  des  droites  du  plan  PaQ  projetées  horizontalement 
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suivant  les  tangentes  aux  sommets  b,  c,  d,  e,  de  l'ellipse.  Les  tan- 
gentes au  cercle  en  (e,  e'),  (d,  d'i  sont  horizontales,  donc  les  tangentes 
îi  la  projection  verticale  auï  points  e'  et  d'  sont  parallèles  à  la  ligne 
■de  terre:  (e,  e'i  est  le  point  le  plus  bas  du  cercle,  (d.  d')  en  est  le  point 
Je  plus  haut. 

De  même,  les  tangentes  en  (c,e'}  et  ((>,()')  sont  parallèles  à  la  droite 
[d'.,  d'e'f,  car  les  pi-ojecfions  horizontales  de  ces  trois  droites  sont 
parallèles,  donc  les  tangentes  à  la  projection  verticale  aux  points 
à'  et  c'  sont  parallèlesd  la  droite  cfe'. 

Uû,  11.  —  Les  sommets  f  el  g'  de  la  projection  verticale  se  rap- 
pellent horizon talement  en/et  gsav  la  projection  horizontale  ocp  de 
la  frontale  ducenlre.  Leslangentes  au  cercle  aux  points  (f.f)  el  (y,  g'} 
sont  parallèles  à  la  droite  (Afc,  h'k'),  car  ces  droites  appartiennent 
toutes  trois  au  plan  PaQ  et  leurs  projections  verticales  sont  paral- 
lèles; par  suite,  les  tangentes  à  la  projection  horizontale  aux  points 
/  et  if  sont  parallèles  à  la  droite  kk , 

111.  —  On  a  ainsi  déterminé  sur  chaque  ellipse  huit  points  et  les 
tangentes  en  ces  points,  cequiest  sul'Hsant,  aapoinl  de  vue  graphique, 
pour  tracer  chacune  de  ces  courbes  avec  exactitude . 

m.  4°  Construction  d'un  point  quelconque  et  de  la  tangents 
en  ce  point.  —On  prend  sur  te  rabattement  du  cercle  un  point  quel- 
conque Ml,  et  on  construit  la  tangente  M]i  en  ce  point.  Il  reste  à 
trouver  les  relèvements  du  point  et  de  la  tangente. 

Pour  cela,  on  utilise  le  relèvement  du  certtre  ;  on  détermine  d'abord 
le  point  |J.  où  la  droite  OiMi  rencontre  la  charnière  et  on  mène  ensuite 
la  droite  0]i.  qui  rencontre  la  perpendiculaire  abaissée  de  Mi  sur  la 
■charnière  au  point  m,  projection  horizontale  dn  point  cbcrché.  En 
projection  verticale,  le  point  ja  se  rappelle  en  j*'  sur  la  ligne  de  terre 
■et  le  point  m  en  m!  sur  la  droite  m'o'. 

Le  relèvement  de  la  tangente  s'obtientde  même  en  (m(,  m't'),  car 
le  point  (i,  l')  situé  sur  la  charnière  reste  fixe  dans  le  relèvement. 

112.  Remarque.  —  La  méthode  précédente  (loS) s'applique  égale- 
ment aux  problèmes  suivants  : 

\°  Trouver  les  poinls  d'intersection  d'une  circonférence  et  d'une  droite 
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i''Mener  à  une  circonjérence  les  tangentes  par  un  poini  de  sort  plan 
ou  parallèlement  à  une  direction  de  son  pion. 

On  effectue  d'abord  un  rabattement  du  plan  de  la  circonférence 
sur  un  planJiorizonlal  ou  de  front;  il  est  alors  facile  de i-éaliser  dans 
le  rabattement  les  constructions  pioposées,  puisque  le  cercle  se 
rabat  en  vraie  grandeur  ;  il  reste  à  consiruirc  les  relèvernents  des 
points  et  des  droites  qu'on  a  obtenus. 

On  trouvera  dans  le  problème  suivant  (4°  et  5°]  des  applications 
de  cette  remarque, 

113.  Problème.  —  Conulraire  la  projection  horizontale  d'un 
cercle  défmi  /.ar  son  plan,  son  centre  et  son  rayon.  {Géométrie  cotée). 

Soient  P  le  plan  du  cercle  défini  par  une  échelle  de  penle,  o(a)  son 
centre  et  E  son  rayon  (^g,   56). 

1°  Dé  terni  Jcation  d'un  rabatteir  eut  du  cercle.  —  Rabattons  le 
plan  P  sur  le  plan  horizontal  de  cote  3  ;  la  charnière  est  l'horizon- 
tale rf(ï)o[ï)  passant  par  le  centre  du  cercle.  Dans  le  rabatiement  le 
centre  est  un  point  qui  reste  fixe  ;  il  en  résulte  qu'après  le  rabatte- 
ment le  cercle  donné  se  projette  en  vraie  grandeur  suivant  le  cercle 
de  centre  o  et  de  rayon  R. 

a»  DéteiminatioM  des  axes  de  l'ellipse  projection.  —  Le  dia- 
mètre horizontal  du  cercle  dirigé  suivant  la  charnière  reste  inva- 
riable pendant  le  rabattement;  sa  projection  ati'  est  donc  la  pro- 
jeclion  du  diamètre  du  cercle  rabattu  qui  est  dirigé  suivant  la  pro- 
jection do  de  la  charnière  et,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  plus 
haut  (io2.  i"),  aa'  eft  aussi,  en  grandeur  et  posilion,  le  grand  axe 
de  l'ellipse  projection. 

Quant  aux  sommets  du  petit  axe,  on  les  obtient  en  relevant  les 
extrémités  du  diamètre  bib\  perpendiculaire  à  aa'  dans  le  cercle 
rabattu.  Pour  relever  le  point  bi,  nous  avons  d'abord  construit  le 
triangle  de  rabattement  def  du  point  (■(31  de  l'échelle  de  pente  P  du 
plan  et  nous  en  avons  déduit  le  relèvement  b  du  point  bi,  en  cons- 
truisant le  Iriangle  de  rabattement  bobi  de  ce  point.  Pour  relever 
ensuite  le  point  b',.  il  suffit  de  prendre  le  symétrique  b'  de  b  par 
rapport  au  centre  o  ;  les  sommets  du  petit  axe  de  l'ellipse  sont  alors 
b  et  b'  et  les  cotes  des  points  du  cercle  donne  projetés  en  ces  points 
sont  respectivement  a  -4-  bb^  et  a  —  bb^. 
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3"  Détermination  d'ua  point  quelconque  et  de  la  tangente  en 
ce  point,  —  Soit,  par  exemple,  à  déterminer  la  projection  du  point 
M  du  cercle,  qui  après  le  rabattement  du  plan.  P  se  trouve  projeté 


en  nii.  Pour  relever  ce  point,  on  peut  utiliser  le  relèvement  du  point 
61  ;  on  détermine  d'abord  le  point  i)  où  U  droite  binii  rencontre  la 
projection  do  de  la  charnière  et  on  mèni*  ensuite  la  droite  bu)  qui  ren- 
contre la  perpendiculaire  niin  à  la  chirnière  do  au  point  ciierché  m. 
La  tangente  au  cercle  au  point  M  se  piojette  aprèsle  rabattement 
du  plan  P,  suivant  la  tangente  mii  au  ceicle  rabattu  ;  eUe  rencontre 
la  charnière  au  point  I,  projeté  en  i  d  ou  il  suit  que  sa  projection 
est  mi  ;  ta  droite  mi  est  donc  la  tangente  à  l'ellipse  au  point  m. 

4"  Mener  à  la  circonférence  les  tangentes  issues  d'un  point 
donné  dajis  son  plan.  —  Soit  à  mener  au  cercle  les  tangentes  issues 
du  point  de  son  pian  projeté  en  p.  Nous  avons  d'abord  déterminé  le 
rabattement  pi  de  ce  point  en    utilisant  encore  le  rabattement  du 
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point  b.  Les  deux  tangentes  cherchées  sont  alora  rabattues  suivant 
les  tangentes  pij  et  pik  menées  par  lo  point  p.  au  cercle  rabattu  et 
leurs  projections  horizontales  sont  pj  et  p/f.  Les  points  de  contact, 
rabattus  en  ni  et  qs,  se  relèvent  aux  points  n  et  q  qui  sont  les  points 
de  contact  avec  l'ellipse  des  tangentes  pj  cl  pk. 

b"  Maner  à  la  circonférence  les  tangrentes  parallèles  à  une 
direction  donnée  dans  son  plan,  —  Soit  à  mener  au  cercle  les  tan- 
gentes parallèles  a  la  droite  du  pian  P  dont  la  projection  est  b'c  ;  on 
voit  de  suite  que  le  rabattement  de  cette  droite  est  b\c.,  de  sorte  que 
les  tangentes  cherchées  sont  rahattues  suivant  les  tangentes  uri  et  vsi. 
menées  au  cercle  rabattu  parallèlement  à  b[c  :  leurs  projections  sont 
donc  les  droites  ur  et  vs  menées  par  les  [joints  a  et  a  parallèlement 
à  b'c  ;  leurs  points  de  contact,  rabattus  en  r,  et  Si,  se  relèvent  aus 
points  r  et  s  communs  aux  perpendiculaires  rip  et  Sid  à  la  char- 
nière et  aux  tangentes  qu'on  vient  de  déterminer. 

]'LÏ.  Procédés  graphiques  permettant  d'obtenir  rapidement 
un  grand  nombre  de  points  d'une  ellipse  dëlinie  par  ses  axes. 

—  Ayant  déterminé,  comme  nous  l'avons  expliqué  plus  haut,  les  axes 
de  la  projection  (horizontale  ou  verticale)  d'une  circonférence  don- 
née, on  peut  utiliser  telle  construction  géométrique  que  l'on  voudra 


pour  déterminer  de 


points  de  la  courbe. 

1°  Par  exemple,  la  < 
des  axes  permet  de  déterminer  aisé- 
ment les  foyers.  En  considérant  en- 
suite l'ellipse  comme  le  lieu  des 
points  dont  la  somme  des  distances 
aux  foyers  est  constante,  on  peut, 
avec  le  compas  seulement,  détermi- 
ner autant  de  points  de  la  courbe 
que  Ton  voudra  (Voir  Grévï,  Com- 
plémenls  de  géométrie,  6ai). 

3"  On  peut  aussi  considérer  l'el- 
lipse comme  le  lieu  d'un  point  situé 
sur  un  segment  de  longueur  inva- 
riable dont  les  extrémités  se  déplacent  sur  deux  droites  fixes  rectan- 
gidaires. 

Pour  faire  servir  cette  propriété  à  la  détermination  des  points  d'une 
ellipse  dont  les  axes  sont,   en  grandeur  et   position,    AA'   et   BB' 


y  Google 


72  PBOJECTION    DU    CERCLE 

ifiu-  5?).  on  porte  bout  à  hout  sur  le  bord  d'une  bande  de  papier  des 
longueurs  CM  et  MD  respectivement  égales  au  demi-grand  axe  et  au 
demi-pcLit  axe  de  l'ellipse.  On  promène  ensuite  cette  bande  de  papier 
sur  l'épure  en  ayant  soin  que  le  point  D  reste  sur  la  droite  AA',  le 
point  C  sur  la  droite  BB'  ;  on  marque  alors  au  crayon  la  position 
occupée  par  le  point  M  et  l'on  a  ainsi  autant  de  points  de  l'ellipse 
qu'on  le  désire. 


1.  On  donne  dans  un  plan  P  deux  points  0  et  A;  construire  les 
projections  de  l'iiesagone  régulier  du  plan  P  qui  a  pour  centre  le 
point  0,  et  dont  l'un  des  sommets  est  le  point  A. 

2.  On  donne  un  cercle  défini  par  son  plan,  son  centre  et  son  rayon  ; 
mener  dans  ce  cercle  une  corde  de  longueur  donnée  passant  par  un 
point  donné  dans  son  pian. 

3.  Déterminer  la  projection  d'une  droite  située  dans  un  plan  P  et 
sur  laquelle  deux  cercles  de  ce  plan,  définis  par  leurs  centres  et  leurs 
rayons,  interceptent  des  cordes  de  longueurs  données. 

4.  Construire  les  projections  des  centres  d'homothétic  et  de  l'axe 
radical  de  deux  cercles  situés  dans  un  plan  donné  P,  chacun  d'eux 
étant  défini  par  son  centre  et  son  rayon. 

5.  Mener  à  la  circonférence  circonscrite  à  un  triangle  défini  par  les 
projections  cotées  de  ses  sommets  des  tangentes  de  pente  donnée. 


{Baccalaarêal). 

7.  On  donne  sur  une  épure  un  point  (a,  n'),  une  droite  {bc,  dV) 
et  une  circonférence  définie  par  son  plan,  son  centre  et  son  rayon. 
Construire  les  droites  passant  par  le  point  [à,  a')  et  rencontrant  la 
droite  et  la  circonférence  données  qui  ne  sont  pas  dans  un  même 
plan.  {Saint-Cyr). 

8.  Construire  les  droites  parallèles  à  une  direction  donnée  rencon- 
trant une  droite  et  une  circonférence  données  non  situées  dans  un 
même  plan.  (SainlrCyr) . 
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3°  la  direction  du  grand  axe  de  la  projection  horizontale  ; 
31  les  projections  horizontales  d'un  de  ses  pointa  et  de  la  tangente 
en  cepoint.  {Navale.) 

10.  Construire  les  projections  d'un  cercle  connaissant  : 
■  i"  son  centre  (o,  o']  ; 

2°  la  direction  du  petit  axe  de  chaque  projection  ; 
3"  une  tangente  à  la  projection  verticale. 

(Na-cate.) 

11.  On  donne  une  circonférence  et  un  plan.  Construire  le  point  do 
la  circonférence  le  plus  rapproché  du  plan. 

(Sainl-Cyr.) 

12.  Mener  deux  plans  perpendiculaires  qui  passent  l'iin  par  un 
point  donné  A,  l'autre  par  un  point  donné  B  et  dont  l'intersection 
ait  une  direction  donnée  et  rencontre  la  ligne  de  terre.      (Navale.) 

13-  On  donne  un  point  {a,  a'}  sur  la  ligne  de  terre,  un  point  {b.  h'} 
du  plan  vertical,  un  point  (e,  c')  du  plan  horizontal.  Construire  les 
projections  des  cercles  inscrit  et  circonscrit  au  triangle  formé  par  ces 
trois  points.  {Sainl-Cyr.} 

14.  On  donne  deux  droites  concourantes  dont  l'une  est  horizontale. 
Construire  les  projections  des  cercles  tangents  à  t'tiorizontale  et  pas- 
sant par  deux  points  donnés  sur  la  seconde  droite. 

iSaint-Cyr.) 

15.  Construire  les  projections  d'un  carré  dont  on  donne  deux  som- 
mets consécutifs  (a,  a']  et  {b,  b')  ;  on  sait'en  outre  qu'un  autre  som- 
met se  trouve  dans  un  plan  donné.' 

[Saint-Cyr.) 

16.  Construire  le  maximum  et  le  minimum  de  la  distance  d'un  point 
(o,  o')  à  un  point  mobile  sur  la  circonférence  passant  par  trois  points 
donnés  {a,  a'i,  (b.  b')  et  (c,  c'}.  {Saini-Cyr.) 

17.  On  donne  une  ellipse  projection  horizontale  d'une  circonfé- 
rence de  l'espace  ;  construire  la  projection  verticale  de  la  circonfé- 
rence, connaissant  en  outre  la  projection  verticale  de  son  centre. 

{NauaU.) 

18.  Dansun  plan  défini  par  une  horizontale  et  une  frontale  concou- 
rantes en  un  point  (o,  o'),  on  considère  une  circonférence  de  centre 
(o.  o')  et  de  rayon  donné.  Déterminer  les  projections  des  points  delà 
circonférence  où  la  tangente  fait  un  angle  de  45'  avec  le  plan  hori- 
zontal. 

19.  Construire  les  projections  d'un  triangle  équilatéral  ABC,  con- 
naissantles  projections  la,  a')  d'un  sommet,  l'angle  de  AB  avec  la 
ligne  de  terre,  le  plan  de  profil  qui  passe  par  C  et  sachant  en 
outre  que  le  sommet  B  est  sur  la  ligne  de  terre. 

{Navale.  ) 
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CHAPITRE  VII 

LA  SPHÈRE 


Rappel  des  propriétés  géométriques  de  la  sphère. 

1  db.  Nous  rappellerons  d'abord  les  principales  propriétés  géomé- 
triques de  la  sphère  dont  on  trouvera  une  étude  complète  dans  les 
traités  de  géométrie. 

1°  La  sphère  est  le  lieu  géométrique  des  points  de  l'espace  égale- 
ment distants  d'un  point  fisc  appelé  centre. 

3"  Un  plan  quelconque  coupe  généralement  la  surface  d'une 
sphère  suivant  un  cercle  dont  le  centre  est  la  projection  du  centre 
de  la  sphère  sur  le  plan  sécant.  Si  le  plan  sécant  ne  passe  pas  par  le 
centre  de  la  sphère,  le  cercle  d'intersection  se  nomme  un  petit  cer- 
cle; si  le  plan  sécant  passe. par  le  centre  de  la  sphère,  la  section  se 
nomme  un  grand  cercle. 

3°  La  sphère  peut  être  considérée  comme  la  surface  de  révolution 
engendrée  par  la  rotation  d'un  grand  cercle  quelconque  tournant  au- 
tour de  l'un  quelconque  de  ses  diamètres. 

4»  Le  plan  langent  on  un  point  quelconque  de  la  sphère  est  per- 
pendiculaire au  rayon  aboutissant  au  point  de  contact  ;  ce  plan  est  le 
lieu  géométrique  des  tangentes  à  toutes  les  courbes  tracées  sur  la 
sphère  et  passant  par  le  point  de  contact. 

5°  Une  droite  coupe  généralement  une  sphère  en  deux  points. 

Toute  droite  qui  ne  rencontre  la  sphère  qu'en  un  seul  point  est 
dite  tangente  en  ce  point  à  la  sphère  ;  elle  est  porpendicoiaire  au 
rayon  aboutissant  au  point  de  contact. 
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6°  Tous  les  |)lana  tangents  à  une  sphère  0  Ifig.  58)  le  long  d'un 
petit  cercle  (C)  passent  par  uti  même  point  S  extérieur  à  la  sphère; 
ih  sont  en  même  temps  tangents  à  un  cône  de  révolution  de  sommet 
S  ayant  pour  axe  la  droite  SO  joignant  le  point  S  au  centre  O  de  la 
sphère.  Ce  cône  est  dit  circonscrit  à  ia  sphère  le  long  du  petit  cercle 
(C). 

Réciproquement,    tout  point  S  extérieur  à    une  sphère  0  est  le 


Fig.  58 


sommet  d'un  cône  de  révolution  circonscrit  à  cette  sphère  le  long 
d'un  petit  c«rcle  (C)  nommé  cercie  de  eonlacl  du  cône  et  delà  sphère. 
En  tout  point  M  du  cercle  (G),  la  sphère  et  le  cône  ont  même  plan 
tangent.  Le  plan  du  cercle  de  contact  est  perpendiculaire  à  l'axe  SO 
du  cône.  Ce  cercle  est  le  lieu  des  points  de  contact  M  avec  la  sphère 
des  tangentes  SM  menées  par  le  point  S. 

7°  Tous  les  plans  tangents  à  une  sphère  0  le  long  d'un  grand  cer- 
cle ;r)  tjiff.  5t))  étant  perpendiculaires  au,  plan  de  ce  grand  cercle 
sont  parallèles  à  une  même  direction  ;  ils  sont  en  même  temps  tan- 
gents à  un  cylindre  de  révolution  ayant  pour  axe  la  perpendiculaire 
menée  par  le  centre  de  la  sphère  sur  le  pian  du  grand  cercle  (r).  Ce 
«ylindre  est  dit  cireonserit  à  la  sphère  le  long  du  grand  cercle  (r). 

Réciproquement,  il  existe  un  cylindre  de  révolution  circonscrit  à 
la  sphère  dont  les  génératrices  (G)  sont  parallèles  à  une  direction 
donnée  arbitrairement  A. 

L'axe  du  cylindre  est  le  diamètre  X'X  de  la  sphère  parallèle  à  à. 
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La  tourbe  de  contact  de  ce  cjUndre  et  de  la  sphère  est  le  grand  cer- 
cle dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  i  ;  ce  qui  veut  dire  qu'en  tout 
point  M  de  ce  grand  cercle  la  sphère  et  le  cylindre  ont  même  plan 
tangent.  Ce  grand  cercle  est  le  lieu  des  points  de  contact  M  avec  la 
sphère  des  tangentes  qu'on  peut  lui  mener  parallèlement  à  i. 

Ajoutons  qu'un  cône  circonscrit  à  la  sphère  devient  à  la  limite  un 
cylindre  circonscrit  si  son  sommet  S  s'éloigne  k  l'Infini  dans  une  di- 
rection A, 


i»- 


Représentation  de  la  sphère. 


ii6.  Contour  apparent   pai'  rapport  à 
apparent  en  projeclton.  —  Supposons  qu'o 


d'une  sphère  O  sur  un  plan  P  (fig.  60).  Soit  (r)  le  grand  cercle  de 
la  sphère  parallèle  au  plan  P  ;  sa  projection  {-/)  est  un  autre  cercle 
égal  à  (r).  Le  grand  cercle  (r)  est  le  cercle  de  conlacl  du  cylindre 
circonscrit  è  la  sphère  dont  les  génératrices  sont  perpendiculaires  au 
plan  P,  ou  encore  le  lieu  des  points  de  la  sphère  oà  le  plan  langent  est 
perpendkaiaire  à  P.  Considérons  un  point  quelconque  M  de  la  sur- 
face de  la  sphère  ;  la  projetante  Mirt  de  ce  point  est  évidemment  con- 
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tenue  à  IMntérieur  du  cylindre  circonscrit  le  long  de  (r)  et  par 
suite  sa  projection  m  esl  à  l'intérieur  du  cercle  (t).  Le  cercle  (y)  se 
nomme  le  contoar  apparent  de  la  sphère  en  projection  sur  le  plan  P  ; 
te  cercle  (r)  projeté  suivant  (y)  se  nomme  le  conlonr  apparent  de 
la  sphère  dans  l'espace  par  rapport  au  pian  P. 

117.  Pour  un  observateur  s'éloignant  à  l'infini  dans  la  direction 
perpendiculaire  au  plan  P  Iq  sphère  apparaît  comme  un  disque  cir- 
culaire limité  par  le  cercle  1';  d'où  le  nom  de  contour  apparent 
donné  à  ce  cercle.  Tous  les  rayons  visuels  de  l'observateur  rencon- 
trant la  surface  de  la  sphère  sont  contenus  à  l'intérieur  du  cylindre 
circonscrit  le  long  du  grand  cercle  ;  de  plus,  le  cercle  {r)  partage  la 
sphère  en  deux  hémisphères  dont  un  seul  est  vu  par  l'observateur. 
II  est  clair  d'ailleurs,  que  le  contour  apparent  [F)  esl  lui-même  vu  en 
entier. 


H8.  Propriété  du  contour  apparent.   Théoi-ème.  —  Si  ane 

courbe  (G)  Iraeée  sur  la  surface  d'ane  sphère  rencontre  aa  point  M  le 


contour  apparent  (r)  de  celle  sphère  par  rapport  à  an  plan  P  (fig.  6:). 
les  projections  (c)  et  (f)  sur  te  plan  P  des  courbes  (C)  et  (v)  sont  tan- 
gentes aa  point  m  projection  de  M. 
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En  effet,  les  tangentes  MT  et  MS  aux  courbes  (r)  et  (C)  au  point  M 
sont  toutes  deux  dans  le  plan  tangent  à  la  sphÈre  au  point  M  (ii5,  4°). 
Ce  plan  tangent  est  d'ailleurs  perpendiculaire  au  plan  P,  puisque  M 
est  sur  le  contour  apparent  de  la  sphère  par  rapport  au  plan,  p  (>>6)- 
Par  suite,  les  projections  de  ces  deux  tangentes  sur  le  plan  P  sont 
confondues  suivant  la  trace  mt  sur  ce  plan  du  plan  tangent  en  M, 
et  comme  ces  projections  sont  les  tangentes  en  m  auï  courbes  pro- 
jections (c)  et  (y)  (io4),  ces  deux  courbes  ont  inÊme  tangente  mt  au 
point  m,  c'est-à-dire  sont  tangentes  en  ce  point. 

Remarque.  —  La  démonstration  précédente  n'utilise  pas  les  pro- 
priétés particulières  de  la  sphère;  elle  subsiste  donc  pour  une  sur- 
face quelconiiue  si  on  définit  le  contour  apparent  de  cette  surface  par 
rapport  au  plan  P  comme  le  lieu  des  points  de  la  surface  où  le  plan 
tangent  est  perpendiculaire  au  plan  P. 

119.  En  Qéométrie  cotée,  on  ne  considère  qu'une  seule  projection 
des  corps  sur  un  plan  horizontal.  Le  contour  apparent  d'une  sphère 
par  rapport  au  plan  de  projection  se  nomme  alors  eonlour  apparent 
horizontal  :  c'est,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  le  grand 
cercle  situé  dans  le  plan  horizontal  du  centre  deia  sphère  ou,  comme 
on  dit  plus  brièvement,  le  grand  cercle  horizontal  de  la  sphère. 

La  position  et  la  grandeur  de  la  sphère  sont 
d'ailleurs  parfaitement  déterminées  si  l'on  se 
donne  la  projection  du  contour  apparent  hori- 
zontal et  la  cote  du  centre  de  la  sphère.  Ahisi, 
la  figure  fia  est  l'épure  d'une  sphère  dont  le 
centre  est  le  point  projeté  en  o,  ayant  pour 
cote  3,  et  dont  le  rayon  est  égal  à  celui  du 
p-     fo  cercle  (-,'). 

Tout  point  M  de  la  surface  de  la  sphère  se 
projette  en  m  à  l'intérieur  du  cercle  {-j')(ii6). 

120.  En  Géométrie  descriptive,  il  faut  considérer  à  la  fois  les  con- 
tours apparents  sur  les  deux  pians  de  projection. 

Le  contour  apparent  horizojilal  d'une  sphère  est  encore  le  grand 
cercle  situé  dans  le  plan  horizontal  du  centre  de  la  sphère  ;  de  même, 
le  contour  apparent  vertical  est  le  grand  cercle  situé  dans  le  plan  de 
front  passant  par  le  centre. 
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La  sphÈi'G  est  parfaitemenl  déterminée  en  grandeur  et  position 
lorsqu'on  se  donne  la  projection  horizontale  da  contoar  apparent  hori- 
zontal et  la,  projection  vertiaaie  du  conloar  apparent  vertical. 

Ces    deux  projections  sont  évidemment  des  cercles  ayant  même 
rayon,  celui  de  la  sphère,  et  leurs  centres  doivent  se  trouver  sur  une 
même  ligne  de  rappel,  puisqu'ils  scint  les  deux  projections  du  centre 
de  la  sphère. 
Ainsi  la   figure  63  représente  une  sphère  ayant  pour  centre  le 
point  (0,0' j  et  pour  rayon  le  rayon   com- 
mun aux  cercles  égaux  C  et  CJ . 

Le  contour  apparent  horizontal  de  la 
sphère  est  le  grand  cercle  dont  la  projec- 
tion horizontale  est  C;  sa  projection  verti- 
cale est  le  diamètre  a'b'  du  cercle  C'i  per- 
pendiculaire auï  lignes  de  rappel  (ou 
parallèle  à  la  ligne  de  terre,  s'il  y  en  a  une) 
(io3).  De  même,  le  contour  apparent  ver- 
tical est  le  grand  cercle  dont  la  projection 
verticale  est  C\  et  dont  la  projection  hori- 
z  ntale  e  t  le  diamètre  cd  du  cercle  C  per- 
pendiculaiie  a  00'.  Ainsi  (m,  m')  est  un 
pomt  «itue  sur  le  contour  apparent  hori- 
zontal dans  !  espace  ;  (n,  n')  est  un  point 
itue  sur  le  contour  apparent  vertical  dans 
j,;     gj  1  espace.  Nous  insistons  sur  cette  distinction 

nécessaire  entre  les  deux  contours  appa- 
rents parce  que,  trop  souvent,  les  débutants  considèrent  les  cercles  C 
et  G'j  comme  les  projections  d'un  même  contour  apparent,  ce  qui  est 
absurde. 
Tout  point  de  la  s] 


C  et  sa  projectii 


a  projection  horizontale  à  l'intérieur  de 
n  verticale  à  l'intérieur  de  G', . 


121.  Problème.  —  Passer  de  la  représentation  d'une  sphère  efl 
Géométrie  cotée  à  sa  représentation  dans  un  systènw  de  deux  plans  de 
projection  et  réciproquement. 

Soit  o(5)  le  centre  d'une  sphère  dont  le  contour  apparent  horizon- 
tal a  pour  projection  un  cercle  donné  G  {fiff.  64).  Considérons  un 
plan  vertical  quelconque  xy  et  proposons-nous  de  chercher  la  repré- 
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■ntalion  de  celle  même  sphère  dans  le  système  de  projections  défini 
par  le  plan  horizontal  de  cote  i 
et  par  le  plan  vertical  xy. 

D'abord,  la  projection  verticale 
du  centre  eat  le  point  o'  situé 
sur  la  perpendiculaire  abaissée  de 
o  sur  la  ligne  de  terre  xy,  à  une 
distance  <ao'  de  celle-ci  égale  h. 
5  —  I  =:  4  unités  de  l'échelle. 
Quant  au  contour  apparent  ver- 
tical,sa  projection  verticale  est  le 
cercle  Ci  égal  au  cercle  G  et  de 
centre  o'. 

122.  Réciproquemeni,  considé- 
rons la    sphère    dont   le  centre 
est  le  point    (o,  o')   et  dont  les 
Êchi'Ëe  contours  apparents  par  rapport 

j     j     ^     ^^"t     '~  aux  deux   plans    de    projection 

sont  respectivement  projetés  sur 
ces  plans  suivant  les  cercles 
égaux  G  et  Gj  {fig.  6^).  Pour  avoir  ia  représentation  de  cette 
sphère  dans  un  système  de  plans  cotés,  le  plan  de  comparaison  étant 
par  exemple  le  plan  horizontal  dont  la  cote  est  —  \,  mesurons  à 
l'échelle  du  dessin  la  dislance  uw'  à  la  ligne  de  terre  de  la  projection 
verticale  o'  du  centre  de  la  sphère.  Appl-oximativement, cette  distance 
est  égale  à  !\  unités.  Donc  la  cote  du  centre,  par  rapport  au  plan  de 
comparaison  choisi  est  4  -H  i  =:  5  unités.  Il  suffit  alors  d'écrire  le 
chiffres  à  côté  de  la  lettre  o  représentant  la  projection  horizontale 
du  centre  et  de  négliger  la  ligne  de  terre  et  la  projection  verticale. 


121}.  Pi-obieme.  —  Vn.e  sphère  élant  représentée  dans  un  système 
de  deux  plans  de  projeclion  donnés,  représenter  cette  sphère  après 
avoir  changé  l'an  des  plans  de  projection. 

Soit  par  exemple  une  sphère  de  centre  (o,  û'j  {fig,  65)  représenice 
dans  un  système  cny,  les  contours  apparents  sur  les  plans  de  projec- 
tion étant  projetés  respectivement  sur  ces  plans  suivant  les  cercles 
égaux  G  et  G,.  Effectuons  un  changement  de  plan  vertical  en  pre- 
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lical  de  pto  et  on  celui  dont  h  tnce 
horizontale  dans  le  pre 
miei  système  est  oiy, 
La  nouvelle  p  oje 
I  n  iticale  du  cen 
tre  do  la  sph    e  est  le 


perpendiculaiie  menée 
de  o  'ur  a:  j  à  une 
distance  lu  égale  a  la 
distance  <uo  de  1  an 
cienne  projection  leiti 
cale  du  même  point  i 
la  piemièie  ligne  de 
terre  xy  (I.  3361.  Quant 
au  nouveau  contour  ap- 
parent vertical,  sa  pro- 
jection verticale  est  le 
et  de  rayon  égal  à  celui  du  cercle  C. 

de  la  sphère 


cercle  G^   de  centre 

Les  deux  cercles  G  et  G^  constituent  la  représentati 
dans  ie  système  a;ij,. 


Parallèles  horizontaux.  Parallélea  de  front. 
Détermination  d'un  point  de  la  sphère. 

124.  On  appelle  parallèles  korlzonlaacB  d'une  sphère  les  cercles  de 
cette  sphère  situés  dans  des  plans  horizontaux.  De  même,  on  nomme 
parallèles  de  front  les  cercles  situés  dans  des  plans  de  front.  Tout 
parallèle  horizontal  se  projette  horizontalement  en  vraie  grandeur 
suivant  un  cercle  concentrique  à  la  projection  horizontale  du  contour 
apparent  horizontal  et  verticalement  suivant  une  portion  de  droite 
perpendiculaire  à  la  direction  des  lignes  de  rappel  tioa,  a°  et  3°).  En 
efTet,  le  centre  de  ce  parallèle  se  (rouvo  sur  la  verticale  du  centre  de 
la  sphère  (ii5,  a")  et  par  suite  les  projections  horizontales  de  ces 
deux  points  sont  confondues. 

Chollet  et  Mineur,  11.  Ci 
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125.  Par  exemple,  dans  la  sphère  décentre  (o,  o')  leprésenlée dans 
l'épure  de  la  figure  66,  proposons- nous  de  déterminer  le  parallèle 
horizontal  iolerseclion  de  la  sphère  par  le  plan  horizontal  H',  La 
trace  verticale  de  ce  plan  rencontre  la  projection  verticale  du  grand 
cercle  de  contour  apparent  vertical  en  deux  points  a'  et  b'  ;  en  l'ap- 
pelant ces  points  en  a  et  t  sur  la  projection  horizontale  Ci  du  même 
contour  apparent,  nous  avons  les  deux  points  [a,  a'j  et  [b.  b'}  où  le 
plan  vertical  H'  rencontre  le  grand  cercle  (Ci,  Ci)  ;  les  projections  de 
même  nom  de  ces  deux  points  sont  d'ailleurs  symétriques  par  rap- 
port à  la  ligne  de  rappel  oo'.  Le  parallèle  cherché  passe  évidemment 
par  les  deux  points  (a,  a'),  (b,  b')  ;  et  comme  nous  savons  fiai)  que 
sa  projection  horizontale  est  concentrique  à  la  projection  horiïonlale 
C  du  contour  apparent  hon 
zoutal,  il  en  résulte  que  les 
projections  de  ce  parallèle 
sont,  d'une  ptri  le  cercle  de 
centre  o  et  de  layon  oa  (ou 
oh),  d'autre  part  le  segment 
a'b'  de  la  dioite  H  compris 
à  l'intérieur  du  cercle  C, 

126.  Nous  poumons  tu 
heu  de  nous  donner  la  liace 
verticiile  du  pian  du  pii  lilele 
cherché,  nous  pioposeï  di, 
trouver  la  piojiction  vert] 
cale,  connaissant  sa  projection 
horizonlale  Cette  projection 
horizontale  eil  nécessaire- 
ment (124)  un  cercle  y  cou 
centrique  à  la  piojeclion 
horizontale  G  du  contour 
apparent  hori/onlal  et  cnn 
tenu  tout  entier  à  l'intérieur 
de  C  (116).  On  remarque 
alors  que  les  points  a  et  6 
où  le  cercle  y  rencontre  le 
segment  Cj,  projection  hori- 
zontale 41  contour  apparent  vertical,  sont  les  projections  liorizon- 


Fig,  M 
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talcs  des  deux  points  où  le  parallèle  cherché  rencontre  sur  !a  sphère 
ce  même  contour  apparent  ;  les  projections  verticales  de  ces  points 
sont  donc  à  l'intersection  des  lignes  de  rappel  des  points  a  et  b 
avec  le  cercle  Ci,  projcclion  verticale  du  contour  apparent  vertical. 
Or  ces  lignes  de  rappel  rencontrent  le  cercle  C\  en  quatrp  points 
a',  a',,  h',  b\  denx  à  denx  symétriques  par  rapport  à  oo'  et  deux  à 
deux  svmétriques  également  pai'  rapport  à  la  droite  G',  projection 
verticale  du  contour  apparent  horizontal.  Il  en  résulte  qu'il  existe 
deux  paraUèles  horizonlaux  de  la  sphère  projetés  horizontalement 
suivant  le  cercle  y  et  que  les  projections  verticales  de  ces  parallèles 
sont  les  segments  a'b'  et  a\b\.  Les  deux  parallèles  ainsi  obtenus 
sont  symétriques  par  vapxwrt  au  plan  du  contour  apparent  hori- 
zontal. 

127.  De  même,  cherchons  à  déterminer  le purui/è'fi  de  fronl  situé 
dans  lé  plan  de  front  F.  Par  un  raisonnement  en  tous  points  ana- 
logue à  celui  que  nous  a\ons  fait  au  n"  isS,  nous  remarquons 
que  les  points  c  et  rf  où  la  trace  horizontale  F  du  plan  de  front 
donné  rencontre  la  projection  horizontale  G  du  contour  apparent 
horizontal  sont  les  projections  horizontales  des  deux  points  où  le 
parallèle  demandé  rencontre  ce  même  contour  apparent.  Relevons 
alors  ces  points  en  c'  et  d'  sur  la  projection  verticale  C  du  contour 
apparent  horizontal  et  nous  avons  en  (c,  C),  (d,  d')  les  deux  points 
de  rencontre  du  parallèle  et  du  cercle  (C,  C).  Ce  parallèle  de  front  a 
comme  projection  verticale  un  cercle  concentrique  à  Gj;  il  en  résulte 
que  ses  projections  sont  respectivement  le  segment  cd  et  le  cercle  de 
centre  o'  et  de  rayon  o'c'  (ou  o'df). 

128.  Pareillement,  proposons-nous  de  déterminer  la  projection 
horizontale  d'un  parallèle  de  front,  connaissant  sa  projection  verti- 
cale. Cette  projection  verticale  donnée  doit  être  un  cercle  y\  con- 
centrique à  c;  et  de  rayon  inférieur  au  rayon  de  la  sphère  {ii6). 
Le  cercle  Yi  coupe  le  segment  G',  projection  verticale  du  contour 
apparent  horizontal,  en  deux  points  c'  et  d'  :  les  lignes  de  rappel  de 
ces  points  rencontrent  k  leur  tour  la  projection  horizontale  C  du 
contour  apparent  horizontal  en  quatre  points  e,  Ci,  d,  di  symétri- 
ques deux  à  deux  par  rapport  à  oo'  et  par  rapport  au  segment  Ci, 
projection  horizontale  du  contour  apparent  vertical.  Par  suite,  il 
existe  deux  parallèles  de  front,  symétriques  par  rapport  au  plan  du 
contour  apparent  vertical,  dont  les  projections  verticales  coïncident 
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avec  le  cercle  donné  -fi  '•  ces  deux  parallèles  ont  respectivement  pour 
projection  horizontale  les  segments  cd  et  Cidi  (:oa,  3°). 

i29.  Dans  les  problèmes  relatifs  h  la  sphère,  les  parallèles  hori- 
zontaux et  de  front  sont  d'une  très  grande  utilité  ;  ils  jouent  sur  la 
sphère  le  même  rôle  que  les  horizontales  et  les  droites  de  front  dans 
un  plan. 

Deux  cercles  tracés  sur  une  même  sphère  se  rencontrant  générale- 
ment en  deux  pomis.  un  parallèle  horizontal  et  un  parallèle  de  front 
se  coupent  aussi  généralement  en  deux  points.  En  outre,  il  est  évi- 
dent que  par  un  point  quelconque  fin,  m')  d'une  sphère  (Jig.  6(i) 
passent  un  paraUèle  hotizontal  et  un  parallèle  de  front. 

130.  En  Géométrie  oolée.  comme  il  n'y  a  plus  de  plan  de  projection 
vertical,  les  seuls  parallèles  intéressants  sont  les  parallèles  horizon- 


laax,  lieux  des  points  de  la  sphèr 


i  perpendiculairement  à 


ayant  la  même  cote.  Chacun  d'eux 
est  déterminé  par  sa  cote  ou  par  sa 
projection  horizontale,  qui  est  un 
cercleconcen  trique  àla  projection 
du  contour  apparent  horizontal 
de  la  sphère.  Nous  aurons  l'occa- 
sion d'employer  très  fréquem- 
ment ces  parallèles  horizontaux. 

131.  Problème.—  i"  Connais- 
sant l'ane  des  projections  d'un 
point  d'une  sphère,  déierminer 
l'autre  projeation.  a»  Déierminer 
le  plan  tangent  à  la  sphère  en  ce 
point.  —  Soit  à  déterminer  la 
projection  verticale  du  point 
de  la  sphère  (o,  o'>  {fig.  67),  dont 
la  projection  horizontale  est  m. 
Par  le  point  cherché  passent, 
comme  nous  l'avons  vu  plus  haut, 
un  parallèle  horizontal  et  un  pa- 
rallèle de  front  (lag)-  Le  parallèle 
de  front,  parexemple,  a  pour  pro- 
jection horizontale  le  segment  ab 
et  limité  à  la  projection  ho- 
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montaJe  C  du  contour  apparent  horizontal.  II  rencontre  ce  dernier 
contour  en  deux  points  projetés  horizontalement  en  a  et  d  et  verti- 
calement en  a'  et  b'  sur  C,  projection  verticale  du  contourapparent 
horizontal.  Donc,  le  parallèle  de  front  considéré  se  projette  verticale- 
ment suivant  !e  cercle  de  centre  o'  et  de  rayon  o'a!  (ou  o'b').  La  pro- 
jection verticale  du  point  cherché  est  alors  à  i'intersecUon  de  ce  cer- 
cle el  de  la  ligne  de  rappel  du  point  m.  Celte  ligne  de  rappel  et  ce 
cercle  se  rencontrent  en  deux  points  m',  m"  ;  par  suite,  il  existe  deux 
points  de  la  surface  de  la  sphère  projetés  horizontalement  en  m,  les 
points  (m,  m'),  (m,  tn").  Ces  deux  points  sont  d'ailleurs  symétriques 
par  rapport  au  pian  du  contour  apparent  horizontal  de  la  sphère, 

132.  Plan  tangent  ou  point  (m,  m').  —  Le  plan  tangent  k  la  sphère 
au  point  (m,  m')  est  perpendiculaire  au  rayon  (om,  o'm']  aboutissant 
en  ce  point.  En  menant  mh  perpendiculaire  â  om  et  m'f  perpendi- 
culaire à  o'm',  on  a  immédiatement  une  horizontale  (nik,  m'h')  et 
une  frontale  (m/,  m'/)  de  ce  plan,  qui  se  trouve  ainsi  complète- 
ment déterminé. 

133.  Remarques.  I.  —  On  aurait  pu  résoudre  le  problème  précédent 
(i3i)  en  utilisant  le  parallèle  horizontal  du  point  donné  m  (»a6)  ;  la 
projection  verticale  de  ce  parallèle  qu'il  est  facile  d'obtenir  détermine 
le  point  cherché  m'  par  son  intersection  avec  la  ligne  de  rappel  du 

II,  —  Dans  le  cas  où  l'on  se  donne  la  projection  verticale  m'  d'im 
point  de  la  sphère,  la  même  méthode  permet  do  déterminer  sa  pro- 
jection horizontale  m. 

134.  Problème  (Géométrie  eotée) .  —  i°  Déterminer  la  cote  d'un 
point  d'une  sphère  donnée,  connaissant  sa prajeclion  horizontale,  so  Déter- 
miner le  plan  tangent  à  la  sphère  en  ce  point. 

1"  Soit,  par  exemple.à  déterminer  la  cotedu  point  projeté  horizon- 
talement en  m  et  situé  dans  la  sphère  ayant  pour  centre  le  point  i>(3) 
et  dont  le  contour  apparent  horizontal  est  projeté  suivant  le  cercle  C 
{Jîg.  68  et  69). 

Considérons  un  plan  vertical  auxiliaire  Ky  parallèle  i,  om  {fiy .  68j. 
Dans  le  système  de  deux  plans  de  projection  défini  par  le  plan  de 
comparaison  et  le  plan  vertical  ainsi  choisi,  ie  centre  de  la  sphère  se 
projette  verticalement  en  o'  sur  la  ligne  de  rappel  du  point  0.  à 
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3  imités  (le  l'échelle  au-dessas  de  :^y.  Le  contour  apparent  vertical 
de  la  sphère  a  donc  pour  projection  verticale  lo  cercle  C;  de  centre 


Fig.  08 

o'  et  de  rayon  égal  à  celai  du  cercle  C.  Le  point  cherché  appartient 
d'ailleurs  au  cercle  de  contour  apparent  vertical,  puisqu'il  est  dans  le 
plan  de  front  om.  qui  contient  ce  cercle  ;  par  suite,  sa  projection  ver- 
ticale, dans  le  système  xy,  est  à  l'intersection  du  cercle  Ci  et  de  la 
ligne  de  rappel  du  point  m.  Cette  ligne  de  rappel  et  ce  cercle  se 
rencontrent  en  deux  points  m'  et  m"  symétriques  par  rapport  k  la 
trace  horizontale  G'  du  plan  horizontal  de  cote  3,  c'est-à-dire  du 
plan  du  contour  apparent  horizontal.  Il  en  résulte  qu'il  existe 
deux  points  de  la  sphère  projetés  horizontalement  en  m;  leurs 
cotes  sont  équidistantes  de  celle  dii  centre  de  la  sphère  ;  la  cote  de 
l'un  est  3  ■+■  \i-'m',  celle  de  l'autre  3  —  [l'in".  Dans  l'épure,  ii'm' 
et  [l'ni"  sont  des  longueurs  égales  ayant  pour  mesure  environ  a  unités 
3  dixièmes  de  l'échelle  ;  donc  les  points  obtenus  ont  pour  cotes 
approximatives  5,2  et  0,8. 

135.  Pour  procéder  avec  le  minimum  de  constructions,  il  est  pré- 
férable de  prendre  comme  plans  de  projections,  le  plan  horizontal 
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de  cote  3  passant  par  le  conLre  de  la  sphère  et  le  plan  verlical  ont 
(fiç-  fis)'  Dans  ce  système,  le  centre  de  la  sphère  se  trouve  sur  !a 
__  ligne    de    terre,   et 

ses  deux  projections 
0.   o'    sont  tonfon- 

La  projection  ver- 
ticale C'i  du  contour 
apparent  vertical  est 
confondue    avec   la 
i  1  .  —  projection   horizon- 

.    ^".      .  taie    C  du  contour 

apparent     horizon- 
^^^'  ^^  lal.    De   même,    la 

projection  verticale  C  du  contour  apparent  horizontal  et  la  pro- 
jection horizontale  Ci  du  contour  apparent  hori/onlal  sont  confon- 
dues avec  la  portion  de  la  ligne  de  terre  comprise  à  l'intérieur 
du  cercle  G  (ou  Ci).  D'ailleurs,  la  projection  horizontale  m  du  point 
cherché  éfant  située  sur  le  segment  Ci,  ce  point  appartient  au  cou- 
tour  apparent  vertical.  En  rappelant  m  en  m'  et  m"  sur  la  projection 
verticale  Cj  de  ce  contour,  on  a  donc  les  projections  verticales  des 
deux  points  de  la  sphère  projetés  horizontalement  en  m.  Les  cotes 
de  ces  points,  symétriques  par  rapport  au  plan  horizontal  de 
cote  3,  sont  3  -(-  mm'  et  3  —  raxn',  approximativement  dans 
répuri"  5, a  ot  o,M. 

136.  %'  Pian  tangent  à  ta  splière  en  l'an  des  points iirojeiés  en  m.  — 
Proposons-nous  par  exemple  de  déterminer  le  plan  tangent  à  la 
sphère  en  celui  des  pomls  dont  la  projection  est  m  et  dont  la  cote 
est  supérieure  à  celle  du  centre  de  la  sphère.  Ce  point  M  a  pour 
projection  verticale  m'  dans  le  système  de  projection  auxiliaire 
^y  iflff-  68  *t  ^s)'  Le  plan  tangent  cherché  est  perpendiculaire  au 
rayon  aboutissant  au  point  M,  ses  horizontales  sont  donc,  en  projec- 
tion, perpendiculaires  à  om,  ou  encore  ses  échelles  de  pente  sont 
parallèles  à  om.  En, outre,  ce  plan  tangent  contient  (ii5,  t,-)  la  tan- 
gente en  M  au  grand  cercle  intersection  de  la  sphère  avec  le  plan 
vertical  om,  grand  cercledont  la  projection  verticale  est  C,  ;  or,  celle 
tangente  est  projetée  horizontalement  suivant  om  et  verticalement 
suivant  la  tangente  m'a'  au  cercle  Ci  ;  elle  rencontre  le  plan  horizon- 
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tal  de  cote  3  (celui  qui  passe  par  le  centre  de  la  sphère)  au  point  («,  a']. 
Donc  le  point  projeté  horizontalement  en  a  est  un  point  de  cote  3 
du  plan  tangent  cherché  ;  par  suite,  l'horizontale  de  cote  3  de  ce  plan 
est  projetée  suivant  la  perpendiculaire  ah  menée  à  om  par  le  point  a. 
Il  est  facile  d'avoir  une  deuxième  hqrizontale  de  ce  plan  tangent, 
par  exemple  celle  dont  la  cote  est  /,.  Pour  cela,  il  suffit  de  chercher 
son  intersection  avec  le  plan  horizontal  de  cote  4,  dont  la  trace  verti- 
cale est  la  parallèle  p'6'  à  xy,  menée  h,  !,  unités  de  distance  au-des- 
sua  de  la  ligne  de  terre  dans  la  figure  68,  (à  i  unité  seulement  dans 
la  figure  69I  ;  cette  parallèle  rencontre  la  droite  [ma,  m'a'],  qui, 
comme  nous  l'avons  fait  remarquer,  est  une  droite  du  plan  tangent 
en  M.  au  point  [b,  b');  le  point  [b,  b')  est  donc  un  point  de  cote  4 
du  plan  tangent  et  la  perpendiculaire  bi  élevée  en  b  à  om  est  J'Iiori- 
zontale  de  cote  4  de  ce  plan.  Ayant  deux  horizontales  du  plan  tan- 
gent cherché,  on  peut  graduer  aisément  une  échelle  de  pente  P  de 
ce  plan, 

137 .  Remarque.  —  Les  deux  problèmes  que  nous  venons  de  résou- 
dre pourraient  encore  s'énoncer  :  Troauer  l'inlerseclion  d'une  sphère 
avec  une  verticale  ou  ane  droite  de  bout  donnée. 

Ainsi,  dans  la  figure  67,  les  points  (m,  m'),  [m,  m")  sont  les  points 
de  rencontre  de  la  sphère  de  centre  (o,  o')  avec  la  verticale  dont  la 
trace  horizontale  est  le  point  m. 

De  même,  les  points  m(5,a|  et  m(o,8|  {fig.  68|  sont  les  points  où  la 
verticale  ayant  pour  trace  le  point  m  perce  la  sphère  de  centre  o(3) 
et  dont  le  contour  apparent  horizontal  en  projection  est  le  cercle  G, 

i38.  Problème.  —  Reconnaître  la  position  d'an  point  donné  par 
rapport  à  une  sphère  donnée, 

D'ahord,  il  est  bien  évident  que  si  l'une  aa  moins  des  projections 
du  point  donné  est  extérieure  à  la  projection  de  même  nom  du  con- 
tour apparent  de  même  nom  de  la  sphère,  ce  point  est  esLériour  à  la 
sphère  |ii6j. 

Le  problème  n'a  donc  besoin  d'être  résolu  que  lorsque  chacune 
des  projections  du  point  est  intérieure  à  la  projection  de  même  nom 
du  contour  apparent  de  même  nom  de  la  sphère. 

Ainsi,  par  exemple,  soit  {fig.  67)  h  reconnaître  la  position  du  point 
(m,  m'")  par  rapport  a  la  sphère  (0,  0').  La  verticale  passant  par  ce 
point,  verticale  dont  la  trace  horizontale  est  m,  rencontre  la  sphère 
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en  deux  points  (m,  m'),  {m,  m")  que  nous  déterminerons  comme  au 
«•  i3i  en  cherchant  les  projections  verticales  des  points  de  la  sphère 
projetés  horizontalement  en  m.  Autrement  dit,  la  portion  de  cette 
verticale  intérieure  a  la  sphère  est  le  segment  dont  la  projection  ver- 
ticale est  m'm" .  Si  donc  la  projection  verticale  m'"  du  point  donné 
est  située  entre  m'  et  m",  ce  point  est  intérieur  à  la  sphère  ;  si,  au 
contraire,  m'"  est  extérieur  au  segment  m'm".  le  point  donné  est 
extérieur  à  la  sphère  ;  enBn,  si  m"'  coïncide  avec  m'  ou  avec  m",  le 
point  donné  appartient  a  la  surface  de  la  sphère. 

Ainsi,  dans  l'épure  de  la  figure  67,  le  point  (m,  m"')  est  intérieur 
à  la  sphère  (0,  0'),  mais  les  points  (m,  m"),  (m,  m^')  sont  extérieursà 
la  sphère. 

139,  En  Géoméirie  colée,  le  prohlème  est  tout  aussi  facile  à  résou- 
dre. Pour  connaître  la  position  d'un  point  M  donné  par  sa  projec- 
tion cotée  par  rapport  à  une  sphère,  on  cherche  d'abord  les  cotes  des 
deux  points  Mi,  Ma  de  la  sphère  donnée  situés  sur  la  verticale  du 
point  donné,  c'est-à-dire  ayant  leurs  projections  horizontales  con- 
fondues avec  celle  de  ce  point.  Pour  cela,  on  procède  comme  nous 
l'avons  indiqué  au  n°  i34.  Le  point  donné  M  est  intérieur  à  la  sphère 
si  sa  cote  est  comprise  entre  celles  des  deux  points  M|  et  Mi  ainsi 
obtenus;  il  est  eïlérieur  à  la  sphère  si  sa  cote  est  supérieure  à  la  plus 
grande  des  cotes  des  points  M|  et  Mj  ou  inférieure  à  la  plus  petite  ; 
enfin  le  point  donné  appartient  à  la  sphère  si  sa  cote  est  égale  à 
l'une  de  celles  des  points  Mi  ou  M^. 

Ainsi,  dans  la  figure  68,  un  point  projeté  en  m  et  dont  la  cote 
serait  i,i  par  exemple  serait  intérieur  à  la  sphère,  puisque  nous 
avons  trouvé  que  les  cotes  des  points  de  la  sphère  projetés  en  m  sont 
5,aet  0,8.  Au  contraire,  un  point  analogue  dont  la  cote  serait  0,1  ou 
fi, 7  serait  extérieur  à  la  sphère. 

liû.  Problème.  —  Déterminer  la  projeolioii  d'an  parallèle  de 
cote  donnée  dans  une  sphère  définie  par  son.  rayon  ei  la  projection  eotée 
de  son  centre. 

Soit,  par  exemple  (flg.  70).  à  trouver  la  projection  du  parallèle  de 
cote  6  dans  la  sphère  dont  le  centre  est  o(4)  et  dont  le  contour  appa- 
rent a  pour  projection  un  cercle  donné  C. 

Le  parallèle  cherché  est  l'intersection  de  la  sphève  avec  le  plan  hori- 
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zontal  de  colc  li.  Pour  le  déterminer,  considéions  le  système  de  pro- 
jections défini  par  le  plan  horizontal  de  cote  i  et  un  plan  vertical 
quelconque  xy  passant  par  le 
centre  de  la  sphère.  Le  centre 
de  la  sphèi-e  se  trouve  alors  sur 
la  ligne  de  terre  et  ses  deux 
projections  o  et  o'  coïncident 
(i35);  de  même,  la  projection 
verticale  du  contour  apparent 
vertical  est  un  cercle  C,  con- 
fondu avec  le  cercle  G.  La  trace 
verticale,  dans  ce  système,  du 
plan  horizonlal  de  cote  6  est 
p.  ^  .,  la  parallèle  H'  à  xj.,  h.  a  uni- 

tés de  distance  de  celte  droite  ; 
elle  rencontre  C,  en  a'  et  b'  ;  en  rappelant  ces  points  sur  xy  en  a  et 
6  on  a  les  deux  points  (a,  a'),  {b,  b')  où  le  parallèle  demandé  rencon- 
tre le  contour  apparent  vertical  de  la  sphère.  La  projection  de  ce 
parallèle  est  alors  le  cercle  -/  de  rayon  oa  (ou  ob). 


B  droite  et  d'une  sphère. 


le  plan  P,  se  rencontrent  en  deuec  points  au  ph 
points  d'inltr  sec  lion  de  la  droite  D  et  de  la  sphèi 


contre  généralement 
une  sphère  en  deux 
points  (ii5,  5"). 
Pour  construire  ces 
points,  0/1  fait  pas- 
ser par  la  droite  D 
un  plan  auxiliaire  P 
{flg.  -]!];  ce  plan 
coupe  la  sphère  sai- 
vanl  un  cercle  C  ;  ce 
cercle  C  et  la  droite 
donnée  D,  élontdans 

i   A  et  B  qui  sont  les 
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Tout  revient  à  déterminer  la  section  Caitc  dans  la  sphère  par  le 
plan  auxiliaire  et  il  faut  choisir  ce  plan  pour  que  tes  constructions 
soient  aussi  simples  que  possible.  Généralement .  on  prend  comme  plan 
auxiliaire  :  i°  soit  l'un  des  plans  projetant  ■  la  droite  donnée  ;  2"  soit 
le  plan  défini  par  cette  droite  et  le  centre  de  la  sphère,  plan  qui  coupe 
la  sphère  sulyant  un  grand  cercle  dont  le  centre  et  le  rayon  sont  par 
suite  connus  a  priori. 

i^'i.  Remarque.  —  ÎN'ous  avons  déjà  fait  remarquer  (187)  que  les 
problèmes  traités  aux  n°»  iS  i  et  i34  revenaient  à  chercher  les  points 
de  rencontre  d'une  sphère  et  d'une  verticale.  Il  est  facile  de  se 
rendre  compte  que  les  constructions  faîtes  pour  résoudre  ces  pro- 
blèmes sont  tout  à  fait  conformes  à  la  méthode  générale  qne  nous 
venons  d'indiquer.  En  effet,  dans  les  ligures  67,  68  et  69,  pour  trou- 
ver les  points  de  rencontre  de  la  sphère  donnée  et  de  la  verticale  m 
nous  avons  d'abord  considéré  un  plan  auxiliaire  passant  par  cette  ver- 
ticale  (le  plan  de  front  ab  dans  la  figure  117,  et  les  plans  définis  par 
ia  verticale  m  et  le  centre  de  ia 
sphère  dans  les  figures  88  et  69)  ; 
puis  nous  avons  déterminé  les 
points  où  la  verticale  m  ren- 
contre le  cercle  intersection  de  la 
sphère  i»r  ce  pian  auxiliaire. 

143.  Problème.  —  Déterminer 
les  points  d'intersection  d'une 
sphère  avee  une  horizontale  ou 
ane  frontale  donnée. 

Soit,  par  exemple,  à  trouver 
Ifig.  7a)  les  points  de  rencontre 
de  la  frontale  {ab,  a'b')  avec  la 
sphère  de  centre  (o,  o')  représen- 
tée par  ses  contours  apparents. 
Dans  ce  eas  parliculier,  le  plan 
projetant  horizontalement  la 
droite  est  le  plan  de  front  ab  ;  ce 
plan  coupe  la  sphère  donnée  sui- 
vant un  parallèle  de  front  pro- 
jeté horizontalement  (127)  sui- 
vant le  segment  cd  et  veilicalement  suivant  le  cercle  de  diamètre 
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«'tf.  Or,  ce  parallèle- rencontre  la  droite  {ab,  ab')  aux  deux  points 
projetés  verticalement  en  m'  et  n'  que  l'on  rappelle  ensuite  en  m  et 
n  sur  ab .  Ces  points  (m,  m'),  [it,  n']  sunl  par  conséquent  ceux  où 
la  droite  rencontre  la  sphère. 

Ponctuation.  —  Représentons  la  surface  de  la  sphère  supposée  opa- 
que. La  portion  (mn,  m'n')  de  la  droite  donnée,  comprise  à  l'intérieur 
de  la  splière  est  cachée  sur  les  deux  projections.  En  outre,  le  point 
(n,  n')  étant  au-dessous  du  plan  horizontal  H'  qui  contient  le  contour 
apparent  horizontal  de  la  sphère  est  sur  l'hémisphère  caché  de  cette 
sphère  ;  donc  en  projection  horizontale  la  portion  iid  de  la  droite 
est  cachée  par  la  surface  opaque  de  la  sphère.  Au  contraire,  les 
demi-droites  indéfinies  am  et  db  sont  vues,  car  le  point  (m,  m')  situé 
sur  l'hémisphère  supérieur  est  vu. 

De  même,  la  droite  (ab,  a'b')  est  tout  entière  en  arrière  du  plan  de 
front  F  contenant  le  contour  apparent  vertical  ;  donc  les  segments 
£'m',  n'f  de  la  projection  verticale  sont  cachés  par  la  surface  opaque 
de  la  sphère. 

Si  l'on  avait  supposé  la  sphère  pleine  et  solide.  les  segments 
mn  et  ra'n  auraient  dû  être  représentés  en  trait  enlevé,  car  la  portion 
de  la  droite  intérieure  à  la  sphfcrc  aurait  été  noyée  dans  le  solide. 

114.  Problème.  —  Déterminer  les  points  d'intersection  d'une 
droite  quelconque  avec  une  sphère  définie  par  ses  contours  apparents. 

Premier  procédé.  —  Soit,  par  exemple,  à  déterminer  les  points 
de  rencontre  de  la  droite  (ab,  a'b')  avec  la  sphère  (o,  o')  ifig.  -/S). 
Nous  pouvons  ramener  ce  problème  au  précédent  en  rendant  la  droite 
de  front  par  an  changement  de  plan  vertical;  pour  cela,  il  suffît  de 
prendre  comme  nouveau  plan  vertical  de  projection  un  plan  paral- 
lèle au  plan  vertical  ab  projetant  horizontalement  la  droite. 

Dans  l'épure,  nous  avons  pris  pour  nouveau  plan  vertical  de  pro- 
jection xiyi  le  plan  vertical  ab  lui-même  et  comme  plan  horizontal 
de  projection  le  plan  H'  contenant  le  contour  apparent  horizontal  de 
la  sphère.  Par  conséquent,  le  pioint  (c,  c')  où  la  droite  rencontre  ce 
plan  H'  a  une  cote  nulle  dans  le  système  a'iyi  et  sa  nouvelle  pro- 
jection verticale  cj  coïncide  avec  c  ;  si  nous  considérons  maintenant 
le  point  (d,  d'),  sa  nouvelle  cote  est  mesurée  par  la  distance  o'd'  et  sa 
nouvelle  projection  verticale  d,  s'obtient  en  portant  sur  la  perpen- 
diculaire élevée  en  d  à  Xiyi  la  longueur  drf,  égale  à  o'd';  c,d\  est  alors 
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tion  vcriicale  de  la  droite  dans  le  nouveau  système  de  pro- 
I.  jections.  Quant  au  centre  de  la 

sphère,  il  est  aussi  dans  le  plan 
horizontal  choisi  comme  plan  de 
projection;  sa  cote  est  donc  nulle 
et  sa  nouvelle  projection  verti- 
cale oi  se  trouve  au  pied  de  la 
perpendiculaire  abaissée  de  o  sur 

Le  pian  vertical  œiy,  qui  con- 
tient la  droite  donnée  coupe  la 
sphère  suivant  un  parallèle  de 
front  dans  îe  nouveau  système  de 
projections  ;  ce  parallèle  a  pour 
diamètre  e/  et  sa  projection  ver- 
ticale, qui  a  pour  centre  la  pro- 
jection verticale  du  centre  de  ia 
sphère,  est  par  conséquent  le 
cercle  de  centre  ci,  et  de  rayon 
oje  (ii7i.  Ce  cercle  rencontre  la 
nouvelle  projection  verticale  c^dj 
do  la  droiteaux  pomts  m,  et  «i, 
que  l'on  rappelle  horizontale- 
ment en  m  et  71  sur  ab  puis  en 
projection  verticale  cih'.  Les  points  cheiches 
et  («,  «'). 

n'aura  pas  de  peine  à  justifier  la  ponctuation  que  nous 
en  représentant  la  surface  de  ia  sphère  supposée  opaque. 


145,  Remarque.  —  Au  lieu  de  faire  un  changement  de  plan  ver- 
tical, on  aurait  pu  employer  un  rabattement.  On  peut,  du  reste,  se 
rendre  compte  immédiatement,  dans  la  figure  78,  que  le  cercle  de 
diamètre  e/  est  le  rahattement  du  petit  cercle  intersection  de  la: 
sphère  avec  le  plan  vertical  ah  lorsqu'on  rabat  ce  plan  sur  le  plan 
horizontal  H';  demème,  cX  estie  rabattementde  ladroite  (ab,  a'b')- 
Les  constructions  que  nous  avons  expliquées  au  moyen  d'un  chan- 
gement de  plan  vertical  peuvent  donc  encore  se  justîlier  par  ce 
rabattement. 
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146.   Deuxième  procédé.  — 
rencontre  de  la  droite  {ab,  a'b')  a' 


A 

/ 
m' 

! 

'Z. 

H 

/ 

T--, 

d 

A 

-  Soit  encorp  à  trouver  le?  poinis  de 
«ecla  sph&re  (o,  o')  (flg.  7^)-  Prenons, 
cette    fois,    comme    plan 
6'  auxiliaire    le    plan    déter- 

miné par  le  centre  de  la 
aphcre  et  la  droite  {ab, 
n'b').  Ce  plan  coupe  la 
sphère  suivant  un  grand 
cercle  C  et  si  on  le  rabat 
sur  le  plan  liorizontal  H' 
passant  par  le  centre  de 
la  sphère,  ce  grand  cercle 
vient  coïncider  avec  le 
c  ont  OUI  apparent  horizon- 
tdl  ;  après  le  rabattement 
l\  sa   projection    liorizonfale 

est  donc  le  cercle  C  Dans 
ce  rabattement,  la  char- 
nière est  l'horizontale  (oc, 
o'c')  joignant  le  centre  de 
la  sphère  au  point  (c.  c'} 
où  ta  droite  (ab,  a'b']  coupe 
le  plan  horizontal  H'  ; 
\  pour  avoir  le  rabattement 

j,     ,^  de     la    droite    (ab,    a'b'), 

on  remarque  alors  que  le 
point  (c,  c')  situé  sur  la  charnière  ne  bouge  pas,  de  sorte  qu'il  suffit 
de  rabattre  un  deuxième  point  ;  dans  l'épure,  noua  avons  rabattu  le 
point  {d,  d')  dont  les  projections  sont  sur  la  ligne  de  rappel  00'  ;  le 
triangle  rectangle  dSda  de  rabattement  de  ce  point,  où  dd^  =  o'd', 
nous  a  permis  d'obt«nir  le  rabattement  cherché  di.  Le  rnbattement 
de  la  droite  est  cdi  ;  il  rencontre  le  cercle  C  aux  deux  iioints  mi 
et  11  ;  en  relevant  ces  points  on  obtient  sans  difficulté  en  (m.  m') 
et  [n,  n')  les  projections  des  points  où  la  droite  [ab,  a'b')  rencontre 
la  sphère. 

Ponclaation.  -~  Nous  avons  supposé  la  sphère  solide.  Le  segment 
(mn,  m'n')  de  la  droite  intérieur  à  celte  sphère  est  alors  enlevé.  Sur 
la  projection  horizontale  le  segment  em  est  caché  par  la  surface  de  la 
sphère,  puisque  le  point  (m,  m')  est  au-dessous  du  contour  apparent 
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horizontal.  De  même,  les  points  (m,  m')  el  (n,  i')  situés  en  arrière 
■du  contour  apparent  vertical  sont  cachés  sur  la  projection  verticale  ; 
par  suite,  sur  cette  projection,  les  segments  m'/'  et  n'g'  sont  cachés. 
Tout  le  reste  est  vu. 


147.  Cas  particulier.  —  Intersiclion  d'une  sphère  avec  ana  droite 
dont  l'ane  des  projections  passe  par  la  projection  de  même  nom  du  centre 
delà  sphère. 

Dans  ce  cas  particulier,  une  rotation  est  préférable  à  un  cliange- 
ment  de  plan  ou  à  un  j-abattement,  parce  qu'elle  n'erig-e  que  des 
«onstruclions  plus  simples. 

Ainsi,  soit  à  chercher  les  points  de  rencontre  de  la  sphère  {o,  o') 
avec  la  droite  [ab,  a'b']  dont  la  projection  verticale  a'b'  passe  par  la 
projection  verticale  o'  du  centre 
de  la  sphère  [fig.  76).  Prenons 
comme  plan  auxiliaire  le  plan  de 
bout  a'b'  projetant  verticalement 
la  droite.  Ce  plan  coupe  la  sphère 
suivant  un  grand  cercle  et  ce 
sont  les  points  où  ce  grand  cercle 
rencontre  la  droite  qu'il  faut  dé  - 
terminer.  Pour  cela,  faisons  tour- 
ner le  plan  de  bout  a'b'  autour 
de  la  droite  do  bout  passant  par 
le  centre  de  la  sphère  jusqu'à 
l'amener  en  coïncidence  avec  ie 
pian  horizontal  H'  passant  par 
(0,0')  ;  après  cette  rotation,  le 
grand  cercle  d'intersection  vient 
coïncider  avec  le  contour  appa- 
rent horizontal  et  par  suite  se 
projette  suivant  le  cercle  G.  Dans 
la  rotation,  le  point  (a,  a')  où 
la  droite  (ab,  a'b')  rencontre  la 
un  autre  point  quelconque  (6,  6') 
de  cette  droite  a  pour  nouvelles  projections  bi,  6',  après  la  rotation, 
et  on  a  en  (a&i.  a'b\}  les  projections  de  la  droite  dans  sa  nouvelle 
position.  La  droite  abi  rencontre  te  cercle  C  aux  deux  points  mi  et 
n,  ■  ce  sont  les  projections  horizontales  des  points  d'intersection  de  la 


droite  de  bout  o'  ne  bouge  pas  ; 
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sphère  et  de  la  droite  après  la  rotation.  On  en  déduit  aisément  les 
projections  {m,  m'),  (n,  n')  de  ces  points  avant  ia rotation. 

La  ponctuation  a  été  établie  en  supposant  la  surface  de  la  sphère 
opaque. 

Remarque.  —  Les  constructions  précédentes  s'appliquent  en  parti- 
culier à  la  recherche  de  l'intersection  d'une  sphère  avec  une  droite 
passant  par  son  centre. 


'i^--. 


148.  Prolilème.  —  Déterminer  tes  points  de  rencontre  d'une  droile 
el  d'une  sphère  représentées  en  Géométrie  cotée. 

Preœierprocédé.    —  Soit  à    trouver  les  points  où   la    droite 
a{3)b{5]  rencontre  la  sphère  ayant  pour  centre  le  point  0(3)  et  dont 
le  contour  apparent  est  projeté 
/  suivant  le  cercle  G  {fig.  76} . 

Prenons  comme  plan  auxiliaire 
le  plan  vertical  xy  projetant  la 
droite  et  cherchons  par  consé- 
quent les  points  où  le  cercle  d'in- 
tersection de  la  sphère  par  ce  plan 
vertical  rencontre  la  droite  don- 
née (li.)- 

Poui  que  les  explications  soient 
plus  claires,  considérons  le  sys- 
li  me  de  projections  défini  par  le 
phn  horizontal  de  cote  a  pas- 
sant par  le  lentie  de  h  sphèie 
,    -frfafe  ^(  p.j,    ig  piao  ■\erlical  xy    Dans 

"       '  te    système      le    centre     de     la 

ifig.  76  sphcre  elant  danv  le  plan  hoii- 

zontdl  se  projette  veilicilement 
sur  ay  au  pied  o'  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  o  Le 
cercle  d'intersection  de  la  sphère  tt  du  plan  *ertiLal  iy  est  pro 
jeté  horizontalement  suivant  le  segment  de  verticalement  suivdnt 
le  cercle  y  ayant  pour  diamètre  le  segment  tie  (la-)  On  obtient, 
enfin  la  projection  verticale  a'e  de  la  droite  en  joignant  le  point 
a  (ou  a')  où  cette  droite  rencnntie  le  plan  hoiiznntal  de  cote  a  au 
point  &  projection  verticale  du  point  i  ^  (1^=1  unitéde  l'écheile). 
o'c'  rencontre  le  cercle    -f  aux  points   m  et  n     qui   --e  rappellent 
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horizontalement  en  m  et  n.  Les  points  de  rencontre  de  la  droite 
a(a)b(5)  avec  la  spiiÈre  sont  aiors  ceux  dont  les  projections  sont 
m  et  n  et  les  cotes  respectives  ;  a  —  mm'  et  2  +  nn'. 

Pour  établir  la  ponctuation,  on  a  supposé  la  surface  de  la.  sphère 
opaque. 

149.  Rehabque.  —  Dans  la  figure  76,  le  cercle  ■;'  de  diamètre  ed 
peut  être  considéré  comme  le  rabattement  du  petit  cercl'e  d'intersec- 
lion  de  la  sphère  et  du  plan  vertical  xy  lorsqu'on  rabat  ce  plan-  sur 
leplan  horizontal  de  cote  2;  de  même,  a'c'  est  le  rabattement  de  la 
droite  tt(3ic{3]  et  m' et  n'  sont  les  rabattements  des  points  cherchés. 


150.  Deuxième  procédé.  —  Employons  maintenant  comme  plan 
auxiliaire  le  plan  déterminé 
parlecentre  o(a)  de  la  sphère 
et  la  droite  donnée  o(2)i)(5) 
{flg.  77I.  Ce  plan  coupe  ta 
sphère  suivant  un  grand  cer- 
cle et  il  faut  chercher  les 
points  où  la  droite  rencontre 
ce  grand  cercle.  Pour  celai 
rabattons  le  plan  o(a)o(a)&(â) 
sur  le  plan  hori?-onlal  de  cote 
2  passant  par  le  centre  de  la 
sphère  ;  ia  charnière  est  alors 
l'horizontale  o{a)o{a).  Le  grand 
cercle  d'inlersection  se  rabat 
sur  le  contour  apparent  hori- 
zontal lui-même,  car  le  centre 
0(2)  du  cercle  situé  sur  la  charnière  ne  bouge  pas  et  par  suite  le 
grand  cercle  est  projeté  après  le  rabattement,  suivant  le  cercle  C  ;. 
la  droite  û(a)(){5)  se  rabat  en  abi.  suivant  la  droite  joignant  le 
point  a  où  elle  rencontre  la  charnière  au  point  b,,  rabattement  du 
point  i)(5)  {bh  =  3  unités  de  l'échelle).  Les  points  m,  et  m  où  ab, 
rencontre  le  cercle  G  sont  alors  les  rabattements  des  points  cherchés. 
On  en  déduit  aisément  leurs  projections  m  et  n  ;  quant  à  leurs  cotes, 
on  les  obtient  en  considérant  ces  points  comme  appartenant  à  la 
droite  a(a)b{5]. 

ChOLLET  tl  MlNBlB,    II.  7 
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Section  plane  de  la  sphère. 

151.  On  démontre  en  Gcomctrie  que  la  section  d'une  splière  par 
un  plan  est  une  circonférence  dont  le  centre  est  la  projection  du  centre 
de  la  sphère  sur  le  plan  sécant. 

Pour  définir  sur  une  épure  les  ellipses  projections  de  cette  circon- 
férence :  1°  on  peut  en  construire  les  axes  de  symétrie  et  (es  sommets  ; 
2°  on  peut  aussi  en  déterminer  un  poini  quelconque  et  la  langenle  en  ce 
point  ;  dans  ce  cas,  on  emploie  la  méthode  générale  suivante. 


152.  MÉi 


plans  auxiliaires  des  pli 

les  projections  du  cercle   G   soieut 

et  137). 


R  DÉTERMINATION    DUS  POIWT    yLEH-ONQUE 

DE  LA  SECTION  —  boicnt  S  la 
sphère  et  P  le  plan  sécant 
ifiq  78I  on  considèie  un  plan 
aaxdmire  A  qui  coupe  la  sphère 
S  sunantun,  cercle  L  pt  le  plan  P 
suivant  une  droite  D  le  cercle  C 
et  la  dtoite  D  se  coupent  en 
général  en  deux  points  M  et  N  , 
ces  deuï  pomls,  situes  \  la  fois 
gurlasphere  S  etdangleplan  P, 
son!  rteut  points  delà  section 

ChouL  des  plans  auxiliaires    — 

Pout    que  les  constructions  auï 

quelle*!  donne  lieu  celte  méthode 

soient  simples,  ou  prend  comme 

koruontam:  ou  de  front,  de  manieie  que 

cle   facile  à   tracer    \,ia5 


1  point  quelconque  de  la  section  est  définie 


1S3.  La  tangente 
par  le  théorème  suivant. 

Théorème.  ~  La  tangente  en  an  point  d'une  section  plane  est 
droite  d^ intersection  du  plan  sécant  et  du  plan  tangent  à  la  sphère 
point  considéré. 
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Eq  effet,  la  tangente  MT  à  la  section  plane  -f  (yîg.  78]  est  située  dans 
le  plan  dû,  cette  courbe,  c'est  à-dire  dans  le  plan  sécant  P.  Comme 
cette  courbe  ■(  est  située  sur  la  surface  de  la  sphère,  ia  tangente  MT 
est  aussi  dans  le  plan  Q  tangent  à  la  sphère  au  point  M  (no.  à")-  La 
tangente  MT  située  dans  les  deux  plans  P  (sécant)  et  Q  (tangent)  est 
donc  leur  intersection. 

154.  I.  Cas  particulier.  —  Déterminer  Vinlersection  d'ane  sphère 
avec  un  plan  perpendïcalaire  à  l'un  des  plans  de  projeetion. 

Soit  à  déterminer  l'intersection  du  plan  de  hout  PaQ  avec  la  sphère 


de  centre  (0.  o')  figurée  par  ses  deux  contours  apparents  (fig.  jq). 
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lo  Centre.  —  Le  centre  de  la  section  est  le  pied  {oi,  u>']  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  centre  de  la  sphère  sur  le  pian  sécant. 

3"  Projection  verticale.  —  La  projection  verticale  du  cercle  d'intei'- 
section  se  réduit  au  segment  a'V  de  la  trace  verticale  du  plan  de  bout 
comprise  à  l'intérieur  de  la  projection  du  contour  apparent  vertical 
(ii6). 

3"  Sommets  de  ta  projection  horizontale.  —  La  projection  horizontale 
est  une  ellipse  qui  a  pour  centre  le  point  u  et  dont  les  axes  sont  les 
projections  du  diamètre  horizontal  delà  circonférence  d'intersection 
et  du  diamètre  perpendiculaire  à  celui-ci  (loa,  i"). 

Or  l!horizon taie  passant  par  le  centre  (oi,  lu')  delacirconférenc*  est 
la  droite  de  bout  {mh,  w'/i'J  du  plan  PaQ  ;  la  perpendiculaire  menée 
par  le  point  (uj,  tu')  h.  celte  horizontale  est  la  frontale  (w/,  oi'f).  Les 
extrémités  des  diamètres  de  la  citconCéreoce  dirigés  suivant  ces 
droites  sont  les  points  où  elles  rencontrent  la  sphère.  On  remarque 
immédiatement  que  la  fronlale  (lo/,  ai'f)  située  dans  le  plan  de  ft'ont 
passant  par  le  centre  de  la  sphère,  rencontre  le  contour  apparent  ver- 
tical aux  points  (a,  a'),  [b,  b')  :  les  points  a  et  6  sont  donc  les  extré- 
mités du  petit  axe  de  la  projection  horizontale. 

Quant  au  diamètre  de  la  circonférence  dirigé  suivant  l'horizontale 
((oh,  <a'h').  ii  se  projette  horizontalement  en  vraie  grandeur;  mais 
a'b'  est  aussi  la  vraie  grandeur  du  diamètre  de  cette  circonférence  ;  on 
obtient  donc  les  eïtrémités  du  grand  axe  de  la  projection  horizontale 
en  portant  sur  luk  les  longueurs  me  et  (od  égales  à  oi'a'. 

\.yant  amsi  !es  quatre  'sommets  o  6  c  d  de  1  ellipse  projection 
hoi  zontilo  de  la  section  on  peut  facdement  construire  cette  ellipse 
pai  point'  en  ufihsant  le'i  piocédes  géométriques  connus  (ii4|.  Mais 
on  peut  également  obtenir  directement  un  point  quelconque  de 
1  ellipse  project  or 

4"  Poi  I  g  el  onqae  de  la  projection  hoitzoniale  et  tangente  en  ce 
point  ^-  Emi.lojons  la  méthode  indiquée  au  n  l'ia  Coupons  la 
«pheie  et  le  plan  sécant  par  un  plan  hori7  ntal  quelconque  H'.  Ce 
plan  détermine  dan  la  sphère  un  parallèle  projet  horizontalement 
suivant  le  cercle  de  diamitre  ey  il  ciupc  te  plan  IiQ  suivant  la 
droite  debout  [i/  i)j  Cetle  droite  et  le  parallèle  e  rencontrent  aux 
points  (m,  m'J,  {n,  n  J  qui  sont  deux  points  de  l'inlcrsection. 

La  tangente  au  point  (m,  m')  est  l'intersection  du  plan  sécant  et 
du  plan  tangent  à  la  sphère  au  même  point.  On  connaît  déjà  un 
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premier  point  de  cette  intersection,  le  point  (m,  m')  ;  il  suffit  d'en 
trouver  un  second.  Pour  cela,  coupons  !e  plan  langent  et  le  plan 
sécant  par  le  plan  horizontal  H',  passant  par  le  centre  de  la  sphère. 
Ce  plan  horizontal  auxiliaire  coupe  le  plan  sécant  suivant  la  droite  de 
bout  {kl,  k'V).  li  coupe  le  plan  tangent  suivant  une  horizontale;  or, 
les  horizontales  du  plan  tangent  sont  perpendiculaires  au  rayon  de 
la  sphère  aboutissant  au  point  {m,  m'),  c'est-à-dire  que  leurs  projec- 
tions horizontales  sont  perpendiculaires  à  om  ;  d'autre  part,  la  fron- 
tale (mr,  mV)  du  plan  tangent,  frontale  dont  la  projection  verticale 
est  perpendiculaire  à  o'm',  rencontre  le  plan  horizontal  HJ  au  point 
{r,  r')  ;  ce  point  appartient  donc  à  l'horizontale  du  pian  tangent 
située  dans  le  plan  horizontal  H^  ;  par  suite,  cette  horizontale  est 
projetée  horizontalement  suivant  la  perpendiculaire  H  k  om  ;  elle 
rencontre  la  droite  [kl,  k'V)  au  point  (i,  !') .  Ce  point  est  le  deuxième 
point  cherché  de  la  iangente  :  cette  tangente  est  par  conséquent  la 
droite  {tnl,  m'I']. 

5"  Points  sur  le  contour  apparenl  horizontal.—  Il  ne  faut  pas  oublier 
de  déterminer  les  pointa  où  le  cercle  d'intersection  rencontre  te  con- 
tour apparent  horizontal  de  la  sphère;  car  la  détermination  de  ces 
points  est  indispensable  pour  la  ponctuation  de  la  projection  hori- 
zontale de  la  section  ;  en  effet,  c'est  en  ces  points  que  la  section 
passe  de  l'hémisphère  supérieur  de  la  sphère  qui  est  vu  en  entier 
à  l'hémisphère  inférieur  qui  est  caché  (117).  C'est  donc  en  ces  points 
que  la  ponctuation  de  la  section  se  modifie. 

Pour  obtenir  CCS  points,  il  suffit  de  prendre  comme  plan  auxiliaire 
(i5a}  le  plan  horizontal  H,  qui  passe  par  le  centre  (0.  0'}  de  la  sphère. 
Ce  plan  coupe  la  sphère  suivant  un  grand  cercle  projeté  horizontale- 
ment suivant  le  contour  apparent  horizontal  (C,  C'|  et  le  plan  sécant 
suivant  l'horizontale  {kt,  k'I').  Les  points  (p,  p'}  et  \q,  q']  communs  à 
cette  horizontale  et  au  cercle  (G,  C)    sont  les  points  cherchés. 

A.UX  points  p  et  q  l'ellipse  est  tangente  au  cercle  C  ;  en  effet,  les 
tangentes  en  (p,  p']  et  (g,  q']  à  la  section  et  au  contour  apparent  hovi- 
zootal  ont  même  projection  horizontale,  puisqu'elles  sont  contenues 
dans  le  plan  tangent  h  la  sphère  en  ces  points  et  que  ces  plans  tan- 
gents sont  verticaux.  Ceci  résulte  d'ailleurs  du  théorème  général 
démontré  précédemment  (iiS). 

6°  Poncluation.  —  Supposons  la  surface  de  la  sphère  opaque.  En 
projeclion  verticale,  le  segment  a'b'  est  vu  tout  entier  parce  qu'il  est 
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la  projection  du  demi-cercle  d'iiiteraeclion  situé  en  avant  du  plan  de 
front  contenant  le  contour  apparent  vertical.  En  projection  horizon- 
tale, l'arc  pdnatncq  est  va,  car  il  est  facile  de  se  rendre  compte  sur 
la  projection  verticale  qu'il  est  la  projection  de  la  portion  de  la  cir- 
conférence située  au-dessus  du  plan  du  contour  apparent  horizontal  ; 
au  contraire,  l'arc  pbq  est  caché  comme  projection  de  la  portion 
de  la  circonférence  située  sur  l'hémisphère  caché,  c'est-à-dire  au- 
dessous  du  plan  horizontal  H^ . 

On  aurait  à  faire  des  constructions  tout  h  fait  analogues  pour  déter- 
miner l'intersection  d'une  sphère  avec  un  plan  vertical. 

155.  11.  Cas  géuéral.  —  Déterminer  l'intersection  d'ane  sphère  et 
d'an  plan  quelconque,  définis  dans  an  système  de  deux  plans  de  pro- 
jection . 

Première  méthode.  Déterminaïion  des  axes  des  deux  projegtiors. 
—  Pour  définir  les  deux  ellipses  projections  de  la  section,  on  peut 
chercher  leurs  axes.  Pour  cela,  on  ramène  la  recherche  de  l'intersectien 
ian  plan  quelconque  avec  une  sphère  au  cas  parlieutier  trailéaa  it"  i54. 
Il  suffit  pour  cela  de  faire  an  changement  de  plan  vertical  ou  an  chan- 
gement de  plan  horizontal  de  manière  à  amener  successivement  te  plan 
sécant  à  être  de  boai,  pais  vertical.  Le  lecteur  a  pu  se  rendre  compte, 
en  effet,  que  lorsque  le  plan  sécant  est  perpendiculaire  à  l'un  des 
plans  de  projection,  il  est  très  aisé  de  déterminer  rapidement  les  axes 
de  la  projection  sur  l'autre  plan  de  projection. 

156.  Ainsi,  soit  à  chercher  la  secUon  de  la  sphère  de  centre  (o,  o') 
définie  par  ses  deux  contours  apparents  avec  le  plan  déterminé  par 
l'horizontale  et  la  frontale  concourantes  {ah,  a'h'),  (af,  a'f)  {fig.  80), 

l'Axes  de  ta  projection  horizontale. —  Rendons  leplan  sécant  debout; 
il  faut  (I,  a4i)  que  la  nouvelle  ligne  de  terre  x^y,  soit  perpendicu- 
laire aux  horizontales  de  ce  plan.  En  faisant  passer  cette  ligne  de 
terre  x,yi  par  le  point  0  et  en  élevant  en  même  temps  le  plan 
horizontal  de  projection  jusqu'au  centre  de  la  sphère,  le  centre  se 
trouve  alors  sur  x,y, ,  ses  deux  projections  0,  o,  coïncident  et  le  con- 
tour apparent  vertical  de  la  sphère  dans  le  nouveau  système  de  pro- 
jections a  sa  projection  verticale  confondue  avec  le  cercle  C,  projec- 
tion horizontale  du  contour  apparent  horizontal  (i3Sj.  On  évite  ainsi 
le  tracé  d'une  nouvelle  circonférence. 
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Dans  ce  système,  la  trace  horizontale  du  plan  sécant  est  l'horizoû- 
tale  (a^,  a'p'l  intersection  du  plan  donné  avec  le  plan  horizontal  H' 


passant  par  (o,  o').  Le  point  ■{  où  a^  rencontre  a,  yi  est  donc  un 
premier  point  de  la  nouvelle  trace  verticale  du  plan  sécant  ;  pour  en 
avoir  un  deuxième  point,  il  suffit  de  chercher  la  nouvelle  projection 
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verticale  d'un  point  quelconque  du  plan  sécant  ;  nous  avons  cons- 
truit dans  l'épure  celle  du  point  (a,  a')  en  portant  sur  la  perpen- 
dicuLaire  abaissée  de  a  sur  11;,^,  la  longueur  60;  égale  à  la  cote  S'^a' 
de  ce  point  par  rapport  au  nouveau  plan  horizontal  de  projection 
H'.  La  trace  verticale  du  plan  sécant  dans  le  système  Xiji  est  donc 
■ja\.  Dès  lors,  pour  avoir  les  axes  de  la  projection  horizontale,  il 
suffît  d'eflecluer  les  cens ti'uc lions  expliquées  au  n"  i54. 

Le  centre  de  la  section  est  ie  point  (to.  w\),  pied  de  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  centre  de  la  sphère  sur  le  plan  de  bout  ^ia\.  La 
trace  verticale  de  ce  plan  rencontrant  le  contour  apparent  vertical 
auï  points  (b,  b\),  (c,  o\).  les  points  &  et  c  sont  les  sommets  du 
petit  axe  de  l'ellipse.  En  menant  l'horizontale  du  plan  sécant  passant 
par  le  centre  de  la  section  et  en  portant  sur  la  projection  horizon- 
tale de  cette  droite  les  longueurs  wd  et  me  égales  au  rayon  (o',bî  du 
cercle  d'intersection,  on  a  en  d  et  e  les  sommets  du  grand  axe. 

157.  a-  Axes  de  la  projection  verticale.  —  Par  analogie  avec  ce  qui 
précède,  on  obtient  lesaxes  delà  projection  verticale  en  rendant  le  plan 
sécant  vertical.  Pour  cela  (a3)  prenons  comme  ligne  de  terre  auxi- 
liaire une  droite  Xîyi  perpendiculaire  aux  frontales  du  plan.  Dans 
l'épure,  nous  avons  fait  passer  cette  ligne  de  terre  par  le  point  o'  et 
nous  avons  pris  comme  plan  vertical  do  projection  le  plan  do  front 
passant  par  le  centre  de  la  sphère.  De  cette  manière,  le  centre  de  la 
sphère  se  trouve  sur  la  ligne  de  terre  et  ses  deux  projections  02,  0' 
X  système  de  projections  coïncident  ;  de  plus,  ii  n'est 
e  de  tracer  la  nouvelle  projection  horizontale  du  contour 
apparent  horizontal,  car  elle  est  confondue  avec  la  projection  verti- 
cale C'i  du  contour  apparent  vertical  (i35). 

La  trace  verticale  du  plan  sécant,  dans  le  système  Xiyi,  est  alors 
la  Trontale  (;rp,  t'f')  de  ce  plan  contenue  dans  le  plan  de  front  pas- 
sant par  le  centre  de  la  sphère.  Le  point  >.  où  elle  rencontre  x^yi  est 
un  premier  point  de  la  trace  horizontale  ;  poui  on  obtenir  un 
deuxième,  nous  avons  cherché  la  nouvelle  projection  horizontale  aa 
du  point  (a,  a'}  en  portant  sur  la  ligne  de  rappel  a'jia  la  longueur 
H^aî  égale  à  l'éloignement  a]i  de  ce  point  par  rapport  au  plan  de 
front  passant  par  le  centre  de  la  sphère.  La  ti'ace  horizontale  du  plan 
sécant  dans  le  nouveau  système  de  projections  est  donc  Xa^. 

Le  centre  du  cercle  d'intersection  est  le  point  ib>2.  v'j,  pied  de  la 
perpendiculaire  abaissée  du  centre   (oa.  o')   de  la  sphère  sur  ie  plan 
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vertical  ffaXç'.  Pour  vérifier  l' exactitude  dea  constructions,  on  s'assure 
que  les  pointa  {oi,  ut'}  sont  sur  une  même  ligne  de  rappel, 

La  trace  horizontale  J.^^  du  plan  sécant  rencontre  le  contour  appa- 
rent horizontal  de  la  sphère  aux  points  (ga,  g'),  (/(j,  k')  et  les  points 
g',  k'  sont  les  sommets  du  petit  axe  de  la  projection  verticale.  Quant 
au  grand  axe,  il  est  la  projection  du  diamètre  de  front  de  ia  section  ; 
ce  diamètre  se  projette  verticalement  suivant  la  parallèle  menée  par 
tu'  à  la  frontale  a'f".  d'autre  part,  comme  g^ki  est  aussi  un  diamètre 
de  la  circonférence  d'intersection,  on  obtient  les  extrémités  du  grand 
axe  de  l'ellipse  en  portant  sur  ia  frontale  du  point  ru'  les  longueurs 
lu'i'  et  w'j'  égales  à  tiiagi. 

158.  Remarques.  I.  —  Les  longueurs  de  et  i'f  doivent  être  égales 
entre  elles  comme  égales  l'une  et  l'autre  au  diamètre  du  cercle  d'in- 
tersection. 

II.  —  Les  points  de  la  section  projetés  horizontalement  en  d  et  e 
sont  les  extrémités  du  diamètre  horizontal  de  la  section  ;  ils  se  pro- 
jettent verticalement  en  d'  et  e',  k  l'intersection  des  lignes  de  rappel 
des  points  d  et  e  et  de  la  perpendiculaire  aux  lignes  de  rappel  menée 
par  tu'. 

De  même,  les  extrémités  du  diamèlre  de  front,  projetées  verticale- 
ment en  i'eif,  se  projettent  horizontalement  en  ietj  à  l'intersec- 
tion des  lignes  de  rappel  des  points  i'  et  /  avec  la  projection  hori- 
zontale de  la  frontale  du  plan  sécant  passant  par  le  point  (uj,  lo'). 

159.  3°  Poinls  de  l'inlersecUon  silués  sur  les  contoars  apparents  de 

On  obtient  les  points  situés  sur  le  conioar  apparent  horizontal  C  en 
prenant  comme  plan  auxiliaire  (i52)  le  plan  horizontal  H'  qui  passe 
par  le  centre  de  la  sphère.  Ce  plan  coupe  la  sphère  suivant  le  cercle 
(C,  C)  et  le  plan  sécant  suivant  l'horizontale  (a^,  a'|î')  qui  se  ren- 
contrent aux  poinls  cherchés  (m,  m')  et  (n,  n').  Aux  points  m  et  n, 
le  cercle  C  et  l'ellipse  projection  horizontale  de  la  section  sont  tan- 
gents (ii8). 

De  même,  on  obtient  les  points  situés  sur  le  eonlour  apparent  verti- 
cal G'i  en  prenant  comme  plan  auxiliaire  (i5a)leplan de  front  F  qui 
contient  le  centre  de  la  sphère.  Ce  plan  coupe  la  sphère  suivant  le 
cercle   (Ci,  Gj)  et  le  plan  sécant  suivant  la  frontale   {if,  ;'?')    qui  se 
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rencontrent  aux  points  cherchés  {p.  p'\  et  (g.  q').  Aus  points  p'et  <;' 
le  cercle  Ci  et  l'eUipse  projection  verticale  delà  section  sont  tan- 
gents (118). 

160.  4"  Ponclualion.  —  La  sphère  étant  supposée  opaque,  on  voit 
que  le  point  (e,  è').  par  exemple,  est  au-dessus  du  plan  horizontal  H' 
qui  contient  le  contour  apparent  horizontal  de  la  sphère.  Donc  ce 
point  est  vu  en  projection  horizontale  et  il  en  est  de  même  de  l'arc 
de  l'intersection  projeté  en  nebpidm  ;  au  contraire,  l'arc  pi'ojeté  en 
mejqn  est  caché,  car  il  appartient  à  rhémisphère  situé  au-dessous  du 
plan  horizontal  H'. 

De  même,  le  point  (e,  e'\  est  en  avant  du  plan  de  front  F  conte- 
nant le  contour  apparent  vertical, '^ar  suite  il  est  vu  en  projection 
verticale  ;  l'arc  de  l'intersection  projeté  verticalement  en  q'n'e'k'p', 
qui  contient  ce  point  est  donc  vu  sur  cette  projection  ;  au  contraire, 
l'arc  projeté  en  q'j'g'm'd'i'p'  est  caché,  car  il  est  situé  sur  l'hémisphère 
situé  en  arrière  du  plan  de  front  F, . 

Reuarque.  —  On  voit  que  sur  chaque  projection  de  la  section,  les 
parties  vues  et  les  parties  cachées  sont  séparées  par  les  points  où 
cette  section  rencontre  le  contour  apparent  de  même  nom  ;  c'est 
pourquoi  il  ne  faut  jamais  oublier  de  déterminer  ces  points. 


161.  Deuxièmk  méthode.  ^  On  peut  aussi  déterminer  autant  de 
points  de  la  section  que  l'on  veut  par  l'emploi  de  plans  auxiliaires 
horizontaux  ou  de  front  (loa).  Avec  un  nombre  de  points  assez  res- 
treint et  les  points  situés  sur  les  deux  contours  apparents  (i54,  5°) 
on  peut  ensuite  tracer  avec  une  exactitude  suffisante  les  deux  ellipses 
projections  horizontale  et  verticale  du  cercle  d'intersection. 

Soit,  par  exemple,  à  déterminer  l'intersection  de  la  sphère  (0,  o') 
avec  le  plan  défini  par  les  droites  concourantes  (06,  a'b'),  (oc,  a'c') 

[fk-  8.1 

Appliquons  la  méthode  générale  indiquée  {iSa). 

162,  1=  Détermination  d'an  point  quelconque.  —  Coupons  la  sphère 
et  le  plan  sécant  par  le  plan  auxiliaire  horizontal  H'.  Ce  plan  coupe 
la  sphère  suivant  le  parallèle  projeté  suivant  le  cercle  (y,  y']  et  ie 
plan  sécant  suivant  l'horizontale  (6c,  b'c');    cette  horizontale  ren- 
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contre  le   parallèle  (y,   y')  aux  deux  points  (m,  m'|,  (ti,  li')  qui  son l 


deux  points  de  l'intersection. 

163.  2"  Tangente  au  point  [m,  m').  —  Nous  aurons  la  tangente  ai 
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point  (m,  m'|,  en, cherchant  l'intersection  du  plan  tangent  à  la  sphère 
«n  ce  point  avec  le  plan  sécant  (i53).  Noua  connaissons  d^à  un  pre- 
mier point  de  cette  intersection,  le  point  (m,  m'),  point  de  contact  de 
la  tangente.  I!  suffit  donc  d'en  déterminer  un  deuxième  point.  Pour 
cela,  coupons  les  deux  plans  par  un  plan  auxiliaire,  par  exemple  par 
le  plan  horizontal  Hj  passant  par  le  ceriti-e  de  la  sphère.  Ce  plan 
horizontal  coupe  le  plan  sécant  suivant  l'horizontale  (de,  dte'],  paral- 
lèle à  (6c,  b'c'). 

Pour  avoir  ensuite  la  droite  d'intersection  de  ce  même  plan  hori- 
zontal et  du  plan  tangent,  nous  remarquons  que  cette  droite  est  une 
horizontale  et  par  conséquent  que  sa  projection  horizontale  est  per- 
pendiculaire à  om,  projection  horizontale  du  rayon  de  la  sphère 
aboutissant  au  point  de  contact;  or,  la  frontale  [mf,  m'f]  menée  par 
le  point  (m,  m'}  dans  le  plan  tangent  [m'f  est  perpendiculaire  à  o'm') 
perce  le  plan  horizontal  W,  au  point  (/,  f'\,  et  ce  point  appartient 
■évidemment  à  l'horizontale  d'intereection  du  plan  HJ  et  du  plan 
tangent.  Cette  horizontale  est  donc  la  droite  [ft,  f't']  dont  la  projec- 
tion horizontale  est  la  perpendiculaire  abaissée  de  /  sur  om  ;  le 
point  {t,  l'i  où  elle  rencontre  {de,  die')  est  donc  un  point  de  la  tan- 
gente à  la  section  au  point  {m,  m')  ;  par  conséquent  les  projections 
de  cette  tangente  sont  {tm,  i'm']. 

164.  ^0  points  de  l'intersection  s'Uaés  sur  tes  conioars  apparents  de 
la  sphère.  —  On  procède  comme  il  a  ét^  indiqué  au  n"  iSg.  Le  plan 
auxiliaire  horizontal  H,  coupe  la  sphère  suivant  le  cet  cle  (C  (  ),  le 
plan  sécant  suivant  l'horizontale  (de,  d'e')  qui  donnent  le**  deux 
points  [g,  g')  et  {h,  h']  situés  sur  le  contour  apparent  horizontal  ; 
aux  points  g  et  h  le  cercle  C  et  l'eUipse  projection  hoiizonlale  de  la 
section  sont  tangents  (ii8|. 

Le  plan  auxiliaire  de  front  V  coupe  la  sphère  sm\ant  le  cercle 
(Cj,  Cjl  et  le  plan  sécant  suivant  la  frontale  (ij,  ij  )  qui  donnent  les 
■deux  points  (fc,  k')  et  (i,  1')  situés  sur  le  contoui  appaienl  vertical. 
Aux  points  k'  et  l',  le  cercle  G'  et  l'ellipse  projection  verticale  de  la 
section  sont  tangents  (ii8). 

U  est  alors  facile  de  tracer  les  deux  ellipses  projections. 

165.  i"  Ponctaation.  —  Le  lecLeur  n'aura  aucune  peine  à  justifier 
la  ponctuation  des  deux  ellipses. 
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166.  Problème.  —  Déterminer  la  section  faite  dans  une  sphère,  dé- 
finie en  géométrie  cotée,  par  Je  plan  de  deux  droites  concourantes  dont 
on  donne  les  projections  cotées. 

Soient,   par  exemple.  0(3)  le  centre  de  la  sphère,   C  la  projection 


horizontale  de  son  contour  apparent  et  a{o)b(i],  a{o]c{3)  les  deux 
droites  définissant  le  plan  sécant  [fig.  82.'. 


Méthodr.  —  NOTIS 


encove  ce  problème  a  celui  traité  ai 
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n°  i5i,  en  introduisant  un  plan  vertical  auxiliaire  de  projection 
perpendiculaire  au  plan  sécant,  de  manière  que  dans  le  système 
des  deux:  plans  de  projections  ainsi  défini,  le  plan  sécant  soit  un  plan 
de  bout. 

Dans  l'épure,  nous  avons  pris  comme  pian  vertical  de  projection  le 
plan  vertical  xy  mené  par  le  centre  de  la  sphère  perpendiculairement 
à  l'horizontale  6(3)c(3)  du  plan  sécant;  nous  avons  également  pris 
comme  plan  horizontal  de  projection  celui  qui  passe  par  le  centre  de 
la  sphère.  De  cette  manière,  le  centre  de  la  sphère  se  trouve  situé  sur 
la  ligne  de  terre  et  ses  projections  o,  o'  sont  confondues.  De  plus, 
le  contour  apparent  vertical  de  la  sphère  se  projette  verticalement 
suivant  le  cercle  G  déjà  tracé  (i35). 

La  trace  horizontale  du  plan  sécant,  dans  ce  système  de  projections, 
est  l'horizontale  c(3)b{3).  Le  point  «(o)  se  projette  verticalement  en  a', 
sur  la  perpendiculaire  abaissée  de  a  sur  ay,  à  une  distance  aa'  de 
la  ligne  de  terre  égale  à  3  unités  de  l'échelle.  Par  conséquent,  puis- 
que, dans  le  système  ii^.  le  plan  sécant  est  un  plan  de  bout,  sa  trace 
verticale  est  la  droite  ^a'  joignant  le  point  a'  au  point  fi  où  la  trace 
horizontale  rencontre  œj. 

167,  I"  Sommets  de  la  projection.  —  Il  nous  sulllt  maintenant  de 
recommencer  les  constructions  expliquées  au  n"  i54  pour  obtenir  la 
projection  do  la  section  cherchée.  Le  centre  de  cette  section  est  le 
point  ((O,  ui'),  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  la 
sphère  sur  le  plan  de  bout  c^d'  ;  sa  cote  est  3  +  low'.  La  trace  ver- 
ticale du  plan  rencontre  le  contour  apparent  vertical  aui  pointa 
(d,  rf),  (e,  e'),  par  suite  d  et  e  sont  les  sommets  du  petit  axe  de  la 
section;  leurs  cotes,  dans  l'espace,  sont  3  +<iii'  et  3  — ee'.  Quant 
au  grand  axe,  c'est  la  projection  du  diamètre  horizontal  du  cercle 
d'intersection;  il  est  donc  dirigé  suivant  la  droite  wui'  et  ses  e.ttré- 
mités  sont  les  points  /et  g  obtenus  en  portant  sur  cette  droite  les 
longueurs  mf  et  mg  égales  au  rayon  oi'd'  du  cercle  dans  l'espace.  Les 
coles  de  ces  points  sont  évidemment  égales  à  celle  du  centre  (u),  oj'). 

168.  a°  Points  situés  sur  le  contour  apparent  de  la  sphère.  —  On 
obtient  ces  points  en  prenant  comme  plan  auxiliaire  (i^a)  le  plan 
horizontal  de  cote  3  qui  contient  le  centre  de  la  sphère.  Ce  plan 
coupe  la  sphère  suivant  le  cercle  projeté  en  G  et  le  plan  suivant 
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l'horizontale  6(3)c(3)  qui  se  rencontrent  aan  points  cherchés  r(3)  et 
s(3).  En  ces  points,  le  cercle  C  et  l'ellipse  projection  de  la  section 
sont  tangents  (ii8). 

169.  3"  Point  quelconque  et  lanqenle,  —  On  obtient  un  point  quel- 
conque de  l'intersection  en  coupant  lu  sphère  et  le  plan  donné  par 
un  plan  horizontal  ausiliaire  {i5s).  ainsi,  le  plan  horizontal,  dont  la 
trace  verticale  H'  dans  le  système  de  projections  défini  plus  haut 
est  parallèle  à  xy,  coupe  le  plan  sécant  suivant  la  droite  projetée 
horizontalement  en  kl  et  la  splière  suivant  le  parallèle  de  diamètre 
(0".  i'f)-  Cette  droite  et  ce  parallèle  se  coupent  aux  points  projetés 
en  m  et  n  et  dont  les  cotes  sont  égales  à  3  -i-  ii,  approximativement 
5  sur  l'épure  :  ce  sont  deux  points  de  la  section. 

La  tangente  au  point  M  de  la  section,  projeté  en  m,  est  l'intersec- 
tion du  plan  tangent  à  la  sphère  en  ce  point  avec  le  plan  sécant  (i53). 
On  connait  un  premier  point  de  celte  intersection,  c'est  le  point  M;  il 
suffit  donc  d'en  trouver  un  deuxième.  Pour  cela,  coupons  les  deux 
plans  par  un  plan  auxiliaire,  par  exemple  par  le  plan  horizontal 
de  cote  3.  Ce  plan  coupe  le  plan  sécant  suivant  l'horizontale  b(3)c{3)  ; 
11  coupe  le  plan  tangent  suivant  une  autre  horizontale  dont  la 
projection  est  perpendiculaire  à  ia  projection  cm  du  rayon  de  la 
sphère  aboutissant  au  point  do  contact  Mais,  d'autre  part,  la  fron- 
tale [mp,  m'p')  menée  par  (m.  m')  dans  le  plan  tangent  [m'p'  est  pei'- 
pendiculaire  à  o'm')  rencontre  le  plan  horizontal  de  cote  3  au  point 
(p,p')  et  ce  point  appartient  évidemment  à  l'horizontale  de  cote  3  du 
plan  tangent.  Donc  cette  horizontale  a  pour  projection  la  perpendi- 
culaire pq  abaissée  de  p  sur  om  ;  elle  rencontre  l'horizontale  &(3)i;(3) 
au  point  ;(3)  de  sorte  que  la  tangente  cherchée  est  projetée  en  Im. 
La  tangente  à  l  elhpse  au  point  n  symétrique  du  point  m  par  rapport 
au  petit  a'^e  de  a  obtient  immédiatement  en  joignant  le  point  n  au 
point  de  rencontre  6  du  petit  axe  et  de  ia  tangente  en  m, 

^0  Ponetiiation  —  On  voit  immédiatement  que  l'arc  du  cercle  d'in- 
tersection projeté  en  rfndmgs  est  va,  tandis  que  le  reste  est  caché. 

%  ■VI- 
Plans  tangents  à  la  sphère. 

170.  Problème.  ■ —  Mener  à  ane  sphère  un  plan  ianyeni  parallèle  à 
an  pian  donné. 
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Solution  géométrique-  —  Supposons  le  problème  fésoIu  et  soit 
Q  un  plan  parallèle  au  plan  donné  P  et  tangent  à  la  sphère  0  au 
point  M  ijig.  83).  Le  rayon  OM  est  perpendiculaire  au  plan  Q  {ii5,  4') 
et  par  suite  au  pian  P.  Le  point  de  contact  est  donc  l'un  des  points 
de  rencontre  (M  ou  M')  de  la  sphère  avec  la  perpendiculaire  abaissée 
de  son  centre  sur  le  plan  donné  P.  Le  problème  admet  par  suite  deux 
solutions,  qinel  que  soit  le  plan  P. 

171.  Solution  graphique.  —  i°  Soit  à  mener  à  la  sphère  (o,  o') 
définie  par  ses  deux  con- 
tours apparents  les  plans 
tangents  parallèles  au  plan 
déterminé  par  l'horizon- 
tale et  la  frontale  concou- 
rantes {ah,  a'h'},  {af,  a'f) 
iftg.  84). 

La  perpendiculaire  abais- 
sée du  centre  [o,  o')  sur  le 
pian  P  a  sa  projection  ho- 
rizontale od  perpendicu- 
laire à  ah  et  sa  projection 
verticale  o'd'  perpendicu- 
laire à  a'f  (I,  170,  Rcni.). 
Pour  ti'ouver  les  points 
Fig.  Si  d'intersection  de  la  sphère 

et  de  la  droite  {od,  o'd'), 
prenons  comme  plan  auxiliaire  (i4i)  le  plan  vertical  od  proje- 
tant horizontalement  la  droite.  Ce  plan  coupe  la  sphère  suivant 
un  grand  cercle  el  ce  sont  les  points  où  ce  grand  cercle  rencontre  la 
droite  qu'il  faut  chercher.  Pour  cela,  faisons  tourner  le  plan  vertical 
od  autour  de  la  verticale  passant  par  le  centre  de  la  sphère  jusqu'à 
l'amener  en  coïncidence  avec  le  plan  de  front  F  passant  par  (o,  o')  ; 
après  cette  rotation  le  grand  cercle  se  projette  verticalement  suivant 
le  cercle  G.  Dans  cette  rotation,  le  point  [o,  0')  situé  sur  l'axe  ne 
bouge  pas  ;  un  autre  point  (d,  d']  de  la  diwite  a  pour  nouvelles  pro- 
jections (di,  dî)  après  la  rotation  et  on  a  en  {od,  o'rfj)  les  nouvelles 
projections  de  la  droite  dans  sa  nouvelle  position.  La  droite  o'd^  ren- 
contre le  cercle  C  en  deux  points  m',  et  n\  ;  ce  sont  les  projections 
verticales  des  points  d'intersection  de  la  droite  et  de  la  sphère  après  la. 
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.1  les  projections  (m,  m'),  (n,  n')  de  ces 
points  avant larotation(3i}. 
Il  reste  à  mener  par 
chacun  de  ces  points  le 
plan  parallèle  au  plan  don- 
né (I,  1^5)  ou  à  construire 
le  plan  tangent  à  la 
sphèi'c  en  ces  points  (iSs). 

172.  Géoméirie  cotée. 
—  Soit  à  mener  à  la  sphère 
de  centre  o(4)  et  dont  le 
contour  apparent  en  pro- 
jpcticn  est  le  cercle  G  l/la 
■n)  un  plan  tangent  parai 
lele  au  plan  P  dèfmi  pai 
on  échelle  de  pente 

La  perpendiculaire  abdi" 
scL  du  centie  o|4|  '"Jr  le 
plan  P  1  pour  projection 
la  patallcle  o/  menée  par 
le   point    0    -I   1  échelle   de 


Flg.  Si 


pente  donnée  P  ;  son  in- 
tervalle étant  bc  (T,  73I,  il 
est  facile  d'obtenir,  par 
exemple,  le  point  e(5)  de 
cette  perpendiculaire. 

On  obtient  les  points  de 
rencontre  de  la  droite 
oli|e(5|  et  de  la  sphère 
en  rabattant  sur  le  plan 
de  cote  !>  le  plan  verti- 
cal eg  projetant  la  droite 
(i  ',q).  Le  grand  cercle  d"in- 
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tersection  avec  la  sphère  se  rabat  suivant  la  circonférence  C  ;  la 
droite  est  rabattue  en  oei  et  les  rabattements  nii  et  ni  donnent 
en  m  et  n  de  cotes  respectives  i  ■+  mnti  et  4  —  nrti  les  points  de 
contact  des  plans  cherchés  et  de  la  sphère. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  construire  (i36)  l'horizontale  ft(i)I|jl)  du  plan 
tangent  en  celui  de  ses  points  qui  est  projeté  en  m,  pour  pouvoir 
figurer  une  échelle  de  pente  Q  de  ce  plan,  paraîlMe  au  plan  P. 

le  droite iioitiiée  unplan  langent  à  unesphère 

ions  le  problème  résolu  et  soit  P  un 
:t  louchont  1b  sphère  0  au  point  M 
{fig.  86).  Le  rajon  OM  per- 
pendiculnire  à  P  est  perpon- 
diciilsire  il  AB,  qui  est  une 
droite  du  plan  P  ;  par  OM 
on  peut  donc  faire  passer  un 
plan  Q  perpendiculaire  J.  AB. 
Ce  plan  Q  rencontre  AB  au 
point  l  et  cowpe  la  sphère 
suivant  un  grand  cercle  V 
passant  par  le  point  M,  la  tan- 
gente en  ce  point  8ii  cercle  r 
ost  d'ailleurs  la  droite  IM.  On 
Pjjj.  B6  en  conclut  que  pour  avoir  le 

plan  tangent  chcrch(5,  il  suffit 
de  mener  par  le  centra  de  la  sphère  le  plan  perpendiculaire  à  AB,  de  déter- 
miner le  point  do  rencontre  I  de  ce  plan  et  de  la  droite  AB,  ainsi  que  le 
grand  cercle  F  suivant  lequel  il  coupe  la  sphère  et  enfin  de  mener  par  le 
point  1  une  tangente  IM  au  cercle  F  ;  cette  tangente  détermine  avec  AB  le 
plan  tangent  demandé. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  qu'on  puisse  mener  par  le  point 
I  des  tangentes  au  cercle  F,  c'est-à-dire  que  le  point  1  soit  eitérîeur  au  cercle 
F  et  par  suite  extérieur  â  la  sphère.  Comme  1  est  le  point  de  AB  le  plus  rap- 
proché de  0,  cela  revient  à  dire  quela  droite  AB  no  doit  pastouperla  sphère. 
Le  problème  admet  alors  deux  solutions  données  par  les  dcui  tangentes  IM  et 
IN  menées  du  point  I  au  cercle  F. 

Kemibque.  —  Une  autre  solution  sera  développée  plus  loin  |3Gii). 

ni.  Solution  graphique.  —  i"  Soit  à  mener  par  la  droite  {ab,  o'ft'Jun 
plan  tangent  à  la  sphère  définie  par  son  centre  (o.  o']  el  par  ses  deux  contours 
apparents  (%.  87). 

Menons  d'abord  par  le  centre  (0,  o')  le  plan  Q  perpendiculaire  à  la  droite 
ab,  ail)  (1,  173)  ;  ce  plan  est  défini  par  l'horizontale  (oh,  o'ft'|  et  la  frontale 
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{of,  o'f}.  Pour  obtenir  le  point  commun  à  ce  plan  et  à  la  droite  (06,  a'b'\  n. 
prenons  comme  plan  aniiliaire  le  plan  vertical  ab  qui  coupe  le  plar 
suivant  la  droite  {cd.  c'd'},  d'où  le  point  cherché  [i,  i']. 

Pour  mener  par  ce  point  [i,  >'}  les  tangentes  au  grand  cercle  section  di 


FiR.  87 

sphère  par  le  plan  Q,  noue  rabattons  ce  plan  Q  surle  plan  horizontal  passant 
par  le  centre  de  la  sphère  ;  la  cbamière  est  l'horizontale  {oh,  o'Il').  Le  grand 
cercle  rabattu  a  sa  projection  horizontale  confondue  avec  le  cercle  C  de  con- 
tour apparent  horizontal.  Le  point  (i,  i').  après  le  rabattement,  se  projette  an 
ii,  obtenu  à  r»ide du  triangle  rectangle  kii,  dans  lequel  115  =  1'».  Parlepoint 
(1,  on  mène  alors  tes  tangentes  Um,  et  i,ni  k  la  circonférence  G  ;  nii  et  n, 
sont  l^  rabattements  des  points  de  contact  des  plans  cherchés  et  de  la  sphère. 

On  obtient  la  projection  horizontale  nt  du  point  rabattu  en  nii  i  l'intersec- 
tion de  la  perpendiculaire  mi  [i  à  la  charnière  oh  et  de  la  droite  ip  projection 
de  la  droite  rabattue  en  i^p. 

En  rappelant  ip  en  i''fi'  siir  la  projection  verticale,  on  obtient  en  m'  la  pro- 
jection verticale  du  point  de  contact  cherché  (m,  m]. 
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a  droitu   «13)  h{t,]   un   pian  li 


ità  la  droite 

rixontale  de 
•uit  l'inler- 
iddiatement 


goirt  î  la  splière  définie  par  9on  centre  o|(i|  cl  la  projection  G  de  si 
apparent  horizontal  {fig.SB). 

Construisons  d'abord  le  pUn  mené  par  ol/i|  perpendicalaiiremeiit 
donnée  il.  7G). 

La  perpendiculaire  oï  abaissée  de  0  sur  ab  est  la  projection  hori 
l'iiorizontale  de  cote  li  de  ce  plan,  de  sorte  qu'après  avoir  constru 
"salie  bc  inverse  de  celui  de  la  droite  AB,  on  peuloonslrui 
et  graduer  une  échelle  de  pente  Q,  Pour  obtenir  le  point  1 
droite  AB  et  du  plan  Q,  On  détermine  dabord  (I,  66,  3°|  le  point  u  où  se 
■eoupenl  les  projections  o/et  be  des  horizontales  de  cotes  î  et  i  s'appuyanl 
sur  Aiï  et  sur  la  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  projetée  suivant 
l'échelle  de  penle  Q  ;  en  abaissant  ensuile  la  perpendiculaire  lai  sur  ab,  on  a 
ia  projectiori  i  du  point  cherché  ;  sa  cote  s'obtient  en  le  considérant  comme 
appartenant  à  la  droite  AD  ou  au  plan  Q. 

Lorsqu'on  rabat  le  pian    Q    sur  le  plan   horizontal  de  cote  fi  en  1c  faisant 
tournpr  autour  de  l'horiîontale  o(S)e[i),  le  grand  cercle  P  d'intersection  de  ce 
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ClHCONSCniT 


pour  rabattre  le   point 


fst  ri 


atlu  suivant  le  coiilour  apparcuUiorizontal  C  ; 
1  remarque  que  le  triangle  reclsnp  e  dbc,   déji 


mblablB  a 
du  plan  Q,  de  sorte  qu'e. 
paralièle  ctij  i  cd  jusqu'au  point  ij  où  elle  rencontre  wi,  et 

menées  du  point  1  au  grand  cercle  f  sont  rabattues  eiil 
iimi  ol  îi»!  au  cercle  C;  la  première,  par  eieniple,  rem 
BU  point  ((4)  e 


lu  e 


e  relève 


oint 


comme  appartenant  au  plan  Q.  L'u 
défini  par  les  droites  AB  et  1T,  la  direclior 
aisé  d'en  construire  une  écbelle  de  pente 
Pour  avoir  le  relèvement  du  poini  de 
Issue  de  i  au  cercle   T,   comme  la  droite 


a  pro)ec 


s'obtient  en  le  considérant 
tangents  cherchés  est  donc 
B  ses  horizontales  est  M  et  il  est 

>nlact  de  la  deuïième  tangente 
I,  ne  rencontre  pas  la  charnièi'e 
se  le  relèvement  du  point  mi  et 
lu  point  de  contact  du  deuxième 


plan  langent. 


i  vil. 


s  circonscrite  et  inscrite  ô 


ne.  Problème, 


■■  le  unlre  et  le  rayon  de  ta  spkèm  dont  la  surface 
conlieiil  les  qualie  sonimels  d'un  lUraidre 
\spheTe  circoiiseiitt) , 

Solution  géométrique.  —  Lo  centre 
0  de  la  sphère  circonscrite  est  équidistant 
des  quatre  sommets  A,  B,  C.  D  du  tétraèdre 
ih-  ^91-  "  est  donc  dans  les  plans  menés 
perpendiculairement  à  chacune  des  arêtes 
par  leur  milieu  et  aussi  sur  les  droites 
perpendiculaires  au  plan  de  chaque  face 
menées  par  le  eenlre   du  cercle  ci 


Fii!,  8!>  m.    Solution   graphique,—   Soit 

tétraèdre  défini  par  les  projeclions  [a,  al 
[b,  b'),  ic,  c'),  [à,  d')  de  ses  quatre  sommets  dont  les  trois  premiers  sont  dsi 
le  plan  horizontal  {^g,  90J. 

I"  Détermination  du  centre  de  la  sphère  circonscrite.  —  l'u  premier  lieu  gà 
métrique  de  ce  point  est  la  perpendiculaire  au  plan  du  triangle  {abc,  a'b'i 
menée  par  le  centre  (e,  e')  du  cercle  circonscrit  à  ce  Iriangle.  Celte  lîroite  e 
verticale  puisque  le  plan  du  triangle  est  horisontal. 
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Un  autre  lieu  du  centre  est  le  plan  perpendiculaire  à  l'arête  {da,  d'o'\  mené 


pSr  le  point  (m,  m'),  milieu  de  cette  arête.  Ce  plan  est  défini  par  l'horizon- 
tale (m*,  m'A')  et  la  frontale  [mf.  m'f]  {h  17s). 

Pour  trouver  l'intersection  de  ce  plan  avec  la  verticale  du  point  (^,  e'),  on 
est  ramené  à  trouver  la  projection  verticale  0'  du  point  du  plan  dont  la  pro- 
jection horizontale  0  coïncide  avec  le  point  e.  A  cet  effet,  on  mène  la  frontale 
du  plan  dont  la  projection  horizontale  eQ  passe  par  ê;  le  point  [g,  g'}  où 
cette  droite  rencontre  l'horizontale  (mk,  ni'ft')  permet  de  définir  la  projection 
verticale  de  cette  frontale  g'o'  q.«l  rencontre  la  verticale  du  point  (e,  «')  au 
poiiîl  cherché  0'.  Le  centre  de  la  sphère  est  donc  le  point  (0,  o'| . 

1'  Raj)0»  de  la  sphère.  —  On  l'obtient  en  cherchant  la  distance  du   point 
(o,  0')  à  l'un  des  sommels  du  tétraèdre,   (6,  6'|   par  esemple.  Pour  cela,  par 
une  rotation  autour  de  la  verticale  du  point  {«,  u')  on  amené  le  point    {li,  b'] 
■en    (61,  b[)  ;  le  rayon  est  égal  à  la  longueur  i)'b\. 
On  en  déduit  les  deux  contours  apparenta  de  la  sphèro. 


178.  Problème.  - 


ï(  le  raijon  rfe  la  sphsri 


Solution  géométrique,  —  l.e  contre   O   de  ci 
plans  des  quatre  faces  du  tétraèdre  est  éi^uidistsiit 
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SPHÈRES    CFRCONSCBITB    ET    INSCRITE    A    liN    TÉTRAÈDRE  119 

«st  par  suite  situa  dans  les  plans  bissecteurs  intérieurs  des  diËdrcs  du  tétraèdre 
(Gaivy,  Giomltrie,  388).  Si  donc  parmi  les  ai ï  arêtes  du  (itraèdre,  on  en  choi- 
sit Irais  qui  ne  passent  pas  par  le  mêrae  sommet,  les  trois  plans  blssecleurs 
inlérieurs  des  dièdres  correspondants   se  coupent  en  un   point   qui   ost   le 


179.  Solution  graphique.  ~  Soit  le  tétraèdre  défini  par  le 


)ont  dans  le  plan  liorirontal  {/ig.  91). 

I'  Détermiialiaa  du  centre  de  la  sphère  tnsaUe.  —  Définissons  d'abord  les  trois 
plans  bissecteurs  intérieurs  des  dièdres  d'arêtes  [ah,  a'b'),  {he,  b'&},  [ca,  c'a'). 
A  cet  effet,  pour  obtenir  le  recliligne  du  dièdre  {ab,  a'b'],  menons  par  le  som- 
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1^0  LA    SPHÈHE 

mat  {d.  d']  le  plan  ïertioal  df  perpendiculaire  à  l'arâle  {ab,  a'b')  ;  rendons  ce 
rectiligne  de  front  par  une  rotation  aiitonr  de  la  verticale  du  point  [d,  d');  le 
point  [f.  f)  vient  en  {f^,  /",)  Dt  le  reoliligne  se  projette  alors  verticalement  en 
vraie  grandeur  en  5/jd  .  Menons  alors  la  bissectrice  f^e[  de  cet  angle  et 
sur  celle  droite  prenons  le  point  {g^,  g'^)  situé  dans  le  plan  horizonlal  qui  a 
pour  trace  verticale  H'.  La  rotation  inierse  de  celle  qui  a  êlé  faite  ramène  ce 
point  dans  la  position  |j},  g']  et  l'horizontale  du  plan  bissecteur  située  dans 
le  plan  H'  est  projetée  horizontalement  suivant  la  droite  gk  menée  par  le 
point  g  parallèlement  h.  la  trace  horizontale  ab  du  plan  bissecteur. 

Des  constructions  analogues  déterminent  en  d't\S  et  d'o,S  les  vraies  gran- 
deurs des  reclilignes  des  deux  dièdres  d'aréles  {ac,  a'C]  et  {bc,  b'c']  ;  puis  en 
mn  et  pq  les  projections  horizontales  des  droites  des  deux  plans  bissecteurs 
situées  dans  le  plan  hurizontal  H.'. 

En  joignant  les  points  a,  b,  c  communs  aux  horizontales  de  cote  zéro  des 
plans  bissecteurs  aux  points  s,  t,  u  communs  aux  horizontales  des  mêmes 
plans  situées  dans  le  plan  H.',  on  obtient  en  su,  tb,  uc  les  projections  horizon-  . 
taies  des  intersections  de  ces  plans  pris  deux  a  deux.  On  a  une  tiéniicalioa  de 
l'eiactitude  des  constructions  en  constatant  que  ces  trois  droites  concourent 
en  un  point  i  projection  horizontale  du  point  commun  aux  trois  pians  bissec- 
teurs. c'est-B-dire  du  centre  de  la  sphère  inscrite. 

Le  point  i  se  rappelle  verticalement  en  i'  sur  la  droite  s'a',  projection  ver- 
ticale de  sa. 

î°  Rayoa  de  la  spUre.  —  Le  rayon  de  la  sphère  inscrite  est  la  distance  du 
point  (i,  t'I  au  plan  de  l'ujie  quelconque  dos  faces  du  tétraèdre  ;  il  est  donc 
égal  J  la  longueur  i'a,  dislance  de  ce  point  an  plan  horizontal  qui  contient 
l'une  des  faces.  On  en  déduit  les  deux  contours  apparents  de  la  splièrc. 


1.  Trouver  les  points  d'intersection  d'une  horizontale  donnée  e 
ine  sphère  donnée. 

2.  Mener  à  une  sphère  un  plan  tangent  perpendiculaire  :  i"  so 
Ane  droite  donnée;  a"  soit  à  deux  plans  donnés  non  parallèles. 


4.  Mener  par  un  point  donné  un  plan  tangent  à  une  sphère  e 
parallèle  à  une  direction  donnée. 
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EXERCICES 


6.  On  donne  une  sphère  et  «ne  direction  de  rayons  lumineux. 
Déterminer  un  rayon  se  réfléchissant  sur  Ja  sphère  de  manière  que 
le  rayon  réfléchi  soit  vertical  ou,  plus  généralement,  soit  perpendicu- 
laire k  un  plan  donné. 

7.  Trouver  sur  une  sphÈre  donnée  les  points  communs  à  deux 
ceixles  qu'on  définit  en  se  donnant  leurs  plans, 

8.  On  donne  deux  points  (a,  a')  et  [b,  b']  et  une  droite  (cd,  c'd'i. 
Trouver  sur  la  droite  un  point  M  tel  que  :    AB  =  BM. 

(Navale.) 

9.  On  donne  deux  plans  et  une  droite  D.  Mener  par  la  droite  un 
plan  coupant  le  dièdre  rormc  par  les  deux  plans  suivant  un.  angle 
droit. 

[Sainl-Cyr.) 

10.  On  donne  deux  points  A  et  B  et  une  droite  D.  Touver  sur 
cette  droite  un  point  M  tel  :  i°  que  le  triangle  AMB  soit  rectangle 
en  M;  i°  ou  qu'on  ait  la  relation  :  MA' +  MB' —  3AB' ;  3"  ou 
qu'on  ait  :      aMA=  3MB. 

(Sailli- Cyr.) 


12.  Par  un  point  A  d'une  sphère,  on  mène  une  droite  quelconque- 
qui  représente  un  rayon  lumineux  tombant  sur  la  sphèreau  point  A. 
Construire  le  rayon  réfléchi,  en  supposant  la  surface  de  la  sphère 
réfléchissante . 

13.  Mener  une  tangente  à  une  sphère  passant  par  un  point  donné 
sur  cette  sphère  et  rencontrant  une  droite  donnée. 

14-  Trouver  la  projection  verticale  d'une  droite  passantpar  un  point 
donné  et  tangente  à  une  sphère  donnée,  connaissant  la  projection 
horizontale  de  la  droite  cherchée. 

15.  {G^om^irie  cotée).  Trouver  la  graduation  d'une  droite  tangente 
à  une  sphère  donnée,  connaissant  sa  projection  horizontale  et  sa  pente. 

surface  d'une  sphère  et  à 
cette  sphère . 

(Saint-Cyr.) 

17.  On  donne  une  sphère  0  et  une  droite  D.  Construire  les  droites 
parallèles  à  une  direction  A  qui  rencontrent  la  droite  D  et  telles  que 
le  segment  compris  entre  leurs  points  de  rencontre  avec  D  et  avee 
la  sphère  ait  une  longueur  donnée. 

{Saûtl-Cyr.) 
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18.  Mener  par  un  point  donné  une  droite  rencontrant  une  droite 
donnée  et  située  à  une  distance  donnée  d'un  point  donné. 

{Sainl-Cyr.) 

19.  Sur  la  section  d'une  sphère  par  un  plan  P,  construire  les  points 
qui  sont  à  une  distance  donnée  d'un  plan  donné  Q. 

1  sphère  donnée  par   une 

{Sainl-Cyr.  ) 

21.  Construire  les  projections  d'un  cube  connaissant  deux  sommets 
\a,  a't  et  (g,  g')  situés  aux  extrémités  d'une  de  ses  diagonales  et  un 
point  (m,  m')  qui  appartient  à  l'une  dos  faces  du  cube  passant  par  le 
sommet  (a,  a'), 

{Sainl-Cyr.) 

22.  Un  plan  est  défini  par  une  horizontale  et  une  Tronlale  qui  se 
coupent  au  point  (o,  o')  ;  ce  point  est  le  centre  d'un  cercle  de  rayon 
donné  si  tué  dans  le  plan.  On  demande  de  construire  les  contoursappa- 
rents  d'une  sphère  passant  par  ce  cercle  et  tangente  à  la  ligne  de  terre. 

(Saint-Cyr.) 

23.  Faire  tourner  autour  d'un  axe  donné  dans  le  plan  horizontal 
un  segment  rectiligne  donné  dans  le  même  plan  jusqu'à  ce  qu'il  soit 
vu  sous  un  angle  droit  d'un  point  donné. 

{Baccalauréat.) 

24.  Sur  une  sphère  donnée  on  prend  deux  points  A.  et  B,  trouver 
un  troisième  point  C  sur  la  même  sphère,  de  façon  que  le  triangle 
ABC  soit  éqiiilatéral, 

23.  Construire  les  sphères  passant  par  trois  points  donnés  et  tan- 
gentes au  plan  horizontal. 

{Saint-Cyr.) 

26.  On  donne  une  pyramide  triaugulaire  ayant  sa  base  dans  le  plan 
horizontal.  On  la  coupe  par  un  plan  horizontal.  A.  quelle  condition 
peut-on  faire  passer  une  sphère  par  les  sommets  du  tronc  de  pyramide 
ainsi  obtenu  ?  Construire  cette  sphèreen  supposant  la  condition  rem- 
plie. 

27.  i"  Construire  les  contours  apparents  d'une  sphère  de  rayon 
donné,  tangente  à  la  ligne  de  terre,  connaissant  le  rayon  de  la  section 
déterminée  sur  elle  par  le  plan  horizontalde  projection.  3°  Construire 
l'intersection  de  la  sphère  avec  le  premier  bissecteur. 

{Sainl-Cyr.) 

28.  Construire  les  contours  apparents  d'une  sphère  sachant  qu'elle 
est  tangente  au  plan  vertical  et  qo'eUe  coupe  le  plan  horizontal  sui- 
vant un  cercle  donné, 

{Saint-Cyr.) 
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29.  On  donne  le  rabattement  sur  le  i}laii  horizontal  d'un  cercle 
sitqé  dans  un  plan  donné  PaQ.  Construire  «ne  sphère  passant  par 
ce  cercle  et  tangente  au  plan  horizontal. 

(Saiiit-Cyr .) 


31.  Mener  dans  «ne  sphère  dont  le  centre  est  dans  le  pian  hori- 
ïontal  une  corde  parallèle  à  une  droite  de  front  donnée,  de  lon- 
gueur donnée  et  dont  l'une  desextrémités  est  dans  le  plan  horizontal. 

32.  Construire  un  tétraèdre  connaissant  sa  base  ABC  dans  le  plan 
horizontal,  la  cote  du  sommet  S  et  sachant  que  les  arêtes  SA,  SB, 
se  ont  des  longueurs  proportionnelles  h  trois  nombres  donnés  m, 
n,  p.  (Sainl-Cyr.) 

33.  On  donne  une  sphère  et  une  droite.  Mener  par  la  droite  les 
plans  coupant  la  sphère  suivant  un  cercle  de  rayon  donné. 

{Samt-Cyr.) 

34.  On  donne  trois  points  dans  im  plan  de  profil.  Construire  les 
«ontours  apparents  d'une  sphère  passant  par  ces  trois  pointa  et  tan- 
gente à  un  deuxième  plan  de  profil  donné. 

35.  On  donne  trois  points  par  leurs  projections.  Trouver  un  point 
situé  à  une  même  distance  donnée  de  chacun  des  trois  premiers 

36.  On  donne  deux  droites  parallèles  dans  le  plan  horizontal  de 
projection  etun  point  {a,  a').  Construire  les  contours  apparents  d'une 
sphère  de  rayon  donné  passant  par  le  point  et  tangente  aux  deux 
droites.  (Saint-Cyr.) 

37.  Construire  une  sphère  de  rayon  donné  tangente  au  plan  hori- 
zontal etàun  plan  P  donné  par  son  échelle  de  pente,  et  passant  par 
un  point  donné.  {Saint-Cyr.) 

38.  On  donne  deus  plans  dont  les  échelles  de  pente  sont  parallè- 
les. Construire  les  sphères  tangentes  h  ces  deux  plans  et  au  plan  de 
comparaison,  et  passant  par  un  point  donné. 

39.  Construire  les  sphères  iangenles  aux  deux  plans  de  projection 
et  h  un  plan  de  profil  donné,  et  passant  par  un  point  donné. 

40.  Construire  les  contours  apparents  d'une  sphère  tangente  à 
deux  droites  données  en  deux  points  donnés. 

(Saint-Cyr.) 

il.  Trouverles  projections  de  l'intersection  de  deux  sphère?  définies 
par  leurs  centres  et  leurs  rayons.  (On  détermine  d'abord  le  plan  du 
cercle  d'intersection  et  on  est  ramené  à  la  construction  d'une  section 
plane). 
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42.  On  donne  deuxsphèies  S  et  S'.  Par  un  point  donné  mener  un 
plan  coupant  chacune  des  deux  sphères  suivant  des  cevcles  de  rayon 
donné.  (Sainl-Cyr.) 

43.0ndonnedeussegmenlarectiligncs  {ab,  a'b'}  et  {cd,  c'd).  Repré- 
senter les  projections  du  lieu  des  points  d'où  on  les  voit  tous  deux 
sous  un  angle  droit,  (Saint-Cyr.) 

44.  On  donne  trois  segments  rectilignes  {ab,  a'b'],  (cd,  &d),  [ef,  e'f)  ; 
construire  les  pointa  d'où  on  voit  ces  segments  sous  un  angle  droit. 

45.  Délerminer  les  points  d'un  plan  donné  situés  à  des  distances 
données  de  deux  points  pris  hors  du  plan. 


[Saint-Cyi-.) 


46.  Déterminer  un  point  connaissant  s 
donnés  et  à  un  plan  donné. 


X  quatre  cotés  d'un  quadri- 
(Saml-Cyr.i 


y  Google 


CHAPITRE   VIU 
CÔNE  ET  CYLINDRE  A  DIRECTRICE  CIRCULAIRE 


Propriétés  géométriques  du  cône, 

180.  DétlnlLion,  —  On  appelle  cône  ou  sarfaee  ooniqae  la  surface 
«ngendrée  par  une  droite  mobile  SA  {Jlçi.  ga),  dite  généralriae,  qui 
passe  constamment  par  un  point  fixe  S  appelé  sommet  et  qui  ren- 
contre une  courbe  (C|  nommée  directrice  on  base. 

La  directrice  peut  Être  une  courbe  quelconque,  plane  ou  gauclie. 
Noua  nous  bornerons  au  cas  où  elle  est  un 
cercle.  C'est  le  cas  du  cône  à  directrice  eircttlaire. 
Nous  supposerons  en  outre  le  sommet  S  du 
cône  hors  du  plan  P  de  ce  cercle,  pour  éviter  le 
cas  où  la  surface  conique  se  réduit  au  pian  du 
cercle  {flg.  gS). 


Le  choix  d'une  directrice  circulaire  est  surtout  commode  pour 
l'exécution  pratique  des  constructions  ;  il  n'est  pas  indispensable 
pour  la  démonstration  des  théorèmes  suivants,  qui  subsistent  comme 
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le  lecteur  s'en  apercevra   facilement,  si  la  directrice  est  une  courbe 
plane  quelconque. 

181.  Par  un  point  quelconque  M  (/(if.  93)  delà  surface  d'un  cône, 
distinct  du  sommet,  passe  une  génératrice  et  une  seule  ;  on  l'obtient 
en  joignant  le  point  M  au  sommet  S.  D'après  la  déGnilion  du  cône, 
celte  génératrice  rencontre  la  hase  du  cône  en  un  point  A. 

182.  Plan  tangent.  —  Théorème-  —  On  peut  tracer  sur  la  sur- 
face d'un  cône  une  infinité  de  courbes  passant  par  un  même  point  M  ^ 
les  tangentes  en  M  à  toutes  ces  courbes  sont  dans  un  même  plan  qu'on 
appelle  plan  TA^G^.NT  au  cône  aa  point  M. 

Soit  un  cône  de  so         t    **  (^ï^   ^  )    d    d       t         (O    t  M 

1  td    1         f       du    ô       L    g     é 
j.                            t         SM    J     p    nt  M  11 

A  t  p      t  A 

,>/  /     \\  h     q     l      qae    (t  )    il  g 

/^V^  \V  iipsatpMLtgt       (1 

/  ""/xT^K  p      t  M      t   t      d/    i        I     po 

/- 7 p"w  \  t        1      l     d  é    nt    M^  tt 

(  /  \      ■■■\  b      1      qu   11     t  1         d 

V/  \  \  jtrHdfçnilptN 

^^J^       \  )  ,  f    d  M 

^^^:;==Lc^'""  M  I     g  t  S^   d      I        f 

\.i^  Ni  p     1     d       t  I        t  B 

^  L      d         d     te     MN         AB        t 

Fig.  94  t  d       I    pi      d     g  n      t  ces 

nt      S\    t  bB 
Si.  M  restant  lixc,  "S       d  pi  H  )    t  pp      h    d    M    1 

point  B  se  déplace  su    (   )    t  se     pp      h    d    A     les  seca  t     MN    t 
AB  ont  respectivement   i  1  m  t      1      t     f,     (      MP     t  AT 

courbes   (C'|  et    (Cj,    q  f  t  d        1     pi  AT    p     t 

limite  du  plan  SAB. 

Or,   ce    plan  SAT  déi      d   d      p       t  M  d  i      d      t    i 

a  courbe  (C).  ce  qui  démontre  le  Iheorem^. 

183.  Remarque.  —  Si  on  considère  une  courbe  C  (fig.  go),  tracée 
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r  le  c6nc  et  passant  par  son  sommet,  la  sécante  SN  à  cette  courbe 
est  une  génératrice  ;  si  le  point  N  tend  vers  S, 
SN  a  pour  limite  la  tangente  ST  à  la  courbe; 
cette  tangente  est  donc  une  génératrice  du  cône. 
Le  lieu  de  ces  tangentes  est  la  surface  du  cône. 
iVu  sommet,  0  n'y  a  donc  plus  de  plan  tangent, 
:ôtie  de  tangentes. 


18't.  Corollaire  I,  —  Du  théorème  précédent 
il  résulte  que  le  plan  langent  en  an  point  de  la 
surface  d'an  cône,  distinct  du  sommet  est  déterminé: 

i"  par  la  génératrice  de  ce  point; 

2"  par  la  tangente  à  la  directrice  an  point  sitaé 
^ette  génératrice. 


183.  GopoUaire  II.  —  Le  plan  tangent  à  un  cône  est  le  même  en 
tout  point  d'une  même  génératrice. 

En  effet  les  deux  droites  qui  servent  à  définir  le  plan  tangent  (i84) 
dépendent  uniquement  de  la  génératrice  et  non  du  point  considéré 
sur  clic. 


186.  Corollaire  III.  —  Les  conditions 

pour  qu'an  plt 


et  suffisuntes 
soit  tangent  ù 
an  cône  sont  : 

i°  que  ce  plan  contienne  te 
sommet  du  cône  ; 

2"  que  sa  trace  sur  le  plan 
de  la  directrice  soit  tangente 
à  cette  courbe. 

Les  conditions  sont  néces- 
saires, d'après  le  corollaire  1 
(,84). 
Elles  sont  suffisantes,  car  si 
Pig  gg  un  plan  Q  {fig.  96)  conUent 

le  sommet  S  et  ai  sa  trace  BG 
sur  le  plan  P  de  !a  base  est  tangente  à  cette  base  en  A,  il  a  deux  droites 
communes  avec  le  plan  tangent  au  cône  au  point  A  et  par  suite  est 
confondu  avec  lui. 
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Propriétés  géométriques  du  cylindre. 

187.  Définition.  —  On  appelle  cylindre  ou  surface  cylindrique  la 
surface  engendrée  par  une  droite  mobile  AM  (flg.  97),  dite  généra- 
trice, qui  reste  parallèle  à  une  direction  flxe  a  et  qui  rencontre  une 
courbe  (G)  appelée  direcirice  ou  base, 

La  directrice  peut  être  une  courbe  quelconque,  piane  ou  gauche. 
Nous  supposerons  dans  tout  ce  qui  suit  qu'elle  est  un  cercle  :  c'est  le 


cas  du  cylindre  à  directrice  circulaire.  Nous  supposerons  en  outre  que 
la  direction  a  des  génératrices  n'est  pas  parallèle  au  plan  P  de  ce 
cercle,  pour  éviter  le  cas  où  le  cylindre  se  réduit  au  plan  du  cercle 


Le  choix  d'une  directrice  circulaire  est  surtout  commode  pour 
l'exécution  pratique  des  constructions  ;  il  n'est  pas  indispensable 
pour  la  démonstration  des  théorèmes  suivants  qui  subsistent,  comme 
le  lecteur  3'eo  apercevra  facilement,  si  la  directrice  est  une  courbe 
plane  quelconque. 

188.  Par  un  point  quelconque  M  (jlg.  97]  de  la  surface  du  cylin- 
dre passe  une  génératrice  et  une  seule  ;  on  l'obtient  en  menant  par 
M  la  parallèle  à  la  direction  i  des  généra tiicea.  D'après  la  définition 
du  cylindre  (187),  cette  génératrice  rencontre  la  base  en  un  point  A. 


189.  Plan  tangent.  —  Théorème.  —  Onpeal  tracer  i 


■  la  s 
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face  d'un  cylindre 
M  ;  tes  tangentes  t 
qa'oii  appelle  plan 


i  même  plan. 


Soient  i 


infinité  de  courbes  passant  par  u 

1  à  toutes  ces  courbes  sont  dans  u 

a  cylindre  au  point  M. 

e  de  génératrices  parallèles  à  la  droite  û  ififf.  99). 

de  directrice  (C|  et  M  unjwintdela  surface 

du  cylindre.  La  génératrice  GM  du  point 

M    rencontre  la   directrice  au    point    A. 

Traçons  sur  la  surface  du  cylindre  une 

courbe  quelconque  [C],  plane  ou  gauche, 

passant  par  M.  La  tangente  à  (C)  au  point 

M  est,   par   définition,    la    position  limite 

d'une  sécante  MK  à  cette  courbe,  lorsqu'elle 

tourne  autour  du  point  fixe  M  de  façon 

que  le  point  N  vienne  se  confondre  avec  M. 

Menons   la   génératrice  NB  du  point  N 

qui  coupe  la  directrice  au  point  B,    Les 

deux  droites  MN  et  AB  se  trouvent  dans 

j.      g^  le   plan   des  deux    génératrices    parallèles 

MA  et  KB. 

Si,  H  restant  Ûxe,  N  se  déplace  sur  la  courbe  (CI  et  se  rapproche 

de    M,    le  point  B   se  déplace  sur   (C)   et  se  rapproche  de    A  ;    les 

sécantes  SIN  et  AB  ont  respectivement  pour  limites  les  tangentes  MP 

et    AT  aux  courhes    (C)  et  (G|,    qui  se  trouvent  dans  le  plan    MAT, 

posilion  limile  du  plan  MNBA. 

Or  ce  pian  MAT  dépend  du  point  M,  mais  est  indépendant  de  la 
courbe  (C'|,  ce  qui  démontre  le  théorème. 


190.  Corollaire  I-  —  Le  plan  tvngenl  en  un  point  de /a  surface  d'un 
cylindre  est  déterminé  : 

1°  par  la  génératrice  de  ce  point; 

a»  par  la  tangente  à  la  directrice  aa  point  silué  sur  cette  génératrice, 

lyi.  Corollaire  II.  —  Le  plan  langent  à  un  cylindre  est  le  même  en 
tout  point  d'une  même  génératrice. 

En  effet,  les  deux  droites  qui  servent  à  déterminer  le  plan  tangent 
{190)  dépendent  uniquement  de  la  génératrice  et  non  du  point  consi- 
déré sur  elle. 

Chollet  ETMmECB,  11,  0 
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19â.  Corollaire  m.  —  Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
poar  qa'un  plan  soit  tangent  à  an  cylindre  sont  : 

I  °  que  ce  plan  soit  parallèle  à  la  direction  des  génératrices  ; 
2"  que  sa  trace  sur  te  plan  de  la  directrice  soit  tangente  à  cette  courbe. 
Les      conditions 
sont  nécessaires,  d'a- 
près le  coroUairR  I 
(190). 

Elles  sont  sujfi- 


plan    Q    ififf.    loo] 
ost  parallèle  à  la  di 


nératrifies    el    ! 


!nt(  à  cetlt  Iiase 


au  cylindre  au  point  A.  iigo}  et  par 


droites 

c  le  plan  tangent 


est  confondu 


clui. 


193.  Remarque,  —  On  peut  regarder  un  cylindre  comme  un  cône 
dont  le  sommet  est  rejeté  à  l'inSai  dans  la  direction  des  génératrices . 
Les  résultats  relatifs  au  cylindre  se  déduisent,  en  générai,  de  ceux 
qu'on  a  obtenus  pour  le  cône,  en  considérant  le  cylindre  comme  la 
surface  limite  d'un  cône  dont  le  sommet  s'éloigne  à  t'itiQni. 


Déterminati^i 


d'un  point  d'une  surface  conique 
ou  cylindrique. 


194.  Problème  I.  —  Un  cône  est  déHni  par  son  sommet  et  sa  direc- 
iTiee  cirealaire.  Connaissant  l'une  des  deux  projections  d'un  point  de  sa 
surface,  trouver  l'autre  fou  bien  connaissant  la  projection  horizontale 
d'un  point,  trouver  sa  colcj. 
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Méthode.  —  On  détermine  les  projections  [oa  la  projeelion  cotée)  de  hi 
généralrice  passant  par  le  point  cherché  et  on  est  ramené  à  un  problème 
connu  (I,  96)  :  déterminer  sur  une  droite  connue  un  point  dont  on  se 
donne  l'une  des  projections. 

■19S.  Premier  exenaple.  —  La  base  du  cône  est  un  cercle  de  centre 
{0,  0')  situé  dans  le  plan  liori- 
^  zontal,  et  le  sommet  est  le 

poiat  (s,  s'){fia.  ioi|. 

1°  Soit  à  trouver  les  projec- 
tions verticales  des  points  du 
cône  dont  la  projection  hori- 
zontale est  un  point  donné  a. 
La  génératrice  du  point 
cherché  est  projetée  horizon- 
talement suivant  sa  (iSi), 
elle  rencontre  la  directrice 
aux  pioints  b  et  c,  dont  les 
"^■%^  projections  verticales  b'  et  c', 

situées  sur  la  ligne  de  terre 
(I,  90).  déterminent  les  géné- 
ratrices (s6,  ^b'],  {se,  s'c')  qui  passent  par  les  points  cherchés.  La  li- 
gne de  rappel  aa  du  point  a  détermine  en  ai  et  «j  les  projections 
verticales  cherchées. 


a'  --''/'  ' 

A  /     1 

/'.{i    j 

l- 

J 

"'ùV^  j 

V 

A 

196,  La  construction  ne  donne  de  solution  que  si  la  droite  sa  coupe 
la  circonférence  o,  ce  qui  edge  que  le  point  a  soit  dans  l'angle  dse 
formé  par  les  tangentes  menées  par  le  point  «  à  la  circonférence  o 
ou  dans  l'angle  opposé  par  le  sommet.  Les  points  de  la  surface  du  cône 
se  projettent  donc  horizontalement  à  l'intéi'ieur  de  l'angle  lise  ;  c'est 
pour  cette  raison  qu'on  dit  que  les  deux  droites  sd  et  se  forment  le 
contour  apparent  horizontal  da  eâne  Nous  reviendrons  plus  loin  sur 
cette  notion  (aSS). 

197.  a"  Soit  maintenant  à  trouver  la  projection  horizontale  d'un 
point  du  cône  docit  on  donne  la  projection  verticale  en  m'  ifig,  loa), 

La  génératrice  du  point  cherché  a  pour  projeelion  verticale  s'm' 
(i8i|  qui  rencontre  la  directrice  aux  points  {n\  ni),  {n',  fia),  car  sa 
trace  horizontale  a  sa  projection  verticale  sur  xy  et  sa  projection 
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i  circonférence  o.  Les  génératrices  des  points 
cherchés  sont  donc  les  droites 
(s«i,  s'n')  et  [sn-^,  s'il'],  dont  les 
intersections  mi  el  m^  avec  la 
ligne  de  rappel  m'[i  du  point  m' 
sont  les  projections  horizontales 
demandées. 

198.  Le  problème  admet  deux 
solutions  si  la  droite  s'm'  ren- 
contre le  segment  p'q'.  projec- 
lion  verticale  de  la  circonférence 
0.  Par  suite,  les  projections  verti- 
cales des  points  de  la  surface  du 
cône  se  trouvent  à  l'intérieur  de 
l'angle  p's'q'  ou  de  son  opposé 
par  le  sommet  ;  c'est  pour  cette  raison  qu'on  dit  que  les  deux  droites 
s'p',  s'q'  forment  le  contow  apparent  vertical  du  cône.  Nous  revien- 
drons plus  loin  (258)  sur  cette  notion . 

199.  Remarque.  —  Les  problèmes  qui  viennent  d'être  traites  peu- 
vent  encore  s'énoncer  : 

Trouver  les  points  d'intersection  de  la  surface  d'un  cône  avec  une 
droite  verticale,  ceUe  qui  a  pour  trace  horizontale  le  point  a  (igS, 
fig.  ioi|,  ou  avec  une  droite  de  bout,  celle  qui  a  pour  trace  verticale 
le  point  m'  (197,  fig.  102). 


impie  (Géo 


le  cotêe\   —  La  base  du  cône 
est  un  cercle   o   du  plan  ho- 
rizontal de  cote  a,  le  sommet 
J^^-'"     /  est  le  point  s(8)     Trouver  les 

/°'^  I  cotes  des  points  de  la  surface 

fv.  /  ducôneprojelésenalji;;.  loâ). 

"^^v'  La  génératrice,  du  point  a 

*'^ï  se  projette    suivant    sa,    qui 

coupe  la  base  (i8i|  aux  points 
î)(al  et  cial.    On- est  ramené 
à    trouver     sur    les    droites 
la  cole  du  point  projeté  en  a.  Pour  cela  (1, 18),  00 
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rabat  le  plan  vertical  de  trace  sb  suv  le  pian  horizontal  de  cote  a . 
Les  points  6(a)et<!(a)  situéssurla  charnière  ne  bougent  pas,  le  point 
s(8)  se  rahat  au  point  s',  a  une  distance  de  la  charnière  égale  à  six 
unités  de  l'échelle.  Le  point  projeté  en  a  se  rabat  en  a\  ou  a'^  à  l'in- 
tersection des  gcnéra'trices  rabattues  en  s'b  et  s'c  et  de  la  perpendi- 
culaire à  la  charniÈre  menée  par  a.  En  mesurant  à  l'éclielle  les  lon- 
gueurs aa[  et  aa'^.  on  obtient  les  cotes  des  points  cherchés,  comptées 
à  partir  du  plan  horizontal  de  cote  a . 

201.  Rem*bque.  ^  Si  l'on  avait  à  répéter  le  problème  précédent 
pour  différents  points,  il  y  aurait  intérêt,  pour  éviter  de  rabattre  de 
nombreux  plans  verticaux,  à  projeter  ia  figure  sur  un  plan  verti- 
cal, ce  qui  ramènerait  ans  consIrucUons  du  premier  exemple  traité 


202.  Troisième  exemple,  —  La 


__/' 

-- 

/ 

i^ 

\ 

- 

1/     °  T- 

'^. 

y 

k,  situé  dans  un  plan  donné  par  ses  traces  PaQ  ;  la  projection  hor 
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taie  du  centre  est  un  point  donné  o.  Le  sommet  du  coiio  PSl  ]e  point  (ï,  s'| 
ilig.  io4). 

Soit  à  trouver  la  projection  verticale  d'un  point  de  la  surface  du  cône 
dont  1b  proiGclion  horiaonlale  est  le  point  a. 

La  génératrice  du  point  cherché  est  projetée  horipn ta I ornent  suivant  sa  ; 
pour  trouver  ses  points  de  rencontre  avec  la  directrice  du  cône,  on  est  ramené 
à  trouver  les  points  où  la  droite  sa  coupa  l'ellipse  projection  de  la  directrice. 
Pour  cela,  on  rabat  la  plan  PaQ  sur  le  plan  horizontal  de  projection  et  on 
cherche  les  points  communs  aui  rabattements  du  cercle  et  de  la  droite  de 
ce  plan  qui  se  projette  horizontalement  suivant  sa.  On  applique  les  construc- 
tions dé\i  indiquées  (I,  i83).  On  mène  l'horizontale  du  centre  {bo,  4V|  ;  le 
point  (6,  b']  se  rabat  en  hi  à  l'inlersection  de  la  perpendiculaire  ip  à  ta  chai- 
nière  al>  et  de  ia  circonférence  de  centre  a  et  de  rayon  ifc'.  l/horiiontale 
{bo,  b'o')  se  rabat  suivant  la  parallèle  k  af  menée  par  i,  ;  les  points  projetés 
horizontalement  en  o  et  i  ont  pour  rabattements  les  points  Oi  et  ii  et  la  droite 
du  plan  projetée  snivant  sa  se  rabat  on  di.  car  c  situé  sur  la  charnière  ne 
bouge  pas 

En  traçant  la  circonférence  do  centre  Oi  avec  le  rayon  donné,  on  obtient 
le  rabattement  de  la  directrice  qui  coupe  la  droite  ci,  aiii  points  m,  et  «i, 
raiwttements  des  points  cherchés,  dont  les  relèvements  s'obtiennent  en  nt  et 
n  |1,  187)  a  l'Intersection  de  sa  et  des  perpendiculaires  mi|j,  et  liiv  menées  â  la 
chamiÈre  par  m,  et  n,.  On  obtient  les  projections  verticales  m'  et  n'  de  ces 
deuï  points  à  l'aide  des  horizontales  passant  pjr  ces  points  I  es  génératrices 
du  cône  projetées  horizontalement  suivant  sa  ont  pour  projections  ■verti- 
cales s'm'  et  «V,  qui  coupent  en  a'^  et  u'^  la  ligne  de  rappel  du  point  a. 
Les  points  cherchés  sont  (n,  a^l  et  (a,  uj|. 

Une  construction  analogue  conduit  à  la  pro]cction  horizontale  d'un  point 
de  la  surface  du  cône  dont  la  projection  vcrtiCdlL  est  donnée 


203.  ProblÈine  11.  —  Un  cylindre  est  défini  par  la  direction  de  sen 
génératrkes  et  sa  direclrîee  eirenlaire.  Connaissant  l'une  des  deux  pro- 
jections d'an  point  de  sa  sar/ace,  trouver  l'autre  (ou  bien  connaissant 
la  projection  horizontale  d'un  point,  trouver  sa  cote). 

Méthode.  —  On  détermine  les  projections  (ou  la  projection  colée]  de 
la  génératrice  passant  par  le  point  et  on  est  ramené  à  un  problème 
connu  (l,  96)  :  déterminer  sur  une  droite  connue  un  point  dont  on 
se  donne  l'une  des  projections. 


204.  Premier  exemple.  —  La  direction  des  génératrices  est  (D, 
D'I  ifig.  io5}  ;  la  base  csL  un  cercle   de  centre  (0.  o'I,   situé  dans  un 
plan    de    front   1''   et   dont  le  rayon  est  donné. 
La     base    du    cylindre    étant    dans    le    plan   de    front     V,     so 
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idew',  suivant  la  circonférence 
o'  ei  horizontalement  suivant 
un  segment  pq  égal  a  son 
diamètre  (los). 

1°  Soit  à  trouver  la  projec- 
tion verlicale  des  points  de  la 
surface  du  cylindre  dont  la 
projection  horizontale  est  le 

La  génératrice  des  points 
cherchés  a  pour  projection 
horizonlale  la  parallèle  à  D 
menée  par  le  point  a  ;  elle 
rencontre  la  projection  hori- 
zontale de  la  directrice  au 
point  6,  auquel  correspon- 
dent deux  projections  verti- 
cales b\  et  b'i  sur  la  pro- 
.  jectioii  verticale  du  cercle 
de  base.  En  menant  par  b',  et 
ô'j  les  parallèles  à  D',  on  définit  les  projections  verticales  des 
génératrices  qui  coupent  la  ligne  de  rappel  du  point  a  aux  points 
cherchés  a[  et  a'^.  qui  avec  a  définissent  deux  points  de  la  surface 
du  cylindre. 


â05.  La  construclion  ne  donne  do  solution  que  si  la  parallèle  à  D 
menée  par  le  point  a  coupe  le  segment  pq,  ce  qui  eïigc  que  le  point 
a  se  trouve  entre  les  deux  parallèles  pr  et  qs  menées  à  D  par  les 
points  p  et  q.  Les  points  de  !a  surface  du  cylindre  se  projellent  donc 
horizontalement  entre  ces  deux  parallèles  ;  c'est  pour  cette  raison 
qu'on  dit  que  les  deux  droites  pq  et  rs  forment  le  conlour  apparent 
horizontal  da  cylindre.  Nous  reviendrons  plus  loin  (258J  sur  cette 
notion. 


206.  3"  Soit  à  Irouver  la  projection  horizontale  des  poinis  du 
cylindre  dont  la  projection  verticale  est  ie  point  m',  ifig.  lofij. 

La  génératrice  des  points  cherchés  a  pour  projection  verticale  la 
parallèle  à  D'  menée  par  m'  ;  elle  rencontre  la  projection  verticale 
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t  /  auxquels  correspondent  les  pro- 
jections horizontales  e  et  /  sur 
la  projection  horizontale  pq  de 
ia  base.  En  menant  par  e  et  / 
les  parallèles  à  D,  on  définit 
les  projections  horizontales  des 
génératrices  des  points  («,  e')  et 
If.  /)  qii  coupent  ia  ligne  de 
rappel  du  point  m  aux  points 
mi  et  m^,  projections  horizon- 
tales des  points  cherchés. 

207.  La  construction  ne  donne 
de  solution  que  si  la  parallèle  à 
D'  menée  par  m'  coupe  la  circon- 
^^     ^         '"''  férence  o',   ce  qui  exige  que  le 

\    ''s,    I  point  m  se  trouve  entre  les  deux 

\    ^i  T)  langentés  uV  et  iV  menées  à  la 

\  circonférence  o'  parallèlement  à 

"'j',  D'.  Les  points  de  la  surface  du 

Pie,  ](k;  cylindre  se  projettent  donc  verti- 

calement entre  les  droites  ix'v'  et 
l's'  ;  c'est  pour  cette  raison  qu'on  dit  que  ces  deux  droites  forment 
le  contour  apparent  vertical  du  cylindre.  Nous  reviendrons  plus  loin 


(.s 


r  cette  notion. 


208.  Reuarqlje.  —  On  remarque  que  les  deux  problèmes  qui 
viennent  d'être  traités  peuvent  s'énoncer  :  Trouver  l'intersestion  avec 
la  surjace  d'an  cylindre,  soit  d'une  droite  verticale,  celle  qui  a  pour 
trace  horizontale  le  point  a  (ao^,  jtg.  io5|,  soit  d'une  droite  de  bout, 
celle  qui  a  pour  trace  verticale  m'  (ao6.  Jig.  io6"|. 


209.  Deuxième  exemple  [Géométrie  cutée),  —  Un  cjlindre  a  pour 
base  dans  un  plan  P  défini  par  son  échelle  de  penle  (jîj.  107)  UQe  courbe 
projette  horizontalement  suivant  on  cercle  de  centre  0  et  de  rajon  donné. 
Ses  génératrices  sont  parai lÈles  à  la  droite  a{o)b{t].  Soit  à  trouver  la 
<cote    dos    pointa    du   cylindre    projetés     horizon  ta  ta  m  an  (    on     un     point 


La  génératrice  du  p 
par  m(1, 3i)  ;elle  ren( 


e  projette  si 
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te  comme  appartenant  an  plan  P.  d'où  lea  poini 
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,  etd(o,3}.  !l  faut 
chercher  les  cotes 
des  points  des  droites  paral- 
lèles à  Q(o)6[i}  menées  par 
d(o,8]  et  c(a,8l  et  dont  la  pro- 
ie ction  horizontale  est  au 
point  m,  A  cet  effet,  rabattons 
sur  la  plan  horizontal  de  pro- 
jection le  plan  vertical  de 
trace  cd. 

Les  pointe  c(2,8j  et  d(o,8| 
viennent  en  c,  et  d,  à  une 
distance  de  la  charnière  égaie 

plan  de  comparaison  le  plan 
vertical  de  Irace  ab  qui  pro- 
jette horizontalement  la  direc- 
tion des  géniralrlces  a(o)(i(i}, 
on  obtient  en  ati  la  direction 
du  rabattement   des   généra- 


t  parallè- 

las,  les  rabattements  des  génératrices  des  points  c(g,S)  et  d{o,S)  s'obtiennent 
en  menant  par  Ci  et  d,  les  parallèles  à  ab..  La  perpendiculaire  menée  par  m 
à  la  charnière  d  les  coupe  en  nii  et  m;  et  tes  cotes  des  points  cherchés  sont 
les  longueurs  inmi  et  niJHi. 

210.  Rbh*hiîub3.  —  Les  projections  des  pointa  du  cylindre  sa  trouvent  entre 
les  tangentes  ef  et  gh  ï  la  projection  de  sa  base  mcnée$  parailèlomont  i  la 
droite    ab.    Ces   deux    droites  forment   le   contour   apparent  bonmntai    du 


211.  La  base  du  cylindr 
et  du  cylindre  qui  a  pour  i 
sont  verticales.  D'après  le 


écédeiit 


a  courbe  d 


du  plan 


e  de   Daodelln,  ■ 


âlâ.  Troisième  exemple.  —  Le  cylindre  a  ses  génératrices  verti- 
cales, sa  base  est  une  circonférence   o   du  plan  horizontal  {jlg.  io8). 

La  base  est  projetée  horizon falement  en  vraie  grandeur  et  vertica- 
lement sur  la  ligne  de  terre  siiivant  un  segment  a'b'  égal  à  son 
diamètre  (loa). 

Tout  point  du  cylindre  se  projette  horizontalement  suivant  la 
trace  horizontale  de  la  verticale  de  ce  point,  qui  est  la  génératrice 
du  point;  sa  projoctionse  trouve  par  suite  sur  la  circonférence  o  (i88). 
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Il  résulte  de   là  que  la  projection  horizontale 
cylindre  nedénnil  pli 


point  du 
plusieurs 

points    du    cylindre,     mais    tous    les 
points  d'une  génératrice  verticale  {mn. 

Au  contraire,  à  la  projection  verticale 
p'  d'un  point  de  la  surface  du  cylindre 
correspondent  deux  projections  hori- 
zontales p,  et  p2  à  l'intersection  de  la 
ligne  de  rappel  p'ir  du  point  p'  et  de 
la  circonrérence  de  base  o,  lieu  des 
projections  horizontales  des  points  du 


l^'S-  'lis  RiiiiARQUES,  ~  t.   Toute   courbe  tra- 

cée sur  le  cylindre,  et  en  particulier 
sa  section  par  un  plan  quelôonqae,  a  par  suite  pour  projection  hori- 
zontale le  cercle  de  base. 

II.  ^  Des  résultais  analogues  se  présentent  pour  les  cylindres  à 
génératrices  de  bout. 


'  Les  points   A   ei  B  t 
les  points  e/ierehés. 


luterseclion  d'une  droite 
et  d'une  surface  conique 
ou  cylindrique. 

213.       MiJTIIODF.      GÉRÉIIALE.     . — 

Pour  trouver  les  points  communs 
à  une  droite  D  et  à  une  surface 
conique  ou  cylindrique  : 

1°  On  fait  passer  par  la  droite 
un  plan  auxiliaire  P  i"^.  log)  ; 

3°  On  eonsirait  la  courbe    (C) 
d'intersection  de  la  surface  et  de  ce 
plan; 
cette  courbe  et  à  la  droite  1)  soni 
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21 4 .  Pour  obtenir  une  courbe  d'intersection  (G)  facile  à  construire, 
on  prend  comme  plan  auxiliaire  P,  dans  le  cas  da  eône,  celui  qui 
passe  par  le  sommet  du  cône  ;  il  coupe  par  suite  le  cône  suivant  deux 
génératrices  qu'on  définit  en  cherchant  les  points  M  et  N  communs 
(Jlg.  iio)  à  la  base  du  cône  et  à  la  droite  d  intersection  AB  du  plan 
auxiliaire  P  et  du  plan  de  base  Q.  Les  génératrice'  '^M  et  bN  lu  cône 
coupent  11  dioitf  D  -xux  points 
chercliéa  E  et  F 


'ilb  Dans  le  ca  du  cjU'die  i  n  piend  tomme  piin  au\ili'»H£  ie 
plan  P  mené  par  11  droile  D  paiallelement  aux  génératrices  du 
cylindie  Ce  plin  coupe  le  cjlmdre  sui\an(  deux  génératiices  qu  on 
deûmt  en  cheichant  la  tiace  AB  {Jtg  m)  du  plan  P  sur  le  plan  Q 
de  la  base  du  cylindre  ef  en  prenant  les  point'  M  et  N  communs  à 
la  droite  \.B  etàlabase  Les  generatiicesdu  C)lindre  MM  e!  NN  qui 
passent  par  M  et  N,  coupent  la  droite  D  aux  pointa  cheichifs  E  et  F. 


21ti.  Remarques.  — 1.  Celle  mélhodeest  identiqueàcelle  qui  a  élé 
suivie  (I,  3g0)  pour  trouver  l'intersection  d'une  droile  avec  la  surface 
d'une  pyramide  ou  d'un  prisme.  11  suffît  de  remplacer  la  base  de  Ja 
pyramide  ou  du  prisme,  qui  est  un  polygone,  par  le  cercle  de  base  du 
cône  ou  du  cylindre. 


217.  II.  — On-vientd'indiqu( 
des  problèmes  suivants  : 


'  incidemment  (3 li  et  ai 5)  la  solulii 
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cane  et  d'an  plan  P  passant  par  le  sommet  da  cône  {fiy.  iiO)  ; 
pion  P  parallèle  à  la  direction  de  ses  génè- 


2"  d'an  cylindre  et  d' 
ralrices  ffig.  lu]. 


218.  Premier  exemple.  —  Soit  à  trouver  les  points  c 
la  droite  lef,  e'f]  et  à  la  surface  du  cane   de   sommet  [s. 


base  dans  le  plan  de  front  V  est  nn  cercle  de  centre  (o,  o')  et  de 
rayon  donné  [fig.  iia). 

La  base  du  cône  se  projette  verticalement  en  vraie  grandeur  sui- 
vant un  cercle  de  centre  o'  et  de  rayon  égal  au  rayon  donné  ;  sa 
projection  horizontale  est  le  segment  cd.  projection  du  diamètre 
horizontal  [cd,  e'd')  de  la  base  (loa). 

Considéi-ons  le  plan  auxiliaire  laii)  défini  par  le  sommet  (s,  s')  et 
la  di'oite  donnée  le/,  e'f')-  Pour  obtenir  la  trace  de  ce  plan  sur  le 
plan  de  base  F,  nous  avons  cherché  (I,  njl  ie.s  traces  (a,  a']  et 
b.  b')  des  deux  droites  (e/,  e'f]  et  (se,  s'e'\   du  plan  auxiliaire.    La 
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trace  du  plan  auxiliaire  sur  le  plan  de  base,  qui  csl  la  droite  (ab,  a'b']- 
rencontre  cette  base  aux  points  im,  m')  et  [n.  n')  ;  en  joignant  ces 
points  au  sommet  (s,  s'j  du  cône,  on  obtient  les  génératrices 
{sm,  s'm'l,  {sn,  s'it'i  d'intersection  du  cône  et  du  plan  auxiliaire  qui 
coupent  la  droite  donnée  <ef.  e'f)  aux  points  cherchés  [h,  h']  et 
(fc,  k'). 

Comme  vérification  des  constructions,  les  deux  droites  hh'  et  kk' 
doivent  être  parallèles  aux  lignes  de  rappel. 


219.  Deuxième  exemple  [Géométrie  cotée). 


—  SoiL  à  trouvei'  les 
points  communs  à 
la  droite  a[o)b{i) 
[fig.  ii3)  et  au  cône 
de  sommet  s(io)  qui 
a  pour  base  horizon- 
tale une  circonfé- 
rence de  centre  c(o) 
et  de  rayon  donné. 
Considérons  (21S) 
1   pi      d  h     p     1 


droite,  et  sa  direction  est 
en  «(loldlio)  en  chercha  t 
■tion,  le  point  ddo)  qui 
trace  cherchée  est  donc  t 
Elle  coupe  la  base  du  ô 
d'intersection  du  cône  t 
s(io)mlo)  et  s(io)nlo)  q 
dont  on  détermine  les 
la  droite  a(ol6(a)  lappi 
pour  /|. 
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.  —  Soit  a  trouver  les  points  c 
à  une  droite  donnée  {ab,  a'b')  (Jig.  ni) 
et  à  la  surface  d'un  cylindre  à  généra- 
trices verlicalea,  dont  la  hase  est  une 
circonférence  o  du  plan  horizontal. 

Nous  avons  vu  (aia)  que  la  projection 
horizontale  de  tout  point  d'un  tel  cy- 
lindre se  trouve  sur  la  projection  hori- 
zontale de  la  base  ;  par  suite,  les  points 
cherchés  ont  leur  projection  horizon- 
tale en  m  et  n  à  l'intersection  de  la 
base  du  cjlindve  et  de  la  projection 
horizontale  de  la  droite  ab  ;  en  les  rap- 
pelant sur  la  droite  a'b',  on  obtient  les 
points  demandés  (m,  m'i  et  In,  n']. 

Remabque.  —  On  arrive  aux  mêmes 

lan  auxiliaire  mené  parallèlement  aux 

V)l3i5). 


22i.  Quatrième  exeniple.  —  Soit  à  trouver  les  points  communs  à  la 
droite  {ab.  a'b')  {fig.  iifi]  et  au  cylindre  de  génératrices  parallèles  à  la  droite 
(D,  D)  et  dont  la  base  est  un  cercle  de  rayon  donné,  situé  dans  un  plan 
délini  par    ses  traces    PoQ  ;    le  centre  do  cetln  base  est  projeté  horiîontalu- 


irsllèle  {ac,  aV)  à  la  direction  (D,  D')  des 
nisBons  ainsi  le  plan  auiiliaire  {abc,  rtV) 
le  plan  de  base  PsQ  en  appliquant  la 
ons  utilisé  comme  plans  auxiliaires  : 


Menons    par  le  point  [a, 

méthode  générale  (I,  i48|  ; 

1"  le  plan  horizontal  de  projection,  coupant  les  plans  suivant  les  droites 
(aP,  ay)  et  {ef,  f!f]  qui  donnent  le  point  {g,  q')  de  l'inlarsection  ; 

3"  le  plan  de  bout  de  trace  verticale  de',  qui  projette  verticalement  la 
droite  [ac,  a'e')  ;  il  coupe  les  plans  suivant  les  droites  (j'i,  j'ï\  et  (ac,  de']  qui 
se  coupent  au  point  {h,  h').   On  obi       t  I     d       {     [ijk    g  k  )  intersection 

des  deux  plans. 

Pour  trouver  l'intersection  de   cett    d      t       t  d  cle  do  base    on  ni  1 1 

le  plan  PaQ  sur  le  plan  horizontal  d    p    j     t         (l      83) 

L'horizontale   du  contre   (Om,  o'ni'l  bt  t   la    drjile  m  o     menée 

parallèlement  i  la  charnière  aP  par  1     p       t  ni     un  à    la  dnile  niii    el 


Donlérei 


3  de  Cl 


tiattem 


est    à    l'interBOction  de  cette  droite  et  de  la  perpendiculaue  n 
à  la  charnière.   En  traçant  de  o,  comme  centre  une  circonferen 
égal  au  rayon  donné  de  la  base,  on  obtient  le  rabattement  de  la 
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r  "  rabattenienl  de  la  drci 
le  pointJ.siUjé  sur 


tslement  i 


■  l'horizontale  du  point  (o, 


L     'm      ) 


rla  Aro 


Les  poinls  pi  et  51  communs  à  gh,  et  au  rabaltement  de  la  base  se  reiè- 
vent  en  {p,p'],  {'l,  q']  sur  la  droile  {gh,  g'Ii).  Fn  menant  par  ces  points  les 
parallèles  à  la  direction  (D.  D'i  des  génératrices,  on  oblieiil  à  l'iittersection 
da  ces  droites  et  de  la  droite  (od,  a'h'l  les  poinls  d'intersection  (r,  r')  et  (f,  s') 
de  cette  droite  et  du  cylindre. 

<3onime  vérification  des  constructions,  les  droites  rr'  et  ss'  doivent  être 
perpendiculaires  à  la  ligne  de  terre. 

2â2.  Problème.  —  Troauer  les  généralrices  d'un  cane  parallèles  à 
un  plan  donné. 

Soit  un.  cône  de  sommet  S,  de  directrice  circulaire  C  dans  le 
plan  P;  proposons -no  us  de  déteiminer  les  génératrices  du  cône 
parallèles  à  un  plan  donné  Q  {Jig.  1 16]. 
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menées  par  le  point  S  parajlèle- 
mentauplan  Q  est  le  pian  Q' pa- 
rallèle îi  Q  et  mené  par  S.  Les 
génératrices  cherchées  sont  donc 
l'intersection  du  cône  et  du  plan 
Q'.  On  les  obtient  (ïi'jl  en  cher- 
chant l'intersection  AB  du  plan 
Q'  avec  le  plan  de  base  P  du  cône 
et  en  joignant  au  sommet  les 
points  M  et  N  où  la  droite  AB 
rencontre  la  base. 

Le  problème  admet  donc  a,  i 
ou  o  solutions,  suivant  la  posi- 
pport  à  la  base. 


Problèi 


i  plans  tangents. 


2â3.  ProMème  I.  —  Construire  le  plan  tanrjenl  en  an  point  d'une 
surface  conique  oit  cylindrique. 

Il  suffit  d'appliquer  les  résultats  des  covollaîies  des  n"'  i84  et  190. 

224.  Par  esemple,  dans  l'épure  de  la  figure  mi,  le  plan  tangent 
au  cône  au  point  [a,  a'^)  est  déflni  par  la  génératrice  {sa,  s'a^j  de  ce 
point  et  la  tangente  {et,  c'I')  à  la  base  du  cône  au  point  (1;,  c'\  où  la 
génératrice  précédente  rencontre  cette  base. 

225.  De  même,  dans  l'épure  de  la  figure  io5,  le  plan  tangent  au 
cylindre  au  point  (o,  a\)  est  déflni  par  la  génératrice  [ab,  <îib\)  de  ce 
point  et  la  tangente  {bt,  b\()  à  la  base  du  cylindre  au  point  (6,  b\]  où 
la  génératrice  précédente  renconb'e  cette  base, 

226-  Problème  II.  —  Mener  à  un  cône  ou  à  un  cylindre  les  plans 
tangents  par  un  point  extérieur. 

Solution  eéométrique.  —  1°  Cas  du  cône.  —  Soit  h  mener  au  cône 
de  sommet  S  et  de  directrice  circulaire  (C|  les  plans  tangents  par  le 
point  A  {fig.  117}, 
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S  cherchés  passent  par  le  sommet  S  (i86,  i°|,  ils  conlien- 
nent  donc  la  droit*  SA.. 
Par  suite,  leur  trace  sur  le 
plan  de  base  passe  par  la 
trace  B  de  cette  droite  sur 
ce  plan.  Gomme  d'autre 
part  (i86,  2°!  cette  trace 
est  tangente  à  la  base  du 
cône,  on  la  détermine  en 
menant  par  B  les  tan- 
gentes BE  et  BD  à  la  di- 
rectrice (G). 

Les  pians  cherchés  sont  les  plans  SBE  et  SBD  qni  sont  tangents 
au  cône  le  long  des  génératrices  SE  et  SD  (i85). 

Le  problème  a  a  ou  o  solutions,  suivant  que  le  point  B  est  exté- 
rieur ou  intérieur  au  cercle  (C).  Si  B  est  sur  le  cercle,  A.  est  un 
point  de  la  surface  du  cône  et  le  problème  n'a  plus  qu'une  solulioa. 


227.  Remarques.  —  I.  Si  le  point  A  vient  au  sommet  du  cône,  le 
problème  est  indéterminé,  car  tous  les  plans  tangents  au  cône  con- 
tiennent le  sommet  '(i86,  i"!. 


228.  II.  —  Si  la  droite  SA  est  parallèle  au  plan  P,  îe  point  B 
n'existe  plus,  mais  la  trace  du  plan  tangent  sur  P  est  alors  parallèle 
à  SA  et  la  construction  s'achève  en  menanl  à  la  directrice  les  tan- 
gentes parallèles  à  SA. 

229.  III.  —  Si  le  point  A  se  déplace  sur  ia  droite  SB  passant  par 
le  sommet  du  cône,  les  solutions  du  problème  ne  changent  pas  et  on 
peut  considérer  la  solution  donnée  comme  celle  du  problème  : 
Mener  les  plans   tangents  à  un   cÔne  par  une  droite   passant  par   son 


230.  so  Cas  du  cylindre.  —  Soit  à  mener  par  le  point  A  les  plans 
tangents  au  cylindre  de  génératrice  G  et  de  directrice  circulaire  (C) 
(fig.  .)8). 

Les  plans  cherchés  sont  parallèles  aux  génératrices  du  cylindre 
(iga,  1°),  ils  contiennent  donc  la  droite  AB  menée  par  A  parallèle- 
ment à  là  direction  des  génératrices.  Par  suite,  leur  trace  sur  le  plan 
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de  base  passe  par  la   Irace  B  de   cette  droite 


d'autre  part 
(19a,  a")  cette  trace  eat 
tangente  à  la  direc- 
trice, on  la  détermine 
en  menant  par  B  les 
tangentes  BD  et  BE  à 
la  directrice  (Cj. 

î.e  problème  admet 
a  ou  o  solutions  suivant 
que  le  point  B  est  à 
l'extérieur  ou  à  l'inté- 
rieur du  cercle  (C).  Si 


rface  du  cylindre  et  le  problème 


231.  Remarque.  ~  Si  le  point  A.  se  déplace  sur  la  droite  BF 
{fig.  118)  parallèle  à  la  direction  des  génératrices,  les  solutions  du 
problème  ne  changent  pas  et  on  peut  considérer  la  solution  donnée 
comme  celle  du  problème  suivant  :  Mener  les  plans  longenis  à  un 
cylindre  par  une  droite  parallèle  à  la  direcUon  de  ses  génératrices. 


2IÏ2.  Premier  exemple. 


mener  par  le  point  {a,  a')  les 
plans  tangents  au  cône  de 
sommet  (s,  s')  dont  la  base 
est  un  cercle  de  centre  {0,  0') 
du  plan  horizontal  {Jîff.  119I. 
Il  suffit  d'elTectuer  les  cons- 
tructions indiquées  au  n°  226. 
On  mène  la  droite  {sa,  s'a'} 
dont  on  cherche  la  trace  sur 
le  plan  de  hase,  c'est-à-dire 
ici  la  trace  horizontale  {b,  b'}. 
On  mène  par  b  les  tangentes 
à  la  base  du  cône,  d'où  les 
génératrices  de  contact  proje- 
tées horizontalement  en  sd, 
se  et  verticalement  en  s'd'. 
s'e',   en  tenant  compte  de  ce 


sont  dans  le  plan  horizontal  de  projection. 
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233.  Deuxième  exemple,  —  Soit  à  mener  par  le  point  a{!,]  les  plans 
IsngontB  au  cylindre  qui  a  pour  base,  dans  le  plan  P  défini  par  son  échelle 
de  pento,  un  cercle  do  rayon  donné  r  dont  le  centre  est  projeté  en  o.  Ses 
génératrices  sont  parallÈlcs  à  la  diroction  m(i)ii(î)  [fig.   no). 


Appliquons  les  constructions  du  n"  s3d.  Menons  par  le  point  fl(^)  la  parai- 
I  il  /■(  )   à  la  direction  m(i|  n(i|  des  génératrices  et   cherchons  sa  trace 

!  pi  n  P.  en  prenant  pour  plan  auxiliaire  le  plan  a((i|/"(s|o(ji).  Nous 
bl  n  n  nsi  le  point  projclé  en  6  (de  cote  approximative  3,3),  On  mène  les 
lang  nte  par  ce  point  à  la  base  du  cône  en  rabattant  le  plan  de  cette 
b»  u  l  pian  horizontal  de  cote  a.  Le  cercle  se  rabat  suivant  le  cercle  dé- 
cent d  rayon  r  [car  o  situé  sur  la  charnière  coïncide  avec  son  rabatte- 
n  ent)  Le  point  6|3,3)  de  l'échelle  de  pente  se  rabat  en  ii  d'après  la  règledu 
l  angl  langle  (I,  177).  Par  le  point  bu  on  mène  les  tangentes  b,d,,  bic,. 
au  bail  ment  du  cercle;  ces  (angentes  ont  pour  relèvements  bi  et  bj.  [les 
p    nts  d      ontact  di  et  «i  se  relèvent  en  d  et  e. 

Les  plans  cherchés  sont  déQnis  par  la  droite  nlMfl'i  el  les  points  du  pian 
respecti>'ement  projetés  en  d  et  e . 


234.  Problème  UI.  —  Mener  à  an  cône  ou  à  an  cylindri 
iangenls  parallèles  à  ane  droUe  donnée. 

Solution  géométrique-  —  1°  Cas  du  cane   —  Soif  n  1 
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et  de  directrice  circulaire  (C)  les  plans  tangents 
parallèles  à  la  droite  D 
ifig.  lïi). 

Les    plans    cherchés 
passent  par  le  sommet 
S  du  cône  |i86,  i"),  ils 
contionnonl  donc  la  pa- 
rallèle SB  à  la  droite  D 
menée  par  S,  Parsuile, 
leur  trace   sur  le   plan 
de    base   passe  par  la 
trace  B  de  cette  droite 
sur    ce   plan.    Comme 
d'autre  part  (i86,  a')  cette  trace  est  tangente  à  la  base  du  cône,  on  la 
détermine  en  menantpar  B  les  tangentes  BE  et  BF  à  la  directrice  (C). 
Les  plans  cherchés  sont  les  plans  SBE  et  SBF    qui  sont  tangents 
au  c6ne  le  long  des  génératrices  SE  et  SF  (i85). 

Le  problème  a  a  ou  o  solutions,  suivant  que  le  point  B  est  exté- 
rieur ou  intérieur  au  cercle  (C).  Si  B  est  sur  le  cercle,  la  droite  D 
est  alors  parallèle  à  une  génératrice  du  cône  et  le  problème  n'a  plus 
qu'une  solution. 


235.  Remarque.  —  Si  la  droite  D  est  parallèle  au  plan  do  base,  le 

point  B  n'existe  plus,  mais  alors  la  trace  du  plan  tangent  sur  le  plan 

de  base  est  pnnllèle  i    D   el  h  construction  s'achève    en  menant 

à    la    directrice    les 

tangentes  parai ièles 

à  D. 

236.  a"  Cas  du 
cylindre.  —  Soit  à 
mener  au  cylindre 
de  directrice  circu- 
laire (G)  et  de  gé- 
nératrices parallèles 

i    G   les  plans  lan- 

Fi^'.  133  gents  parallèles  à  la 

droite  D  (^3.  laa). 

Les  plans  cherchés  sont  parallèles  à  la  direction  G  des  géaéralrices 
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(igî,  i")  ;  Hs  so^it  par  suite  parallèles  au  plan  Q  défini  par  la  droite 
D  et  la  parallfele  AB  à  G  menée  par  un  point  quelconque  de  D,  car 
ils  sont  parallèles  aux  deux  droites  qui  définissent  ce  plan.  Par  suite, 
leur  trace  sur  le  plan  de  base  P  est  parallèle  à  la  trace  BE  du  plan  Q 
sur  le  même  plan. 

Comme,  d'autre  part,  la  trace  du  plan  tangent  sur  P  est  tangente 
à  la  directrice  (CI  (192.  2°),  on  détermine  cette  (race  en  menant  à  la 
directrice  les  tangentes  FL,  HK  parallèles  à  la  droite  tSE. 

Ces  tangentes  et  les  génératrices  FI  et  KJ  de  leurs  points  de  con- 
tact définissent  les  plans  cherchés  LFI  et  HKJ.  En  effet,  ces  plans 
tangents  contiennent  des  parallèles  aux  deux  droites  ÂB  et  BE  du 
plan  Q,  ils  sont  donc  parallèles  à  ce  plan  et  par  suite  à  la  direction 
D  contenue  dans  !e  pian  Q. 

Le  problème  admet  loujours  dtus;  solulions,  si  la  base  est  circu- 

-237,  Cas  d'eaceplion.  —  La  construction  précédente  suppose 
distinctes  les  droites  AB  et  AE.  Si  ces  deux  droites  sont  confondues, 
c'est-à-dire  si  la  droite  donnée  D  est  parallèle  aux  génératrices  du 
cylindre,  le  problème  est  indéterminé  et  tout  plan  langent  au  cylin- 
dre répond  à  la  question  (iga,  1°), 
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poiir  base  un  cercle  (o,  o']  du  plan  vertical  de  projection  les  plans 
tangents  parallèles  à  la  droite  {mn.  m'n'\  [Jig.  i23|. 

Menons  par  (s^  s')  la  parallèle  à  la  droite  {mn,  m'n')  (a3i)  et  déter- 
minons sa  trace  sur  le  plan  de  base  du  cône,  qui  est  ici  le  plan  verti- 
cal de  projection  ;  on  obtient  ainsi  le  point  {b,  b').  Par  b'  menons  les 
tangentes  6V,  b'f  à  la  pvojection  verticale  o'  de  la  base.  Les  points 
de  contact  e'  et/'  ont  leur  projection  homontale  en  e  et/  sur  la  ligne 
de  terre  et  les  génératrices  de  contact  des  plans  cherchés  sont  (se,  s'e') 
et  (s/,  s/'). 

i39.  Exemple  II.  —  Soit  à  mener  à  un  cylindre  de  génératrices 
verticales,  ayant  pour  base  la  circonférence  o  du  plan  horizontal,  les 
plans  tangents  parallèles  à  la 
droite  û(o|b(-j|  ijig.  lai). 

Le  plan  mené  par  la  droite 
0(016(7!  parallèlement  à  la 
directiondesgénévatrices(a36) 
est  le  plan  vertical  qui  a  pour 
trace  horizontale  ab.  En  me- 
nant à  la  ba'c  les  tangentes 
cd  et  ef  parallèles  à  ab.  on 
défiriif  les  traces  des  plans  ver- 
ticaux cherchés.  Les  généia- 
traces  c  et  e. 

240.  Problème  IV.  - 

Mener  à  an  eSne  oa  à  un  cy- 
lindre les  plans  tangents 
par  une  droite  donnée 

Solution  géométrique. 
—  i"  Cas  du  e6ne.  —  Soit  à 

met  S,  de  directrice  circu- 
laire située  dans  le  plan  P, 
les  plans  tangents  par  la 
droite  D  1^^.  ia5j. 

I.  —  Si  la  droite  D  ne 

passe  pas  par  le  point    S, 

D    et  S    déterminent    un 

')  le  plan  cherche,  à  condition 
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que  le  problème  admette  une  solution.  Mais,  en  générai,  ce  plan  Q 
n'est  pas  tangent  au  cône  ;  on  le  reconnail  en  cherchant  sa  trace  AB 
sur  le  plan  P  de  base  du  cône  et  en  vérifiant  que  cette  droite  n'est 
pas  tangente  à  la  directrice  (i86,  a"). 

Le  problème  est  donc  en  général  impossible, 

241 .  II,  —  Si  la  droite  passe  par  le  sommet  du  cône,  on  est  ramené 
à  an  problème  déjà  traité  (aag);  le  problème  devient  possible  et 
admet  deux  solutions  au  plus. 

242.  2"  Cas  du  cylindre.  —  Soit  à  mener  au  cylindre  do  génératri- 
ces parallèles  à  G  et  de  direcUice  (C)  les  plans  tangents  passant  par 

une  droite  D  {fig.  126). 

Tout  plan  tangent  à  un 
cylindre  est  parallèle  à  la 
direction  des   génératrices 
jiga,  1");  par  conséquent, 
si  le  problème  a  une  solu- 
tion, on  l'obtient  en  me- 
nant par  D  le  plan  Q  pa- 
rallèle à  G.  On  détermine 
ce  plan  en  menant  par  un 
point  A  quelconque  de  D 
la  droite  G'  parallèle  à  G. 
Mais  en  général  le  plan  Q 
ainsi  défini  n'est  pas  tan- 
gent au  cylindre.   On  le  reconnaît  en  cherchant  sa  trace  BE  sur  le 
plan  de  base   et  en  vérifiant  qu'elle   n'est   pas   tangente  à   la  direc- 
trice (19a,  2'!, 
Le  problème  est  donc  en  général  impossible. 

243.  Cas  d'exception.  —  Le  raisonnement  précédent  suppose  les 
droites  D  et  G'  distinctes.  Elles  sont  confondues  lorsque  D  est 
parallèle  aux  génératrices  G.  On  est  alors  ramené  à  un  problème 
déjà  traité  (aSi),  qui  est  possible  et  admet  au  plus  deux  solutions. 


244.  Problème  \.  —  Mener  à  u 
iangenta  parallèles  à  an  plan  donné. 


cylindre  les  plans 
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i"  Cas  du 
trice  (C)  les  pli 


de  sommet  S  et  de  direc- 
plan  Q  {fig.  127). 

Tout  plan  tangent  au 
cône  contient  le  som- 
met S  I186,  i»);  par 
conséquent,  si  le  pro- 
blème a  une  solution, 
on  l'oblient  en  menant 
par  le  point  S  le  plan  Q' 
parallèle  au  plan  Q. 
Mais  en  général  le  plan 
Q'  ainsi  défini  n'est  pas 
tangent  au  cône.  On  le 
reconnaît  en  cherchant 
sa  trace  BD  sur  le  plan 
de  base  et  en  yériKant 


1  cylindre   les  plans 


qu'elle  n'est  pas  tangente  à  la  directrice  (186,  ; 
Le  problème  est  donc  en  général  impossible. 


245.  3°  Cas  da  cylindre.  —  Soit  à  me 
parallèles  à  un  plan  donné  Q. 

Tout  plan  tangent  au  cylindre  est  parallèle  à  la  direction  de  ses 
génératrices  (19a,  1°)  ;  par  suite  si  le  plan  Q  n'est  pas  parallèle  à  cette 
direction,  le  problème  est  impossible. 

Si  Q  est  parallèle  aux  génératrices,  en  menant  les  plans  tangents 
au  cylindre  parallèles  à  une  droite  du  plan  Q  dont  la  direction  est 
distincte  de  celle  des  génératrices,  on  obtient  des  plans  demandés. 
On  est  ainsi  ramené  à  un  problème  déjà  traité  (a36).  qui  estpoîsiWe 
et  admet  au  plus  deux  solutions. 


I  VI. 
Ombres. 


246.  Les  définitions  et  les  résultats  fondamentaux  relatifs  5 
théorie  des  ombres  ont  déjà  été  donnés  {1.  3o5  et  suivants) . 


247.  Ombre  portée  par  un  cône  sur  le  plan  de  sa 
ombre  propre.  —  I.  Cas  de  l'ombre  au  Clambeau-  —  Soit  à 
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L  plan    P   pai-  un  cône  de  sommet  S  dont  la 


e  circonférence  du  plan  P, 


pposant  le  point  lumi- 
mui  en  0  ifig.  .>8). 
Les  rayons  issus  de  0 
qui  rencontrent  la  sur- 
face du  cône  en  deux 
points  distincts  C  et  D 
portent  ombre  sur  le 
plan  P  en  -f  ;  celui  de 
ces  doux  points  C  qui 
est  le  plus  proclie  de  0 
est  cclaiié  et  l'autre  D 
est  dans  l'ombrepropre. 
SL  !e  rayon  tourne  au- 
tour du  point  0  et 
C  et  D  se  confondent  sur  la 


r  la  surface  du  cône  et  dont 


devient  tangent  à  la  surface  du  côn< 
courbe  qui  limite  l'ombre  propre  ( 
l'ombre  sur  le  plan  P  limite  l'ombre  portée.  Or  les  tangentes  menées 
par  0  à  la  surface  du  cône  sont  dans  les  plans  tangents  au  cône  menés 
par  0.  D'où  le  résultat  :  le  cohlonr  de  l'ombre  propre  sur  un  cône, 
dans  te  cas  de  l'ombre  aajlambeau,  est  formé  par  les  génératrices  de 
conlaol  des  plans  tangents  à  ce  cône  menés  par  le  point  lumineux  ;  les 
Iraees  de  ces  plans  sur  te  plan  du  tableau  limitent  l'ombre  portée . 

Trois  cas  se  présentent  suivant  lea  différentes  positions  relatives 
du  plan  P  et  de  la  demi-droite  OS. 


248.  Premier  cas.  —  Si  la  demi-droit«  OS  rencontre  le  plan  de 
base  P  au  point  ^  Ifig.  ia8|,  ce  point  est  l'ombve  portée  par  le  som- 
met. On  obtient  les  génératrices  de  contact  SA.  et  SR  des  plans  tan- 
gents au  cône  menés  par  0  en  menant  par  le  point  o-  les  tangentes 
uA  et  aB  à  la  base  du  cône  (aa6).  L'ombre  propre  est  alors  le  secteur 
de  la  surface  latérale  du  cône  limité  par  les  génératrices  SB,  SA.  et 
l'arc  BEA  de  la  base  ;  la  partie  éclairée  est  limitée  par  les  génératrices 
SA,  SB  et  l'arc  BFA.  L'ombre  porlée  sur  le  plan  P  est  limitée  par 
les  droites  œA,  îB  et  l'arc  AEB.  On  a  couvert  de  hachures  ces  deux 
surfaces  dans  les  parties  où  elles  sont  ïuea. 


249.  Deuxième  cas.  —  Si  la  demi-droite  OS  est  parallèle  au  plan 
P  ifig.  i20l,  l'ombre  du  sommet  est  rejetée  à  l'infini.  On  obtient  alors 
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^a38!  les  général rices  de  contact  des  plans  tangenti 


parallèles 
à  OS,  en  menant  à  la 
base  les  tangentes  AG 
et  BIT  parallèles  à  OS  ; 
l'ombie  propre  est  le 
secteur  conique  SAEB, 
l'ombre  portée  s'étend 
a  rinflni  entre  les  deux 
parallèles  AG  et  BU  et 
l'arc  BEA. 


250. Troisième  cas. 
-  Si  c'est  le  prolongement  de  la  droite  OS  qui  rencontre  le  plan  P 
u  point  a  (_/(/.  [3o),  le  sommet  ne  porte  plus  ombre  sur  le  plan  P, 


On  achève  alors  la  construction  comme  dans  le  premier  cas  iaiS)  ; 
l'ombre  propre  est  le  secteur  conique  SAEB,  l'ombre  portée  s'étend 
à  l'infini  entre  les  droites    AG,  BH    et  l'arc  BEA. 

251.  II.  Cas  de  l'ombre  au  soleil.  —'Dans  ce  cas.  les  résultats 
sont  analogues  à  cens  qui  viennent  d'être  obtenus  ; 

Le  contour  de  l'ombre  propre  est  formé  sur  la  sur/ace  par  les  géné- 
ratrices de  contact  des  plans  tangents  menés  paraltèleinent  à  la  direction 
des  rayons  lumineux;  les  traces  de  ces  plans  sur  le  plan,  du  lahleaa  limi- 
tent l'ombre  portée. 


252.  Cas  du  cylindre. 

mot  pour  mot  au  cylindre 


i  résultats   précédents   s'appliquent 
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2b3,  Remarque.  —  Si  les  ombres  sont  portées  sur  deux  plans  con- 
courants, on  tient  compte  des  remarques  déjà,  faites  (I,  3i3  et  sui- 

254.  Exemple  I.  —  Soil  à  trouver  l'ombre  propre  et  l'ombre  por- 
tée sur  les  deux  plans  de  projection  par  an  oône  de  sommet  {s,  s'),  de 
base  circalaire  horizontale  (c,  c'|,  éolairé  par  le  point  lamlneax  (o,  o'} 
{flg.  i3.). 


i"  Ombre  propre. —  Menons  d'abord  (2^7)  les  plans  tangents  au 
oône  par  le  point  (o,  o').  Pour  cela  (236).  cherchon  la  t  a  I  o  on- 
tale  (3,  3')  ;de  la  droite  {os.o's'i  et  par  a  menon  le>  t<n  nte  à  la 
base  du  cône,  ce  qui  donne  en  (sa,  s'a'\  et  (s6,  s'b  1  né  at  es 
du  cône  limitant  l'ombre  propre  sur  sa  surface. 

a°  Ombre  portée.  —  Le  point  (a,  tr'j  est  sur  le  prolongement  de  la 
demi-droite  (os,  o's')  ;  donc  le  sommet  du  cône  ne  porte  pas  ombre 
sur  le  plan  horizontal,  mais  il  porte  ombre  sur  le  plan  vertical  au 
point  {t,  t'),  trace  verticale,  du  rayon  (os,  o's'). 
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L'ombre  portée  sur  le  plan  horizontal  est  par  suile  limitée  par  les 
traces  horizontales  af  et  bg  des  plans  tangents  consiruits  et  par 
l'arc  ab  de  la  base.  L'ombre  portée  sur  le  plan  vertical  est  limitée 
par  les  droites  ('/'  et  l'g\  traces  verticales  des  mêmes  plans. 

3"  Ponclnalion.  —  On  a  couvert  de  hachures  parallèles  à  la  ligne  de 
terre  les  ombres  portées  et  de  hachures  obliques  l'ombre  propre,  mais 
seulement  dans  les  parties  qui  sont  vues. 

255.  Exemple  II.  —  Truutier  l'ombre  propre  et  l'ombre  portée  sur 
les  plans  de  projection  par  an  cylindre  à  base  horizontale  (c,  c')  dont  les 
génératrices  $oiil  parallèles  à  (cd,  c'd'\  {fig.  i3ï);  les  rayons  lamlneux 
ont  la  direction  de  la  droite  {de,  dV). 


La  base  se  projette  horizontalement  en  vraie  grandeur  el  vertica- 
lement suivant  un  segment  a'b'  égal  à  son  diamètre  et  situé  sur  la 
ligne  de  terre.  On  a'  construit  le  contour  apparent  horizontal  du 
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cylindre  comme  il  a  été  déjà  indiqué  (207),  en  menant  à  la  projection 
horizontale  de  sa  base  les  tangentes  fj  et  hk  parallèles  à  la  projec- 
tion horizontale  ed  des  génémlrices  ;  de  même,  en  menant  par  a'  et 
6'  les  parallèles  a'm',  b'n'  à  la  projection  verticale  des  génératrices, 
on  obtient  le  contour  apparent  vertical  Uo5|.  Le  cylindre  est  limité 
vers  le  haut  à  la  section  par  le  plan  horizontal  H  ;  cette  secUon  est 
une  circonférence  égale  h  la  circonférence  de  base  et  qui  s'en  déduit 
par  la  translation  (cd,  c'd'). 

2S6.  Ombre  propre.  —  Pour  obtenir  l'ombre  propre  (aSi),  menons 
au  cylindre  les  plans  tangents  parallèles  à  la  direction  {de,  de'].  Pour 
■cela  (i36|,  considérons  le  plan  {cde,_c'd'e']  parallèle  aux  génératrices 
du  cylindre  {cd.  c'd')  et  aux  rayons  lumineux  (de,  d'e']  ;  sa  trace  sur 
le  plan  de  base  est  la  droite  (ce,  c'e')  ;  les  tangentes  ir,  ps  à  la  base 
menées  parallèlement  à  ce  déterminent  les  génératrices  du  cylindre 
(y,  i"/!,  (pî,  pTj  qui  limitent  l'ombre  propre,  qu'on  a  couverte  de 
hachures  dans  les  régions  vues  sur  chaque  projection. 

237.  Ombre  portée.  --  L'ombre  portée  sur  le  plan  horizontal  de  pro- 
jection est  limitée  par  l'arc  ibp  de  la  base  et  par  les  traces  horizontales 
îr  et  ps  des  plans  tangents  au  cylindre  menés  parallèlement  h.  la 
direction  des  rayons  lumineux.  Pour  obtenir  l'ombre  portée  par  la 
base  supérieure  (d,  d'),  on  remarque  qu'elle  est  la  section  par  le  plan 
horizontal  de  projection  du  cyhndre  qui  a  pour  base  la  circonférence 
(d,  d']  et  pour  direclion  de  génératrices  celle  des  rayons  lumineux 
{de,  d'e').  Cette  section  se  déduit  de  la  base  supérieure  par  la  trans- 
lation (de,  d'e'l  ;  c'est  donc  une  circonférence  égale  à  la  circonfé- 
rence e  et  dont  le  centre  est  en  c.  On  a  couvert  de  hachures  paral- 
lèles à  xy  la  partie  de  l'ombre  portée  qui  est  vue  en  projection. 


Goutoura  apparents. 
Représentation  des  cônea  et  cylindres. 

2S8.  Dêlinllione.  —  On  appelle  contour  apparent  d'un  cône  ou 
d'un  cylindre  relativement  à  un  plan  P  le  lieu  des  points  do  cette 
surface  où  le  plan  tangent  est  perpendiculaire  à  P, 
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Le  contour  apparent  relatif  au  plan  horizontal  ou  plu  a  couramment 
le  contoor  apparent  horizontal  est  donc  le  lieu  des  points  de  la  sur- 
face où  le  plan  tangent  est  vertical.  De  Taénie,le  contour  apparent  ver- 
tical est  le  lieu  des  points  de  la  surface  où  le  plan  tangent  est  de  bout. 

269,  Théorème.  —  Le  contour  apparent  d'an  cône  on  d'un  cylindre 
relatif  à  un  plan  P  se  compose,  quand  il  existe,  de  génèratriees. 

En  effet,  si  en  un  point  M  de  la  surface,  le  plan  tangent  à  la  sur- 
face est  perpendiculaire  au  plan  P,  il  en  est  de  même  en  tout  point  de 
la  génératrice  du  point  M,  car  le  plan  tangent  à  un  cône  ou  un 
cylindre  est  le  même  tout  le  long  d'une  génératrice  (i8S,  igi).  La 
génératrice  du  point  M  fait  donc  i^rtie  tout  entière  du  contour 
apparent,  qui  se  compose  par  suite  d'une  ou  de  plusieurs  génératrices. 

260.  Représentation  des  cônes  et  des  cylindres.  —  Pour 
représenter  sur  une  épure  un  cône  ou  un  cjlindre,  on  figure,  d'après 
les  conventions  bien  connues  sur  la  ponctuation  (1,  361  et  suivants)  : 


1°  La  projection  du  contour  apparent  de  la  surface  relatif  au  plaît 
de  projection  considéré  ; 

a"  les  projections  de  la  base  de  la  surface  pour  un  cône,  ou  des 
deux  bases  lorsqu'il  s'agit  d'un  cylindre. 

La  représentation  des  bases  s'explique  d'elle-même,  car  elles  ser- 
vent à  IJmiler  la  surface  ou  le  volume  considéré. 

Celle  des  contours  apparents  se  justifie  en  remarquant  que  pour 
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an  observateur  O  s'éloignant  à  î'inlini  dans  la  direction  sS  per- 
pendiculaire au  pian  P  {JU/.  i33j  le  cône  apparaît  comme  situé 
fout  entier  enlre  les  deux  plans  tangents  «SA.  et  sSB  qu'on  peut 
lui  mener  par  la  droite  Ss. 

261 .  Une  droite  perpendiculaire  au  plan  P  rencontre  la  surface 
du  cône  : 

10  en  un  seul  point  M  si  sa  trace  m  sur  le  plan  P  est  sur  la  pro- 
jection du  contour  apparent  ; 

2"  en  deux  points  D  et  E  si  sa  trace  d  est  dans  l'angle  mb  des 
deux  génératrices  de  contour  apparent. 

Elle  ne  la  rencontre  pas  si  sa  trace  /  est  en  dehors  de  l'angle  asb. 

262.  Les  génératrices  de  contour  apparent  séparent  sur  le  cône  la 
région  vue  par  l'observateur  O  de  celle  qui  lui  est  cachée. 

263.  Remabque.  —  La  recherche  du  contour  apparent  d'une  sur- 
face relatif  à  un  plan  P  revient  à  celle  du  conlour  de  l'omÈre  propre 
de  la  surface,  en  la  supposant  éclairée  par  des  rayons  lumineux  per- 
pendiculaires au  plan  P,  et  la  représentation  de  la  surface  sur  l'un 
des  plans  de  projection  est  celle  de  l'ombre  portée  sur  ce  plan  par  la 
surface  éclairée  par  des  rayons  perpendiculaires  à  ce  plan  (aSi). 

264.  Délerminalion  des  contours  apparents,  —  Première 
MÉTiionE. —  Soit  p  le  plan  par  rapport  auquel  on  cherchelecontour 
apparent.  Il  faut  déterminer  les  plans  tangents  à  la  surface  perpen- 
diculaires à  P  (258). 

Or  tout  plan  perpendiculaire  à  P  est  parallèle  à  une  droit*  per- 
pendiculaire à  P,  et  réciproquement.  Par  suite,  le  problème  revient  à 
celui-ci  :  Mener  les  plans  tangents  à  la  surface  parallèles  à  la  direction 
de  la  perpendicalaire  au  plan  P.  Ce  problème  a  déjà  été  traité  pour 
le  cône  et  le  cylindre  (284,  236). 

265.  Conséquence.  —  La  construction  du  conlour  apparent  hori- 
îjontal  revient  donc  à  celle  des  plans  tangents  à  la  surface  parallèles 
à  la  direction  des  verticales  ;  celle  du  contour  apparent  vertical 
revient  à  la  détermination  des  plans  langents  parallèles  à  la  direction 
des  droites  de  bout. 

266.  Deuxième  méthode.  —  Si  on  connaît  la  projection  (cj  sur  le 
plan  P  d'une  courbe  (C)  tracée  sur  le  cône  ou  le  cylindre  {flff.  i33), 
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les  projections  sur  P  des  génératrices  de  contoor  apparent  relative- 
ment au  plan  P  sont  tangentes  à  la  courbe  ic|  {»i8)-  En  effet,  le 
théorème  du  n"  ii8,  comme  on  l'a  indiqué  'ii8,  Rem.),  s'applique 
aux  surfaces  autres  que  la  sphère. 

D'autre  part,  dan&  le  cas  da  cône,  les  projections  des  génératrices 
passent  par  la  projection  s  du  sommet  S  du  cône  sur  le  plan  P  ;  on 
oblUnt,  par  suite,  les  projections  sur  le  plan  P  des  génératrices  de 
contour  apparent  relativement  à  ce  plan,  ea  menant  par  s  les  tangentes 
à  la  courbe  {c). 

De  même,  dans  le  cas  du  cylindre,  on  obtient  les  projections  sur  le 
plan  P  des  génératrices  de  contour  apparent  relaUvement  à  ce  plan  en 
menant  à  la  courbe  (c)  les  tangentes  parallèles  à  la  projection  sur  P  de 
la  direction  des  génératrices  du  cylindre. 

267.  Exemple  I.  —  Soit  à  déterminer  les  contours  apparents  liori- 
zontat  et  vertical  d'an  cône  de  sommet    [s,  s']   et  dont  la  base  est  un 
cercle  {o,  o')  du  plan  hori- 
zontal Ifig.  i34.|. 

Premier  procédé.  — 
1»  Contour  apparent  hori- 
zontal. —  Il  faut  mener 
au  cône  les  plans  tangents 
parallèles  à  la  direction  des 
verticales  (265].  Pour  cela 
(334),  on  considère  la  ver- 
ticale du  sommet  (s,  s'|  ; 
sa  trace  sur  le  plan  do 
base,  qui  est  le  plan  hori- 
zontal de  projection,  est  le 
point  s  par  lequel  on 
j.jg  ,3^  mène  les  tangentes  sa,  sb 

à  la  direcl^riccdu  cône.  On 
a  dans  l'espace  les  génératrices  de  contour  apparent  {sa,  s'a'],  {sb,  s'b') 
en  rappelant  a  et  6  en  a'  et  b'  sur  la  ligne  de  terre.  Le  contour 
apparent  en  projection  horizontale  est  formé  par  les  droites  sa  et  sb. 


^68.  3°  Gontoar  apparent  vertical.—  11  faut  mener  au  cône  les  plans 
tingents  parallèles  à  la  direction  des  droites  de  bout  (a65).  Pour  cela 
(a3i),  on  considère  la  droite  de  bout  du  sommet  {s,  s')  ;  elle  est  pa- 
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rallèle  au  plan  de  ha  c  du  cône  par  suile  ("i" i  on  oJ  tient  le  traces 
horizoniales  des  plans  clierchés  en  menant  à  h  base  le--  tangentes 
parallèles  à  la  droite  «s  on  obtient  ainsi  les  tangentes  lo  et  dd'. 
Les  génératrices  de  contour  apparent  verticdl  sont  d^nn  1  espace 
{se,  s'a']{sd,  s'd')  et  le  contour  appiient  en  piojection  verticale  est 
fornaé  par  les  droites  s     et  i  i* 

Po(ic(ua(ion.— Lescontouisapparenls  wiit  \us  En  pi ojeclion hori- 
zontale, l'arc  adb  de  la  base  est  vu  ;  l'arc  bed,  situé  au-dessous  des  géné- 
ratrices vues  telles  que  [sd.s'd'j  qui  s'appuient  sur  l'arc  abd,  cstcaché. 

269.  Deuxième  pbocédé.—  Comme  on  connaît  les  projections  hori- 
zontale et  verticale  de  la  base  du  cône  suivant  !e  cercle  o  de  rayon 
oa  et  le  segment  c'd',  la  deuxième  méthode  indiquée  (i66)  s'appli- 
que. On  obtient  immédiatement  le  contour  apparent  horizontal  du 
cône  en  menant  par  la  projection  horizontale  du  sommetles  tangen- 
tes sa  et  s&  à  la  projection  horizontale  de  la  base. 

De  même,  les  tangentes  sV,  s'd'  menées  par  la  projection  verticale 
s'  du  sommet  à  la  projection  verticale 
de  la  base  donnent  les  génératrices  de 
contour  apparent  vertical.  Ces  tan- 
gentes s'obtiennent  en  considérant  par 
exemple  le  segment  c'd'  comme  la 
j,.|     J3J  limite  d'une  ellipse  de  foyers  c'  et  d' 

dont  le  petitaxe  tend  vers  zéro  <Jlg.  i35)  ; 
les  tangentes  s'I'  et  s'a'  ont  pour  limites  s'c'  et  s'd'. 

270.  Remarque.  —  Le  contour  apparent  horizontal  a  été  obtenu 
en  menant  parla  projection  horizontale  s  du  sommet  la  tangente  à 
la  projection  horizontale  de  la  base.  On  obtient  deux  génératrices 
de  contour  apparent  si  s  est  extérieur  k  la  base  ;  c'est  le  cas  de  la 
figure  i3i. 

271.  Si  s  est  sur  la  base,  on  n'a  plus  qu'une  génératrice  de  con- 
tour apparent  {sa,  s'a'-)  iflg.  i36)  qui  est  verticale.  On  peut  considérer 
la  tangente  ai  à  la  base  au  point  a  comme  la  limite  des  projections 
des  génératrices  de.  contour  apparent  sa  et  sb  de  la  figure  i34  lors- 
que le  point  s  se  rapproche  de  plus  en  plus  d'un  point  du  cercle  0. 

272.  Enfin  si  s  est  à  l'intérieur  de  la  base,  il  n'y  a  plus  de  contour 
apparent  horizontal  (jîg.  187). 
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273,  Exemple  II.  —  Soit  à  trouver  les  contovirs  apparents  hori- 
zontal et  vei'tical  d'un  cylindre  dont  les   génératrices  sont  parallèles 


à  la  droite  (D,  D'|  (flg.  iSS]  et  dont  la  base  est  le 

dans  le  plan  de  front  F. 

La  base  se  projette  verticalement  en  vraie  grandeur  ot  horizonta- 
lemeni  suivant  un  segment 
ab    égal   à    son    diamètre 

Appliquons  la  deuxième 
méthode  indiquée  (a 66). 
car  nous  connaissons  les 
projections  d'une  courbe 
tracée  sur  le  cylindre. 

1°  Le  contour  apparent 
horizontal  s'obtient  en  me- 
nant à  la  projection  hori- 
zontale de  la  base  les  tan- 
gentes parallèles  à  la  pro- 
''  c  w         ,  jection  horizontale   D   de 

la  direction  des  généra- 
trices. Comme  on  l'a  déjà  remarqué  (aâg},  ces  tangentes  sont  les 
parallèles  ae,  bf  à  la  droite  D  menées  par  a  et  b. 

a"  Le  contour  apparent  vertical  s'obtient  de  même  (î66}  en  menant 
&  la  projection  verticale  de  la  base  les  tangentes  en  g'  et  h'  parallèles 
à  D',  projection  verticale  de  la  direction  des  génératrices. 
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3°  Ponctuation.  —  On  a  limité  la  surface  cylindrique  à  la  base 
donnée  dans  le  pian  de  front  F  et  à  une  deuxième  base  située  dans 
le  plan  de  front  Fi,  Cette  nouvelle  base  est  égale  à  la  i'^  et  s'en 
déduit  par  la  translation  (oio.  o'iu'j,  parallèle  aux  génératrices  (D,  D'). 

La  ponctuation  se  justifie  aisément. 

274.  Exemple  III.  — ■  Géométrie  cotée.  —  Trouver  le  contour  appa- 
rent horizontal  d'un  cylindre  à  directrice  circu- 
laire horizontale,  dont  les  génératrices  sont  ver- 

Soit  o  (fig.  iSg)  la  directrice  du  cylindre  dans 
le  plan  horizontal.  Comme  ses  génératrices  sont 
verticales  et  que  le  plan  tangent  en  un  point  con- 
tig.  isa  [jg(j^  ^g  génératrice  de  ce  point  (190),   tous  les 

plans  tangents  au  cylindre  sont  verticaux  ;  par  suite,  tout  point  du 
cylindre  est  un  point  du  contour  apparent  horizontal.  Ce  contour 
apparent  dans  l'espace  comprend  la  surface  entière  du  cylindre  ;  en 
projection,  il  se  réduit  à  la  circonférence  0  (312). 


275.  Exemple  IV.  —  Soit  à  léterminer  les  contours  apparents  lioriTOiital 
al  vertical  d'un  cono  do  sommet  (s,  s')  et  dont  la  base  est  un  cercle  dont  on 
connaît  le  plan  défini  par  ses  tracas  PoQ,  la  projection  horizontale  0  du 
centra  et  la  longueur  du  rayon  {fig.  il,o). 

1°  Contour  apparent  korizoHlal  ■  —  H  faut  mener  su  eône  des  plans  tan- 
gents verticaui  (i65).  Pour  cela  (ï34)  on  considère  la  verticale  du  sommet 
(s,  î')  ;  sa  trace  aur  la  plan  de  base  l'ali  s'obtient. en  cherchsnlà  l'aide  de  l'ho- 
rizontale {ta,  t'a'\  le  point  (i  t')  de  ce  plan  donl  la  projection  horizontale  t 
est  confondue  avec 

Pour  mener  les  tangentes  a  l't  base  du  cône  par  le  point  (1,  V),  on  rabat 
le  plan  PaQ  sur  le  plan  horlzontril  de  projection  par  la  méthode  connue  (I. 
i83).  L'horizontale  du  centra  de  la  base  (/(  kb')  permet  de  déterminer  la 
projection  verticale  n  du  centre  projeté  horizon lalement  en  0.  te  rabatte- 
ment il  du  point  (6  i  ]  est  à  1  intersection  de  la  («rpendiculaire  *jJ  a  la 
charnière  nP  et  de  1  arc  de  cercle  de  centre  a  el  de  rayon  ab' .  Le  rabatte- 
ment de  l'horizontale  [bit,  b'Ii')  s'obtient  en  menant  par  bi  la  parallèle  b,h,  à 
la  charnière  aP  ;  le  rabattement  du  centre  (0,  0')  est  au  point  0,  intersec- 
tion de  Èifti  et  de  la  perpendiculaire  menée  par  0  &  la  charnière  oP.  Le 
cercle  de  basa  se  rabat  en  vraie  grandeur.  Pour  obtenir  le  rabattement  t,  du 
point  (t,  ('I  on  considère  la  droite  (ol,  o'I')  qui  coupe  la  charnière  en  i  ;  son 
rabattement  est  la  droite  Oii  dont  l'intersection  i,  avec  la  perpendiculaire 
menée  par  t  à  la  charnière  est  le  point  cherché. 

On  obtient  le  rabattement  des  tangentas  cherchées  en  menant  par  le  point  l, 
les  tangentes  IjC,  et  lid,  au  cercle  0,.  Ces  tangentes  coupent  la  charnière  aux 
points  j  et  !  ;  leurs  projections  horizontales  sont  donc  les  droites  tj  et  li.  On 
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lOntales  des  génoralrices  de  contour  apparent  !i 
iiilsl.  Klles  sont  tangentes  à  l'ellipse  (i88i,  proji 


:l  d,  projections  horiii 


a°  Conlovr  apparent  Bertical.  —  Pour  mener  au  cône  les  plans  tangents  de 
bout  (i65),  on  cherche  la  trace  sur  le  plan  PaQ  de  la  droite  de  bcut  du 
sommet  (s,  s'I  ;  elle  s'obtienl  à  l'aide  de  la  fronUle  [rk,  r'Ii]  en  cherchant  !e 
point  (r,  r'j  dont  la  projection  verticale  est  confondue  avec  i'. 

Pour  mener  les  tangentes  à  la  base  par  le  point  (r,  r'i,  on  cherche  sur 
le  plan  horizontal  son  rabattement  ri.  qui  est  à  l'inlarsection  de  la  perpen- 
diculaire menée  par  râla  charnière  et  du  rabattement  de  ta  frontale  Irk,  r'k'\ 
obtenu  en  menant  par  k  la  parallèle  à  ab,.  On  mène  par  le  point  l'i  les 
tangentes  r^g,  et  r,f,  au  cercle  Oi  dont  on  relève  les  pointa  m,  et  bi  situés  sur 
afti  en  (m,  m')  et  )ip,  n'|,  par  la  construction  connue  fl,  iSS]. 

Le  contour  apparent  vertical  est  projeté  Terlicalemenl  en  s'm'  et  s'il'.  Ces 
deux  droites  sont  tangentes  k  l'ellipse  projection  verticale  du  cercle  de  base 
aux  points  g'  et  f,  projections  verticales  des  points  de  contact  rabattus  en 
3i  et  f,.  On  a  construit  sur  l'épure  le  point  g'  en  relevant  la  droite  rMiU  en 
(  mu,  in'it')  et  en  relevant  ensuite  le  point  Çi  en  {g,  g'). 


a  pas  I 
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1.  Construire  les  gciiératrices  d'un  cône  donne  ayant  une  penle 
donnée.  (On  supposera  la  directrice  du  cône  horizontale).  Discuter. 
Trouver  les  génératrices  de  pente  maximum  ou  minimum. 

!  perpendiculaires  à  une 

n  cylindre  les  plans  tangents  perpendi- 

1  cyiindre  les  plans  tangents  perpendi- 

5.  Déterminer  les  points  d'un  cône  ou  d'un  cylindre  où  la  normale 
est  perpendiculaire  à  .une  droite  donnée.  {La  normale  en  un  point 
d'un  cône  ou  d'un  cylindre  est  la  perpendiculaire  menée  par  ce  point 
au  plan  tangent  à  la  surface  en  ce  point). 

6-  Mener  à  un  cône  ou  à  un  cylindre  les  normales  parallèles  à  un 
plan  donné. 

{Sainl-Cyr.) 


8.    Mener  par  i 
a'appuyant  sur  un 


10.  On  donne  un  cylindre  ou  un  cône  à  base  circulaire  horizontale, 
•une  droite  et  un  point.  Construire  les  droites  passant  par  le  point, 
rencontrant  la  droite  et  tangentes  au  cylindre  ou  au  cône. 

[Saint-Cyr.] 

U.  Construire  la  projection  verticale  d'une  droite  passant  par  un 
point  donné  et  tangente  à  un  cône  donné,  connaissant  la  projection 
horizontale  de  la  droite  cherchée. 

12.  Construire  deux  plans  perpendiculaires  dont  l'intersection  a 
une  direction  donnée  et  rencontre  la  ligne  de  terre,  et  qui  passent 
l'un  par  «n  point  donné  A,  l'autre  par  un  point  donné  B. 

[Navale.) 

13.  On  donne  une  sphère  par  ses  contours  apparents,  on  consi- 
dère une  section  de  la  sphère  par  un  plan  quelconque  et  le  cône  qui 
a  pour  base  celte  section  et  pour  sommet  le  point  le  plus  haut  de  la 
sphère.  Trouver  l'intersection  du  cône  et  d'une  droite  quelconque. 


y  Google 


Ibb  (     NF    tl    (.ILlNDBf    A    DIBECTMGD    <"[BCULA1RB 

14.  Menei  pai  un  point  donne  une  tangente  commune  à  deux, 
cônes  défini?  par  leuis  sommets  et  leurs  bases  qui  sont  des  cercles 
du  plan  honzontal 

(S,  Mener  pai  une  droite  rencontnnt  h  ligne  de  (erre  un  plan 
faisant  un  angle  donné  avec  la  bgnp  de  terre 

(Sainl-Cyr.) 

16.  On  donne  un  plan  pai  ses  tiaces  1  j<J. 

1"  Mener  par  le  point  a  dans  le  plan  une  droite  faisant  un  angle 
donné  avec  la  ligne  de  terre  : 

a°  Déterminer  la  droite  du  plan  qui  fait  avec  xy  l'ar   ' 


Contours  apparents. 

17.  Trouver  les  contours  apparents  d'un  cône  de  sommet  donné  et 
dont  la  hase  est  une  circonférence  située  dans  un  plan  de  bout  donné 
et  définie  par  son  rabattement  sur  le  plan  horizontal. 

18.  On  donne  un  plan  par  ses  traces.  Un  cercle  du  plan  hori- 
zontal o  est  le  rabattement  d'un  cercle  du  plan  donné  sur  le  plan 
horizontal.  Ce  cercle  est  la  base  d'un  cône  droit  dont  la  hauteur  est 
double  du  rayon  de  base.  Construire  les  contours  apparents  de  ce  cône. 

19.  On  donne  trois  points  {a,  a'),  (6,1)')  et  (c,  c').  Au  centre  O  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  de  ces  trois  points,  on  mène  une  per- 

Sendiculaire  à  leur  plan  sur  laquelle  on  prend  de  part  et  d'autre 
eux  points  S  et  Si  tels  que  OS  =  OSi  =:  i5"".  Représenter  le 
double  cône  dont  les  sommets  sont  S  et  S,  et  qui  a  pour  base  le 
cercle  des  trois  points. 

20.  {Géométrie  cotée.)  Un  tétraèdre  régulier  SABC  est  défini  sur 
une  épure  par  les  projections  cotées  a(o),  b(o).  c(oj  de  trois  de  ses 
sommets. 

Construire  les  contours  apparents  des  cônes  ayant  pour  sommet  le 
point  c(o)  et  pour  base  respective  : 

1°  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABS  ; 
.    a»  le  cercle  inscrit  au  même  triangle. 

2i,  Un  cercle  C  donné  dans  le  plan  horizontal  est  la  base  d'un 
cône  Cl  de  sommet  (s,  s']  ;  ce  cône  est  coupé  par  un  plan  PaQ 
défini  par  ses  traces  suivant  une  courbe  qui  est  la  base  d'un  cône  Cj 
de  sommet  {t,  (). 

1"  Connaissant  l'une  des  projections  d'un  point  de  la  surface  du 
cône  Ga,  trouver  l'autre  : 

a"  Mener  les  plans  tangents  au  cône  C3  par  un  point  donné  (a,  a') 
ou  parallèlement  à  une  direction  donnée  (S,  8')  ; 

3"  Trouver  les  contours  apparents  du  cône  C2  ; 

/)»  Trouver  les  points  communs  au  cône  Ca  et  à  une  droite  quel- 
conque . 
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22.  On  coupe  par  un  pian  homontal  .un  cône  de  base  circulaire 
horizonlale.  Trouver  l'ombre  du  tronc  de  cane  ainsi  obtenu  : 

1°  dans  le  cas  de  l'ombre  au  flambeau  ; 
ï°  dans  le  cas  de  l'ombre  au  soleil. 

23 .  On  définit  un  cercle  de  l'espace  par  trois  de  ses  points  (û,  a'), 
(b,  b'),  (c,  c'/.  Trouver  les  directions  de  plans  sur  lesquels  l'ombre  de 
ce  cercle  est  un  cercle  : 

i"  dans  le  cas  de  l'ombre  au  flambeau  ; 
a*  dans  le  cas  de  l'ombre  au  soleil. 

34,  Trouver  l'ombre  portée  par  un  cône  à  base  circulaire  horizon- 
tale : 

i"  sur  une  droite  donnée  ; 

i"  sur  la  ligne  de  terre  ; 

3"  sur  l'ensemble  des  deux  plans  de  projection  supposés  opaques. 

35.  Un  cylindre  oblique  a  pour  base  une  circonférence  du  plan 
horizontal  (centre  o,  rayon  =  4o™™j  :  les  génératrices  sont  incb 
nées  à  ^5'  sur  le  plan  horizontal  ;  le  cylindre  est  limilé  par  un  plan 
horizontal  de  cote  loo™".  On  suppose  le  cylindre  opaque  et  éclairé 
par  un  point  lumineux  S  de  cote  i5o™™  et  dont  la  projection  hori- 
zontale s  est  à  80""°  du  point  o  sur  la  parallèle  menée  par  o  à  la 
projection  des  généralrices  du  côté  de  la  projection  de  la  base  supé- 
rieure du  cylindre.  Déterminer  l'ombre  propre  sur  le  cylindre  et 
l'ombre  portée  sur  le  plan  horizontal.; 

26.  Un  cylindre  de  révolution  de  rayon  donné  repose  sur  le  plan 
horizontal  et  a  ses  génératrices  parallèles  à  la  ligne  de  terre.  On  le 
suppose  éclairé  par  des  rayons  lumineux  parallèles  h  une  droite  de 
profil  donnée.  Construire  l'ombre  propre  du  cylindre  et  t'ombre 
portée  sur  les  plans  de  projection. 

Cylindre  de  révolution. 

27.  On  donne  deux  droites  de  front  parallèles  et  on  considère  le 
cylindre  engendré  par  l'une  en  tournant  autour  de  l'autre.  Trouver 
la  projection  verijcale  d'un  point  de  ce  cylindre  connaissant  sa  pro- 
jection horizontale. 

{Saint-Cyr.) 

28.  On  donne  une  horizontale  D  de  cote  s  et  une  droite  graduée  A. 
Mener  par  un  point  donné  une  droite  rencontrant  û  et  dont  la  plus 
courte  distance  à  D  soit  une  longueur  donnée. 

{Sainl  Cyr.) 

28.  Construire  une  droite  passant  par  un  point  donné,  parallèle  h, 
un  plan  donné  el  située  à  une  distance  donnée  d'une  droite  donnée. 

;s  droites  de  penle  donnée  à  une 
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Sections  planes  du  cône. 

276.  I.  La  section  d'un  cône  par  un  plan  passant  par  son  sommet 
se  compose  de  génératrices,  qu'on  détermine  (317!  en.  cherchant  la 
trace  AB  du  plan  sécant  P  sur  le  plan  de  base  Q  [fig.  iio)  et  en 
joignant  au  sommet  S  les  points  M  et  N  où  la  droite  AB  rencontre 
la  base  du  cône. 

277,  II.  Si  la  base  est  circulaire,  la  section  par  unplan  P  parallèle  à 
la  base  est  (Grévy,  Géomélrie  dans  t'espaoe,  488  et  iSg)  uoe  circonfé- 
rence dont  le  centre  est  le  point 
0' commun  au  plan  P  {ft^.  lài) 
et  à  la  droite  SO  qui  joint  le 
sommet  S  au  centre  l>  de  la  base. 
Pourdéfinir  le  rayon  de  la  section , 
on  cherche  le  point  d'intersection 
A'  du  plan  P  et  d'une  génératrice 
quelconque  S.i  du  cône;  le  rayon 
est  la  longueur  O'A'.  On  peut 
déterminer  facilement  ce  point 
A',  en  remarquant  que  les  rayons 
OA.  et  O'A'  sont  parallèles, 

;st  une  conique  ; 


278.  III,  La  section  par  un  plar 
ellipse,  hyperbole  ou  parabole. 

Pour  définir  la  section  sur  une  épure,  on  en  construit  un  certain 
nombre  de  points  et  de  tangentes  par  les  procédés  suivants  : 
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1»  On  obtient  unpoiil  quelconque  de  la  section  en  cherchant  l'inter- 
section d'une  génératrice  quelconque  du  c6ne  avec  le  plan  sécant. 

a"  La  tangente  en  un  point  de  la  section  est  1  intersection  du  plan 
sécant  et  du  plan  langent  à  la  surface  en  ce  point,  car  le  théorème 
du  n"  i53,  démontré  pour  la  section  plane  d'une  sphère,  s'applique 
mot  pour  mot  à  la  section  plane  du  cône. 

3"  On  ohtient  les  points  de  la  section  siiu^s  sur  les  conloari  appa- 
rents en  cherchant  les  points  d'intersection  des  génératrices  de  con- 
tour apparent  avec  le  plan  sécant. 

La  projection  de  la  section  est  tangente  à  la  projection  de  même 
nom  du  contour  apparent  de  même  nom  aux  points  où  elle  le  ren- 
contre (n8). 

La  recherche  de  ces  points  est  capitale  au  point  de  vue  de  la  ponctua- 
tion, car  ils  séparent  sur  les  projections  les  arcs  vus  des  arcs  cachés  (a63). 

279.  On  peut  aussi  construire  un  poinl  quelconque  de  la  section 
par  la  méthode  déjà  signalée  h  pi-opos  de  la  section  plane  de  la 
sphère  (i53). 

Par  exemple,  dans  le  cas  où  la  base  circulaire  du  cône  est  dans  an 
plan  horizontal,  on  emploie  un  plan  aatiliaire  horizontal  qui  coupe  le 
cône  suivant  un  cercle  .G  facile  à  déterminer  I277)  et  le  plan  sécant 
suivant  une  horizontale  ;  les  points  d'intersection  de  cette  droite  et 
du  cercle  G  sont  manifestement  des  points  de  la  section. 

Dans  le  cas  où  la  base  circulaire  du  cône  est  dans  an  plan  de  front, 
on  utilise  d'une  manière  analogue  un  plan  auxiliaire  de  front. 

Kemabque.  —  Cette  méthode  utilise  comme  courbe  simple  tracée 
sur  le  cône  la  section  circulaire  parallèle  à  la  base,  alors  que  la  pre- 
mière construction  indiquée  (378,  1°}  utilise  la  génératrice  rectiligne 
du  point.  Celle-ci  a  l'avantage  de  subsister  lorsque  la  base  du  cône 
n'est  plus  circulaire  (ou  ne  se  projette  plus  suivant  un  cercle).  Aussi, 
dans  les  épures  qui  suivent,  l'avons-nous  préférée  à  l'aulro. 

280.  Cas  particulier-  —  Le  plan  sécant  est  perpendiculaire  à  l'un 
des  plans  de  projection. 

Exemple-  —  Soil  à  trouver  la  section  par  le  plan  de  bout  PaQ  du 
cône  de  sommet  {s,  s'i  et  de  directrice  circulaire  horizontale  (c,  c') 
{ftg.  ih). 

La  sectionsituée  dans  le  plan  de  bout  se  projette  verticalement  sur  la 
droite  aQ  (I,  i3o,  6"|  et  comme  les  points  du  cône  se  projettent  verli- 
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cnlement  cntri;  l«s  deux  sénéral-riceJ  de  contour  apparent  s'e'  et  s'f 
(198).  la  projection 
verticale  de  la  sec- 
tion est  le  segment 


281.  i"  riecherche 
d'an  point  quelconque 
de  la  section  et  tan- 
gente en  ce  point.  — 
Considérons  le  point 
de  la  section  projeté 
verticalement  en  p' 
sur  m'n'  et  cher- 
chons sa  projection 
horizontale  ;  pOnr 
cela  (197).  menons 
la  projection  verti- 
cale s'p'  de  la  géné- 
ratrice de  ce  point 
qui  rencontre  la 
hase  auï  points 
(g,,  q'),  et  (ga,  q').  Les  génératrices  du  point  cherché  ont  pour  pro- 
jections horizontales  sqi  et  sgs  qui  coupent  la  ligne  de  rappel  du 
point  p'  aux  points  cherchés  pi  et  pi- 

Pour  obtenir  la  tangente  à  la  section  au  point  (ps,  p")  («78,  20), 
construisons  le  plan  tangent  au  cône  en  ce  point,  il  est  défini  (ïii) 
par  la  génératrice  {sp-2.  s'p']  et  la  tangente  (q^l,  q'i')  à  la  base  au  point 

(4^.  g')- 

La  tangente  cherchée  est  l'intersection  de  ce  plan  et  du  plan 
sécant.  On  en  connaît  a  priori  un  point  [pi,  p'}'.  on  en  ohlientun. 
deuxième  en  {t,  (')  à  l'intersection  des  traces  horizontales  des  deux 
plans.  La  tangente  cherchée  est  donc  la  droite  (pii,  p'I'). 


Fig.l 


282,  2"  Points  sur  le  contour  apparent  vertical.  —  Les  génératrices 
de  contour  apparent  vertical  (se,  s'e'),  (s/,  s'f)  coupent  le  plan  sécant 
aux  points  (m,  m')  et  [n,  n')  qui  sont  les  points  cherchés  [i-ji.  3°) . 

Les  plans  tangents  le  long  de  ces  génératrices  sont  de  bout  [aôS], 
par  suite,  leurs  intersections  avec  le  plan  sécant  sont  les  droites  de 
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bout  des  points  (m,  m')  et  (n,  n').  Les  tangentes  ii  la  projection  hori- 
zontale aux  points  m  et  ii  sont  donc  les  droites  mm'  et  nn'.  On  dit 
que  ces  points  sont  (es  points  de  la  section  le  plus  à  gauche  et  le  plus  à 
droite  pour  un  observateur  placé  à  TinAni  en  avant  du  plan  vertical 
et  regardant  dans  la  direction  du  plan  vertical. 

283.  3»  Points  sur  le  contour  apparent  horizontal.  —  Les  généra- 
trices de  contour  apparent  horizontal  (sa,  s'a'),  (sb,  s'6'1  coupent  le 
plan  sécant  aui  points  {g.  g')  et  (h,  /t').  Les  tangentes  à  la  projection 
horizontale  de  la  section  aux  points  y  et  à  sont  les  génératrices  de 
contour  apparent  sg  et  sh  (ii8). 

28i.  Sur  la  projection  verticale,  on  voit  que  toutes  les  génératrices 
coupent  le  plan  sécant  à  distance  finie  ;  par  suite  la  section  est  une 
ellipse,  dont  la  projection  horizontale  est  maintenant  facile  à  tracer 
car  on  en  connaît  6  points  et  5  tangentes. 

285.  Ponelaation.  —  On  a  ponctué  le  cône  solide  et  opaque,  en 
supposant  le  plan  sécant  transparent.  La  secUon  a  été  Lracce  sur  la 
surface  du  cône,  l'arc  hpimp^g  est  vu,  l'arc  ^nft  est  caché. 

286.  Cas  général.  —  Première  méthode.  —  On  ramène  le  cas 
où  le  plan  sécant  est  quelconque  à  celui  où  il  est  perpendiculaire  à 
l'un  des  plans  de  projection,  en  changeant  de  plan  vertical  de  manière 
que  le  plan  sécant  soit  de  bout  dans  le  nouveau  système. 

C'est  la  méthode  déjà  iodiquée  (I,  287)  pour  la  détermination  des 
sections  planes  des  prismes  et  pyramides. 

287.  Exemple.  —  Soit  à  trouver  la  section  par  le  pian  PmQ 
du  cône  de  sommet  (s,  s'I  et  de  directrice  circulaire  horizontale  (o,  0') 
\fig.  431. 

Les  contours  apparents  du  cône  se  construisent  en  sd,  se,  s'b',  s'c 
comme  il  a  été  indiqué  [367,  a68). 

Pour  appliquer  la  méthode  (286},  prenons  une  nouveUe  ligne  de 
terre  x\yi  perpendiculaire  à  la  trace  horizontale  aP  du  plan  sécant, 
de  manière  que  dans  le  nouveau  système  de  projection  le  plan  sécant 
soit  de  bout  (1,  %hi)- 

On  obtient  un  point  de  la  nouvelle  trace  verticale  du  plan  sécant 
(I,  3^51  en  menant  par  le  point  a  projection  horizontale  d'un  point 
[a,  a')  de  la  trace  verticale  aQ  la  perpendiculaire  a  iCiy]  et  en  portant 
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r  elle  la  longueur  ainj  égale  à  aa',  cote  du  point  a.  Enjoignant 
au  point  S  commun  à  aP  et  aity,,  on  a  la  nouvelle  trace  verticale 
,',  du  plan  sécant. 


Le  soKimet  du  cône  a  pour  nouvelle  projection  yerlicale  le  point  s 
■obten^i  par  la  construction  connue  (i,  a36l. 

La  base  du  c6ne  se  projette  dans  le  nouveau  système  suivant  ui 
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segment   g\fi    égal  à  son  diamètre  et  situé  si 
contour  apparent  vertical  est  sj^j,  si//  Ia68| . 

288.  D'après  ce  qui  a  déjà  été  vu  (s8o],  la  section  cherchée  est 
projetée  verticalement  dans  le  nouveau  système  suivant  le  segment 
h\k[. 

On  construit  d'abord  la  projection  horizontale  de  la  section  en 
rappelant  sur  les  projections  horizontales  des  génératrices  correspon- 
dantes les  points  projetés  verticalement  sur  h\k\.  puis  on  passe  de  là, 
à  leur  projection  verticale  dans  le  i"'  système. 

289.  i"  Les  points  k\  cl  h\  sont  sur  les  génératrices  s\g[  et  s'i/j 
du  nouveau  contour  apparent -vertical  ;  on  en  déduit  fc  et  fi,  situés 
sur  s/ et  s^;les  tangentes  en  ft  et  ft  sont  les  droites  kk[  et  /ifeî  (aSa); 
on  passe  de  là  à  k'  et  h'  à  l'aide  des  génératrices  s'f  et  s'y'. 

290.  20  Les  points  t[  et  m,  sont  sur  les  génératrices  s\d\  et  s\e[, 
projections  verticales  des  génératrices  de  contour  apparent  horizontal 
sd  et  se  ;  on  en  déduit  I  et  m  situés  sur  sd  et  se  ;  les  tangentes  en 
ces  points  sont  sd  et  se  (nS).  Puis  on  passe  à  Cet  m'  à  l'aide  des 
projections  verticales  s'd'  et  s'e'. 

291.  3°  Les  génératrices  de  contour  apparent  vertical  du  premier 
système  s'c'.  ^b'  ont  pour  projection  horizontale  se  et  sb  et  pour 
nouvelle  projection  verticale  slcj  et  s\b\,  qui  coupent  h[k\  en  r\  et  q'„ 
d'où  les  projections  horizontales  r  et  q  et  les  anciennes  projections 
verticales  W  et  q'. 

Les  tangentes  à  la  projection  horiïontale  de  la  section  en  r  et  g 
s'obtiennent  comme  il  a  été  indiqué  (281)  en  ry  et  ijS. 

Les  tangentes  à  la  projection  verticale  de  la  section  en  r'  et  q'  sont 
les  génératrices  s'r'  et  s'q'  de  contour  apparent  (118). 

292.  En  projection  horizontale,  on  a  déterminé  les  tangentes  aux 
six  points  m,  q,  h.  l,  r,  k  ;  par  suite  on  peut  tracer  la  section  avec. 
assez  d'exactitude. 

On  peut  obtenir  les  tangentes  aux  sis  points  a 
projection  verticale.  Les  tangentes  en  r'  et  q'  sont  d 
tangentes  en  h'  et  k'  sont  parallèles  à  la  ligne  de  terre,  car  elles  sont 
horizontales  dans  l'espace  puisque   leurs  projections  horizontales 
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kk[,  hh\   sont  iiarallèlcs  à  aP.  Les  points    (h,  h').    [Il,  k')  sont  donc 
les  poinls  le  plus  kanl  et  le  plus  bas  de  la  section. 

La  tangente  en  l'  est  la  projection  verticale  de  la  droite  du  plan 
sécant  projetée  horizontalement  en  si  ;  la  trace  verticale  de  cette 
droite  est  {t;,  v')  et  par  suite  la,  tangente  en  ('  est  i'v'. 

293.  Polir  joindre  les  points  construits,  on  volt  que  si  l'on  se 
déplace  sur  la  base  du  cône  dans  le  sens  inverse  des  aiguiUcs  d'une 
montre,  les  génératrices  considérées  se  rencontrent  dans  l'ordre 
SB,  SB,  SF,  SD.SC.SG.  Pour  tracer  la  section,  il  faut  donc  joindre 
les  points  déterminés  sur  la  section  dans  le  même  ordre    MQHLRK . 

294.  Ponctnalion.  —  On  a  ponctué  la  surface  du  cône  supposée 
opaque,  avec  la  section  tracée  sur  elle  ;  le  plan  sécant  est  supposé 
transparent. 


§95.  Deuxième  méthode. 


,  pour  réaliser  rapide- 


ment les  constructions  qui  ont  été  indiquées  au  n"  879, 
comme  il  a  été  fait  déjà  pour  les  pyramides  (I,  aSgj. 

Soit,  par  exemple,  à  chercher  l'infersection  du  cône  de  si 
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et  de  base  circulaire  dans  le  plan  R  (Jlg.  iH)  avec  le  plan  sécant  Bi. 

i"  Cherchons  la  droite  d'intersection  UV  du  plan  sécant  Ri  et  du 
plan  de  base  R. 

2"  Menons  par  le  sommet  une  droite  auxiliaire  SOOi  qui  rencontre 
le  plan  de  base  au  point  0  et  le  plan  sécant  au  point  Oi. 

3*1  Pour  trouver  l'intersection  des  génératrices  du  cône  avec  le 
plan  Ri,  nous  emploierons  des  plans  auxiliaires  déterminés  successi- 
vemeBt  par  la  droite  SOO,  et  chacune  de  ces  génératrices.  Tous  ces 
plans  auxiliaires  contenant  la  droite  fixe  SO,  leurs  traces  sur  le  plan 
R  passent  toutes  par  le  point  0  ;  de  mCmc  leurs  traces  sur  ie  plan 
sécant  Ri   passent  toutes  par  le  point  Oj. 

296.  I.  Constraclion  d'an  point  quelconque  de  la  seclion  el  de  la 
tangente  en  ce  point.  —  Cherchons  par  exemple  le  point  où  la  généra- 
trice SA  perce  le  plan  sécant  Ri.  Le  plan  auxiliaire  déterminé  par 
la  génératrice  SA  et  la  droite  SO  a  évidemment  pour  trace  sur  le 
plan  R  la  droite  OA  joignant  les  traces  des  droites  SO  et  SA.  Si  on 
désigne  par  a.  le  point  où  cette  droite  OA  rencontre  l'intersection 
UV  des  plans  R  et  Rj,  il  est  bien  évident  que  ce  point  a  appartient 
à  la  trace  du  plan  auxiliaire  considéré  sur  le  plan  R,  ;  or  nous  con- 
naissons un  autre  point  de  cette  trace,  le  point  Oi  ;  par  conséquent, 
le  plan  auxiliaire  OSA  coupe  le  plan  Ri  suivant  la  droite  lOi,  la- 
quelle rencontre  à  son  tour  SA  en  un  point  M  qui  est  le  point 
cherché. 

Pour  obtenir  la  tangente  à  la  section  au  point  M,  (278.  a"|  on 
détermine  le  plan  tangent  au  cône  en  ce  point  (i84l  par  la  généra- 
trice SA  et  la  tangente  AT  à  la  directrice.  La  droite  AT  rencontre 
1     1    "l    UV        p  ■   tT    q   ■     t]  't      np  "  tdel"   te    eclim 
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297.  II.  Points  sur  le  contovr  apparent.  —  Pour  obtenir  le  point  de 
la  section  situé  aurunegénératrice  SG  de  contour  apparent,  il  suffît 
d'utilber  le  plan  auxiliaire  SOC  passant  par  celle  génératrice.  La 
construction  générale  du  numéro  précédent  donne  en  Oy  la  trace  de 
ce  plan  sur  le  plan  de  base,  en  "l'Oi  sa  trace  sur  le  plan  sécant  et  en 
P  le  point  cherché. 

Une  construction  analogue  détermine  le  point  Q  sur  la  deuxième 
génératrice  SD  de  contour  apparent. 

La  tangente  en  un  point  de  la  section  situé  sur  le  contour  appa- 
rent se  détermine  comme  au  numéro  précédent  ;  sa  projection  sur 
le  plan  auquel  le  contour  apparent  est  relatif  s'obtient  sans  construc- 
tion ;  c'est  la  projection  de  la  génératrice  de  contour  apparent  sur  ce 
plan  {ii8). 

298.  111.  Pions  auxiliaires  limites.  —  On  nomme  ainsi  les  plans 
auxiliaires  dont  la  trace  OE  sur  le  plan  de  base  est  tangente  à  la 
base.  Un  tel  plan  est  langent  au  cône  (i86|,  la  génératrice  de  contact 
est  SE  ;  sa  trace  sur  le  plan  sécant  s'obtient,  comme  précédemment 
en  ïOi  ;  elle  coupe  SE  en  H.  qui  est  un  point  de  la  section. 

La  tangente  en  H  à  la  section  est  toute  construite  ;  c'est  la  droite 
He,  qui  est  on  effet  à  la  fois  dans  le  plan  sécant  R,  et  dans  le  plan 
SO:  tangent  au  cône  au  point  H. 

Il  y  a  un  deuxième  plan  limile  SOF  qui  donne  le  point  K  do  ia 
section  avec  la  tangente  Ko. 

295).  IV.  Jonction  des  points  œnslrails.  —  Pour  joindre  entre  eus 
les  différents  poinla  construits  de  manière  à  tracer  la  section,  on  fait 
tourner  d'une  manière  continue  le  plan  auxUiaire  autour  de  la  droite 
SOOi  ;  la  (race  de  ce  plan  sur  R  tourne  autour  du  point  O  et  passe 
successivement  par  les  points  A,  C,  F,  D,  B,  E  de  la  base  quand  on 
tourne  sur  celle-ci  dans  un  sens  détenniné,  pendant  que  la  trace  de 
ce  plan  sur  Ri  tourne  autour  de  Oi  et  passe  successivement  par  les 
points  de  la  section  M,  P,  K,  Q,  N,  H  dans  l'ordre  où  il  faut  les 
joindre. 

300.  Rem.irques.  ~  1.  Il  peut  arriver  que  certaines  des  droites 
joignant  le  point  0  aux  divers  points  de  la  base  ne  rencontrent  pas 
la  droite  UV  dans  les  limites  de  l'épure.  Pour  obtenir  le  point  cor- 
respondant de  la  section,  on  peut  procéder  ainsi  qu'il  suit.  Suppo- 
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sons,  par  exemple,  qu'après  avoir  obtenu,  comme  nous  l'avons  montré 
{agG),  lepoint  de  lasectionappartenant  àlagénératvic*  SE  {ftg.  iW), 
on  ne  puisse  obtenir  par  ie  même  procédé  le  point  de  la  section  situé 
sur  la  génératrice  SA.  (Ce  cas  se  présente  lorsque  le  point  a  est  en 
dehors  de  la  feuille  ;  le  tracé  de  la  droite  aOi  est  alors  impossible). 

A  la  droite  auxiliaire  SOOi  on  substitue  alors  la  droite  SEH  et  on 
considère  le  plan  auxiliaire  ESA  dont  la  trace  EA  sur  le  plan  de  base 
rencontre  UV  au  point  9  ;  en  menant  la  droite  6H,  on  obtient  l'in- 
tersection du  nouveau  plan  auxiliaire  et  du  plan  sécant,  qui  coupe 
la  génératrice  SA  au  point  cherctié  M,  qu'on  détermine  ainsi  sans 
utiliser  le  point  o. 

De  même,  la  construction  indiquée  pour  la  tangente  au  point  M 
ne  s'applique  plus  lorsque  le  point  T  est  en  deliors  de  la  feuille. 

On  procède  alors  ainsi  :  pour  trouver  un  point  autre  que  M  com- 
mun au  plan  sécant  Ri  et  au  pian  tangent  SAT,  on  coupe  ces  deux 
plans  par  le  plan  auxiliaire  SOB  dont  l'intersection  avec  le  plan  sécant 
est  la  droite  OiH  et  dont  l'int^rsecUon  avec  le  plan  SAT  est  définie 
par  le  sommet  S  du  cône  et  le  point  I  commun  aux  traces  OE  et  AT 
des  deux  plans  sur  le  plan  de  base.  Le  point  .T  commun  à  SI  et  à 
O,  H  est  un  point  de  l'intersection  des  plans  Ri  et  SAT.  La  tangente 
chercbée  est  donc  la  droite  MJ,  qu'on  obtient  ainsi  sans  utiliser  le 
point  T. 

-iûl.  11.  Si  la  droite  UV,  suivant  laquelle  ie  plan  sécant  R,  coupe 
le  plan  R,  traverse  la  base  du  cône,  il  pst  bien  clair  que  les  points 
de  rencontre  de  cette  droite  avec  la  base  sont  des  points  de  la  section . 

302.  m.  La  droite  auxiliaire  SOO,  est  une  droite  menée  arbitrai- 
rement par  le  sommet  du  cône  ;  on  la  choisit  de  manière  à  avoir  des 
constructions  aussi  simples  que  possible.  On  peut,  dans  le  cas  où  la 
base  est  un  cercle,  placer  le  point  0  au  centre  de  la  base  ;  dans  ce 
cas,  il  n'y  a  pas  de  plan  auxiliaire  limite. 

La  droite  SOOi  peut  aussi  être  une  génératrice  du  cône.  Dans  ce 
cas,  le  point  Oi  où  elle  perce  le  plan  sécant  est  un  point  de  la  section 
clierchéo. 

303,  AppÙcation.  —  Déterminer  la  seclion  faite  par  le  plan  Ri 
défini  par  son  échelle  de  pente  dans  le  çâne  de  sommet  s|io)  et  de  base 
circulaire  o  dans  le  plan  horizontal  de  projection  {fig.  i45). 
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Les  consLnictions  indiquées  aux  numéros  précédents  pour  déter- 
ïiiner  la  section  plane  d'un  cône  dans  l'espace  sont  projeclîves,  car 
iUea   reposent   uniquement   sur  des   considérations  d'alignements 


(3  points  en  ligne  droite)  ou  de  droites  concourantes,  propriétés  qui 
subsistent  en  projection.  Elles  peuvent  être  répétées  mot  pour  mot 
sur  la  projection. 

Le  contour  apparent  du  cône  s'obtient  (366)  en  s(io)e(o),  5(io)/ro), 
en  menant  par  la  projection  s  du  sommet  tes  tangentes  se  et  s/  à  la 
projection  de  la  base. 

304,  Nous  avons  pria  dans  l'épure  comme  droite  auxiliaire  la 
droite  s[  10)0(0)  qui  joint  le  sommet  s(io)  au  centre  0(0)  de  la  base; 
la  trace  de  cette  droite  sur  le  plan  de  base  est  donc  le  point  o|o).  On 
détermine  facilement  sa  trace  sur  le  plan  sécant  Ri  au  moyen  du 
plan  auxiliaire  e(o|«(  10)0(0),  dont  les  horizontales  de  cotes  o  et  5 
coupent  en  a(o)  et  6(5}  les  horizontales  de  même  cote  du  plan  Ri. 
Les  droites  ab  et  so  se  coupent  en  o,,  projection  horizontale  du 
point  commun  au  plan  Ri  et  à  la  droite  auxiliaire. 
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La  droite  d'intersection  du  plan  de  base  et  du  plan  sécant  est  la 
trace  horizontale  UV  de  ce  dernier  plan. 

303.  Gonslruction  de  points  quelconques  de  la  section.  ~  i"  Par 
exemple,  pour  a^oir  les  points  de  la  section  situés  sur  les  génératrices 
sd  et  sg  qui  aboutissent  aux  extrémités  du  diamètre  dg  de  la  base 
perpendiculaire  à  UV,  on  prolonge  dg  jusqu'en  8  où  elle  rencontre 
TJV,  on  joint  S  au  point  oi  et  on  marqne  les  points  m  et  n  où  Soi  ren- 
contre sd  et  sg  ;  m  et  n  sont  les  projections  des  points  cherchés  (396). 

Les  plans  tangents  au  cône  en  m  et  n  ont  pour  traces  horizontales 
les  tangentes  à  la  base  en  d  et  g  qui  sont  parallèles  à  UV  ;  leurs 
intersections  avec  le  plan  Bi  qui  sont  les  langentes  à  la  section  en 
m  et  n,  sont  donc  parallèles  à  l'horizontale  UV  dans  l'espace  et  aussi 
en  projection  {1,  3o)  ;  on  obtient  ainsi  les  tangentes  mt  et  nr. 

306.  a"  On  détermine,  d'une  manière  analogue,  les  points  situés  sur 
les  génératrices  sti  et  sk  aboutissant  aux  extrémités  du  diamètre  hk 
de  la  base  parallèle  à  UV.  Poui  cela  comme  hok  est  panllele  à 
UV,  le  point  a  de  la  méthode  générale  {agb)  est  alors  lejeté  à 
l'infmi  sur  UV  et  la  droite  Oir  est  leniplacee  par  la  parallèle  po^q 
menée  par  oi  à  la  droite  UV,  d'où  les  pomts  cherchés  p  et  g  à  son 
intersection  avec  sk  et  sk. 

Les  tangentes  en  ces  points  s'obtiennent  comme  il  i  été  indiqué 
396)  en  menant  les  tangentes  hi  el  Aj  a  la  bise  en  /i  et  /•  et  en  joi- 
gnant respectivenient  les  points  p  el  q  a  leuis  points  de  rencontie  t 
et  j  avec  UV  ;  on  obtient  ainsi  les  tangenies  pi  et  qj 

307.  Conslmction  des  points  sai  les  yeneralnces  de  (onloui  appa- 
rent. —  1°  Pour  avoir  le  point  de  la  section  situé  sui  la  genératnce 
s(io)e(o),  on  considère  le  pian  auxiliaire  s(io)o(o)e(o)  dont  la  trace 
horizontale  oe  coupe  UV  an  point  a:  la  droite  aoi  coupe  se  au 
point  1  cherché.  La  tangente  en  J  à  la  projection  de  la  section  est  la 
droite  se  (118). 

308.  a»  Pour  obtenir  le  point  de  la  section  situé  sur  la  génératrice 
s(io)/{o),  ou  ne  peut  utiliser  le  plan  auxiliaire  s(io)f{o)d{o]  dont  la 
trace  horizontale  /o  rencontre  la  droite  UV  en  dehors  de  l'épure. 

On  procède  alors  comme  il  a  été  indiqué  {3oo).  On  remplace 
la  droite  auxiliaire  SOiO  par  la  génératrice  SLE  qui  détermine  avec 
la  génératrice  SF  un  plan  auxiliaire  dont  la  trace  horizontale  fe 
rencontre  UV  au  point   ç.   En  joignant  le  point    o  au  point  /,    on 
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obtient  la  projection  de  la  droite  commune  au  plan  auxiliaire  et  au 
plan  sécant,  qui  coupe  s/  au  point  cherché  vi.  La.  tangente  à  la  sec- 
tion en  ce  point  est  la  droite  si  (i53), 

309.  Si  l'on  suppose  que  la  trace  du  plan  auxiliaire  tourne  autour 
du  point  0  en  passant  successivement  par  les  points  d,  h,  e,  g,  k.f 
de  la  base,  on  rencontre  les  points  correspondants  de  la  section  dans 
l'ordre  m,  p,  l,  n,  q,  w  où  il  faut  les  joindre  (399). 

310.  Paneliintion.  —  On  a  ponctué  l'épure  en  supposant  le  plan 
sécant  transparent  et  la  surface  du  cône  opaque.  On  a  représenté  la 
section  tracée  sur  la  surface  du  cône. 

311.  Remarque,  —  Si  l'épure  comportaitdeux  plans  de  projection,  on 
effectuerait  les  constructions  pour  la  projection  horizontale,  comme 
on  vient  de  le  faire  ;  la  projection  verticale  s'en  déduirait  ensuife  en 
rappelant  sur  la  projection  verticale  les  points  trouvés  'igi).  Mais  il 
faudrait  avoir  soin,  pour  pouvoir  ponctuer  la  projection  verticale 
(Ï79,  3°i,  de  déterminer  les  points  de  la  section  situés  sur  les  géné- 
ratrices de  contour  apparent  vertical. 

312.  Prohléine.  —  Déterminer  les  points  de  la  section  plane  d'an 
cône  où  la  tangente  est  parallèle  à  une  direction  de  ce  plan. 

Soit  un  cône  de  sommet  S  et  de  baae  circulaire  O  dans  un  plan  R 

^  {fig.  ii6);  on  le  coupe  par 

/     ^  un  plan    Ri    et  on  veut 

'  ^>,  trouver   les  points  de   la 

/  s  ^x  section  où  la  tangente  est 

parallèle  à  la  direction  A 

du  plan  Ri, 

Supposons  le  problème 
résolue!  soit  M  un  point 
de  la  section  où  la  tangente 
MT  est  parallèle  à  A. 

Le  plan  tangent  au  cône 

au  point    M    contient   la 

droite  MT  (18a),  il  est  par 

i'''K- 1^6  gu[i^  parallèle  à  A. 

On  obtiendra  donc  les  tangentes  cherchées  en  menant  au  cône  les 

plans  P  tangents  parallèles  à  A  (a34)  et  en  prenant  leur  intersection 
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MT  avec  le  plan  R,.  Le  point  de  contact  M  de  la  langenle  ainsi 
déterminée  est  à  Tlntersection  de  la  droite  MT  et  de  la  génératrice 
de  contact  SG  du  plan  P  et  du  cône,  génératrice  qui  s'obtient  facile- 
ment dans  la  construction  du  plan  P  (a34). 

Si  la  base  est  circulaire,  il  y  a  au  plus  deux  solutions,  cnr  la  cons- 
truction donne  au  plus  deux  plans  P  (aSi). 

313.  Application-  —  On  peut  de  cette  façon  déterminer  : 

i"  Les  points  de  la  section  où  la  tangenie  est  parallèle  aux  horizon- 
tales du  plan  ;  ce  sont  les  points  le  plus  haui  ou  le  plus  bas  de  la 
section. 

a°  Les  points  où  la  tangente  est  parallèle  aux  droites  de  front  du 
plan  ;  ce  sont  les  points  de  la  section  le  plus  en  avant  ou  le  plus  en 
arrière  du  plan  vertical, 

3°  Les  points  où  la  langenle  est  parallèle  aux  lignes  de  plus  grande 
pente  relatives  au  plan  horizontal. 

S*  Les  points  où  la  tangente  est  parallèle  aux  droites  de  profil  du 
plan  sécant  ;  ce  sont  les  points  le  plus  à  druUe  ou  le  pins  à  gauche  de 
ia  section. 

314.  l'roliléme.  —  Délerminer  les  poinU  de  la  seclion  plane  d'un 
cane  tels  que  ta  tangente  en  ces  points  ail  sa  projection  horizontale 
parallèle  à  une  direction  donnée  du  plan  horizontal. 

Soient  5  la  direction  donnée  dans  le  plan  horizontal  et  Ri  le  plan 
sécant  (Jlg.  ii6).  Comme  S  est  la  projection  d'une  direction  A  du 
plan  Ri,  il  est  facile  de  définir  cette  direction  A  (I,  43  ou  iia)  en 
cherchant  la  projection  verticale  (ou  la  graduation)  de  la  droite  du 
plan  E,  projetée  en  6.   On  est  alors  ramené  au  problème  précédent. 

REMAnguB.  —  On  procède  d'une  manière  analogue  lorsqu'on  se 
donne  la  direction  de  la  projection  verticale  de  la  tangente. 
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planes  du  cône. 

315.  11  peut  arriver  que  le  point  de  la  section  plane  d'un  cône 
soit  rejeté  à  l'infini  dans  le  plan  sécant. 

On  a  vu  (379,  1°)  que  pour  déterminer  un  point  quelconque  de  la 
section,  il  suffit  de  chercher  l'intersection  d'une  génératrice  du  cône 
et  du  plan  sécant  ;  pour  que  leur  point  d'intersection  soit  rejeté  à 
l'infini,  il  faut  et  ii  suffit  que  la  génératrice  soit  parallMe  au  plan 
sécant.  On  dit  alors  que  la  génératrice  est  une  direction  asymplotique 
ou  infinie  de  la  section, 

316.  Par  suite,  pour  trouver  les  directions  infinies  d'une  section 
plane  d'un  cône,  on  est  ramené  à  chercher  les  génératrices  du  cône 
paraUèles  au  plan  sécant.  Ce  problème  a  déjà  été  traité  (aaa|  el  admet, 
suivant  les  cas,  o,  i  ou  3  solutions, 

317.  I.  S'il  n'y  a  pas  de  génératrice  du  cône  parallèle  au  plan 
sécant,  tous  les  points  de  la  section  sont  à  distance  Unie  et  ia  section 
est  une  ellipse. 

318.  IL  S'il  y  a  une  seule  génératrice  SG  du  cône  parallèle  au 
plan  sécant,  la  section  qui  n'a  qu'une  direction  infinie  est  une  para- 
bole (Grévy,  Compléments  de  géométrie,  646), 

La  génératrice  SG  donne,  dans  l'espace,  la  direction  de  l'axe  de  la 
parabole  ;  la  projection  d'une  parabole  sur  un  plan  est,  on  général, 
une  parabole  dont  l'axe  a  pour  direction  ia  projection  sg  de  la  géné- 
ratrice SG  sur  le  même  plan. 

Pour  déterminer  le  sommet  de  la  parabole,  projection  horizontale 
de  la  section,  il  suffit  de  chercher  (3i4)  le  point  de  la  section  où  la 
projection  horizontale  de  la  tangente  est  perpendiculaire  à  sg,  direc- 
tion de  l'axe  de  cette  projection.  Le  sommet  une  fois  connu,  on  en 
déduit  l'axe  de  la  courbe. 

319.  111.    Si   deux   génératrices  du   cône  sont   paiallèles  au   plan 
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sécant,  la  section  est  une  hyperbole,  dont  ces  deux  génératrices  don- 
nent les  direclions  asympto tiques. 

On  déternaine  les  asymptotes,  en  tes  considérant  comme  les  tangentes 
à  la  section  aux  points  rejetés  à  l'inflni  (Grévy,  Gomplémettls  de  géomé- 
trie, 653}.  Pour  cela  on  applique  la  construction  générale  (a^g,  a°); 
on  obtient  donc  cea  droites  en  cherchant  l'intersection  du  plan  sécant 
avec  les  plans  tangents  au  cône  le  long  des  génératrices  parallèles  au 
plan  sécant. 

Le  point  de  rencontre  des  asymptotes  est  le  centre  de  l'hyperbole 
et  les  projections  de  ce  point  sont  les  centres  des  deux  hyperboles 
projections  de  la  section. 

On  obtient  les  sommets  de  la  projection  horizontale,  par  exemple, 
en  cherchant  les  points  de  la  section  où  la  fangenle  est  en  projection 
horizontale  parallèle  à  la  bissectrice  de  la  projection  horizontale  de 
l'angle  des  asymptotes  qui  ne  contient  pas  la  courbe. 

320.  Application  I.  —  On  donne  un  cône  de  sommet  s{io)  (fly.  11S7) 
de  base  circulaire  0  dans  le  plan  horizontal,  i"  Déterminer  un  plan 
coapanl  le  cône  snivant  une  parabole,  a"  Construire  le  sommet  de  la  pro- 
jection de  celle  parabole. 


i"  Détermination  dn  plan  sécant.  —  Pour  qu'un  plan  coupe  un  cône 
suivant  une  parabole,  il  faut  et  i!  suffît  que  le  plan  parallèle  mené 
par  le  sommet  coupe  îe  cône  suivant  une  seule  génératrice  (3i8), 
c'est-à-dire  soit  tangent  au  cône.  Par  suite,  si  on  considère  un  plan 
tangent  Q  au  cône  le  long  de  la  génératrice  s{io)a(o)  par  exemple, 
tout  plan  P  parallèle  à  celui-ci  donne  dans  le  cône  «ne  section  para- 
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bolique.  Le  plan  P  est  défini  sur  l'épure  par  ga  trace  horizontale 
6(o)c(o),  parallèle  à  la  trace  a(o)l(o)  du  plan  Q  ;  on  verra  par  la  siiite 
comment  on  tient  compte  du  parallélisme  des  deux  plans  P  et  Q. 

321 .  2"  Construction  de  t'axe  et  du  sommet:  de  la  parabole  projection. 
—  L'axe  de  la  parabole  projection  est  parallèle  à  la  droite  sa;  pour 
obtenir  le  sommet,  il  suffit  donc  de  construire  le  point  de  la  section 
où  la  projection  de  la  tangente  est  perpendiculaire  k  sa  {3i8), 

Pour  cela  (3i4)  menons  par  le  point  s  la  perpendiculaire  sd  à  la 
droite  sa  et  graduons  cette  droite  comme  la  projection  d'une  droile 
située-dans  le  plan  Q  ;  il  suffit  pour  cela  de  remarquer  que  la  trace 
horizontale  d(o)  de  la  droite  est  sur  la  trace  a(o)((o)  du  plan  Q.  La 
droite  s(io)d(o)  est  la  parallèle  menée  par  le  sommet  s(io)  à  la 
direction  des  plana  P  (ou  Q)  qui  se  projette  perpendiculairement  à  sa. 
Pour  mener  les  plans  tangents  au  cône  parallèlement  à  cette  droite 
(3ia),  il  suffit  de  mener  par  d  les  tangentes  à  la  base  du  cône  (aSi)  ; 
on  obtient  ainsi  les  génératrices  de  conlact  «(io)<i{o}  et  s(io)e(o)- 
La  première,  parallèle  au  plan  sécant,  donne  le  point  à  l'infini  de  la 
section;  le  sommet  de  la  section  est  le  poiiit  d'intersection  de  la 
génératrice  s(io)e(o)  avec  le  plan  sécant  (3ia);  on  détermine  ce  point 
en  remarquant  que  le  plan  s(io)d(o)ed(o]  coupe  le  plan  sécant  suivant 
la  parallèle  à  la  droite  s(io)d(o)  menée  par  le  point  de  concours  /(o) 
des  traces  horizontales  des  deux  plans  (on  tient  compte  ainsi  du 
parallélisme  des  plans  P  et  Q).  Cette  parallèle  coupe  la  droite  se  au 
point  g  qui  est  la  projection  du  sommet  et  dont  la  cote  se  détermine 
sur  la  droite  s(io)e(o). 

La  parallèle  gh  menée  à  la  droite  sa  par  lo  point  g  est  Vase  de  la 
parabole  projection. 

322.  Pour  construire  la  section,  on  remarque  qu'elle  passe  par  les 
points  6(0)  et  c{o)  communaàlabase  et  à  latracehoriïontale  du  plan 
sécant.  On  a  déterminé  la  tangente  ci  au  point  c  en  remarquant 
qu'elle  est  parallèle  à  la  droite  s(io;fc(o),  intersection  du  plan  P  et  du 
plan  s(io)c(o)fc(o)  tangent  au  cône  au  point  o{q). 

On  obtient  un  nouveau  point  l  de  la  parabole  et  la  tangente  ti  en 
ce  point  en  construisant  les  symétriques  du  point  c  et  de  la  tangente 
ei  par  rapport  à  l'axe  de  symétrie  gh. 

323.  Enfin,  on  a  déterminé  la  projection  du  point  n  de  la  section 
situé  sur  la  génératrice  de  contour  apparent  s(iolm(o)   à  l'aide  du 
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plan  auxiliaire  s(io}ni(o)a(o)  qui  coupe  !e  plan  sécant  suivant  la 
parallèle  à  la  droite  s(io)o(o)  menée  par  ie  point  p(o)  commun  à 
leurs  traces  horizontales.  La  tangenie  en  n  à  la  parabole  projection 
est  la  génératrice  sm  {nSl. 

321.  Ponctaalion.  —  On  a  représenté  la  partie  liu  cùne  solide  com- 
prise entre  le  plan  sécant  et  le  plan  horizontal  et  ne  contenant  pas  le 
sommet. 

325.  Application  II.  —  Soil  à  trouver  les  asymploles  de  la  section 
du  cône  de  sommet  (s,  s')  et  de  base  eircalaire  horizontale  o  par  le 
plan.  PciQ  (flg.  i48). 

1°  Asymptotes.  —  Pour  obtenir  les  directions  asymptotiques  |3i6), 
cherchons  les  génératrices  du  cône  parallèles  au  plan  sécant.  Pour 
cela  (323},  menons  par  le  sommet  (s,  s']  le  plan  parallèle  au  plan 
sécant;  la  frontale  (s/,  s'f)  de  ce  plan  menée  par  le  point  (s,  s')  a 
pour  trace  horizontale  (/,  /')  et  la  trace  horizontale  du  plan  est  la 
parallèle  ^R  à  la  droite  xP  menée  par  le  point  /.  Cette  trace  coupe  la 
base  aux  points  (o,  n')  et  (&,  V)  et  les  génératrices  du  cône  parallèles 
au  plan  sécant  sont  (sa,  s'a')  et  {sb,  s'b']. 

L'asymptote  parallèle  à  la  droite  (sa.  s'a')  est  l'intersection  du  plan 
tangent  au  cône  le  long  de  cette  génératrice  avec  le  plan  sécant  (Sig). 

La  trace  horizontale  de  ce  plan  tangent  est  la  tangente  al  a  la  base 
au  point  a  ;  le  points  (c,  c')  où  elle  rencontre  !a  trace  horizontale  du 
plan  sécant  est  un  point  de  l'intersection  cherchée  ;  comme  on  sait 
a  priori  que  cette  droite  est  parallèle  à  {sa,  s'a'},  on  la  détermine  en 
menant  la  parallèle  {cg.  dg')  à  cette  droite  par  le  point  (c,  c'i. 

Une  construction  analogue  détermine  l'asjmptote  (dh,  d'h')  paral- 
lèle à  la  génératrice  (sb,  s'b']. 

326-  a°  Centre  de  la  section.  —  Le  point  (to,  m')  commun  aux  deux 
asymptotes  est  le  centre  de  l'hyperbole  section  et  ses  projections 
0)  et  <o'  Sont  les  centres  des  projections  de  même  nom  de  cette  sec:- 

327.  3°  Points  de  la  section  et  tangentes.  —  La  trace  horizontale 
{aP,xy)  du  plan  sécant  coupe  la  base  du  côneaux points  (i,  i')  et  (e,  e') 
qui  appartiennent  à  la  section. 

En  remarquant  que  la  trace  horizontale  (iii,  xy)   du  plan  tangent 
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u  cône  au  point  (i,  i")  rencontre  suivant  la  droite  (su,  s'a'}  le  plar 
//Il 


mené  par  le  sommet  (s,  s')  parallèlement  au  plan  sécant,  on  obtient 
son  intersection  avec  le  plan  sécant,  c'est-à-dire  la  tangente  au  point 
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(î,  i'],   en  menant  par  cg   point    ia   droite  {iv,  ïv'}   parallùlc   à   la 
droite  (su,  sV). 

Une  construction  analogue  donnerait  la  tangente  au  point  (e,  e'] . 

328.  4°  Point  le  pins  haut  de  la  branche  d'hyperbole  siluée  sur  la 
nappe  inférieure  da  cône.  —  Ce  point  est  caractérisé  sur  la  section  par 
la  direction  do  sa  tangente  qui  est  une  horizontale  du  plan  sécant 
(3.3,  I"). 

Pour  le  déterminer  (3i3],  on  mène  au  cône  un  plan  tangent  paral- 
lèle à  la  direction  (aP,  xy)  des  horizontales  du  plan  sécant.  La  trace 
horizontale  de  ce  plan  est  la  tangente  (k-K.  xy)  à  la  base  parallèle  à  ta 
droite  aP  ;  la  génératrice  de  contact  de  ce  plan  et  du  cône  est  donc 
{sk,  s'h').  dont  l'intersection  avec  le  plan  sécant  s'obtient  à  l'aide  du 
plan  auxiliaire  {sak,  s'a'k').  Les  traces  horizontales  de  ce  dernier  plan 
et  du  plan  sécant  se  coupent  au  point  l;  l'intersection  de  ces  plans 
tous  deux  parallèles  à  la  droite  {sa,  s'a')  a  donc  pour  projection  hori- 
zontale la  droite  Im  menée  par  l  parallèlement  à  sa.  Cette  droite 
rencontre  la  projection  horizontale  sk  de  la  génératrice  au  point  m 
qui  se  rappelle  en  m'  sur  s'k'.  Le  point  cherché  est  [m,  m')  et  la 
tangente  en  ce  point  est  Thomontale  du  plan  sécant  (mn,  m'n'j. 

3S9.  Il  est  facile  maintenant  de  tracer  les  projections  de  la  bran- 
che d'hyperbole  dont  on  connaît  les  asymptotes  et  trois  points  avec 
leurs  tangentes. 

On  a  repré.ienté  sur  l'épure  la  portion  de  la  nappe  inférieure  du 
■cône  située  au-dessus  du  plan  horizontal  et  au-dessous  du  plan  sécant 
supposé  transparent. 

330.  Bemarqtje  —  On  a  tiam  les  deux  prolongements  des  arcs 
d'hyperbole  «ne  et  ime  poni  mieux  définir  le  tracé  de  ces  arcs  et 
figurer  la  disposition  de  la  courbe 

On  a  figure  en  outre,  les  projections  de  la  deuxième  branche  de 
l'hyperbole  qui  est  située  sut  la  nappe  supérieure  du  cône  ;  il  suffit 
pour  les  Dblenii  de  constiuire  les  sjmeliiques  de  L'arc  ime  par  rap- 
port au  point  !ii  etdelarc  ime  par  rappoit  au  point  lu'. 

Le  point  le  plut  ba-  (-  .  1  de  cette  branche  est  symétrique  du 
point  le  plus  b'tut    mm     de  li  première  par  rapport  au  centre 
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Sections  planes  du  cylindre. 

331.  I.  La  section  d  un  oJindre  pu  un  pim  P  paiallèle  à  ses 
génératrices  se  compose  àf  Reneiitiicis  qu  on  détermine  (217) 
en  chercliant  la  Iraee  AB  du  plan  sécant  P  sur  le  plan  de  base  Q 
{fy.  m)  et  en  menant  les  geneiatiicio  MM  et  NN  des  points  M 
et  N  oiï  la  droite  AB  r-ncontre  la  base 


33â.  11  fai  la  bise  est  cnculaire  la  settion  p^i  un  flan  P  parat- 
èle  à  la  base  e',\  une  cntoofi  lencc  (gale  a  la  base  dont  le  centre  est 
le  pomt  0  d  intersection  du 
plan  P  et  de  la  parallèle  aux 
gcriéralrices  menée  par  le 
centre  0  de  la  base  {fig.  lAg)- 

333.  III.  La  section  par  un 
plan  quelconque  est  une  el- 
lipse; pour  la  définir  sur  une 
épure,  on  en  construit  un 
certain  nombre  de  points  et 
de  tangentes  par  les  procédés 
suivants  : 

i"  On  obtient  un  point  qaelaonqae  de  la  seclion  en  cherchant  l'inter- 
section d'une  génératrice  quelconque  du  cylindre  et  du  plan  sécant. 
a°  La  tangente  en  un  point  de  la  section  est  l'intersection  du  plan 
sécant  et  du  plan  tangent  à  la  surface  en  ce  point.  Car  le  théorème 
du  n"  i53,  démontré  pour  la  section  plane  d'une  sphère,  s'applique 
mot  pour  mot  à  la  section  plane  du  cylindre. 

3°  On  obtient  les  points  sur  les  génératrices  de  contour  apparent  en 
cherchant  leur  point  d'intersection  avec  ic  plan  sécant. 

La  projection  de  la  section  est  tangente  à  la  projection  de  même 
nom  du  contour  apparent  de  même  nom  aux  points  où  elle  le  ren- 
contre (ii8l. 

La  rechei-che  de  ces  points  est  capitale,  au  point  de  vue  de  la  ponc- 
tuation, car  ils  séparent  sur  la  section  les  arcs  vus  des  arcs  cachés. 
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Remarque.  —  On  peut  aussi  obtenir  un  point  quelconque  de  la 
section  par  ta  méthode  signalée  pour  la  sphère  (i5a)  et  le  cône  (379). 

SI  la  base  circulaire  du  cylindre  est  horizontale,  on  emploie  un 
plan  horizontal  auxiliaire  qui  coupe  le  cylindre  suivant  un  cercle  C 
facile  à  déterminer  {33a)  et  le  plan  sécant  suivant  une  horizontale  ; 
les  points  communs  à  cette  droite  et  au  cercle  C  sont  manifestement 
des  points  de  la  section. 

Si  la  base  circulaire  du  cylindre  est  dans  un  plan  de  front,  on 
utilise  d'une  manière  analogue  un  plan  auxiliaire  de  front, 

334.  Cas  particulier.  —  Le  plan  sécant  est  perpendiculaire  à  l'un 
des  plans  de  projection. 

Exemple.  —  Soit  à  trouver  la  section  par  le  plan  vertical  PaQ  du 
cylindre  de  base  circulaire  horizontale  (o,  0')  et  de  génératrices  paral- 
lèles à  la  direction  (oS,  o'S'l  (^3.  i5o|. 

La  section  située  dans  le  plan  vertical  se  projette  horizontalement 
sur  la  trace  horizontale  aP  de  ce  plan  (I,  139,  6°)  ;  comme  les  points 
du  cylindre  se  projettent  hoiizontaleinent  entre  les  génératrices  de 
contour  apparent  ab  et  cd,  (206)  la  projection  horizontale  de  la  sec- 
tion est  le  segment  ran. 

33ë.  1°  Recherche  d'an  point  quelconque  de  la  section  et  de  ta  lan- 
gente  en  ce  point. 

Considérons  le  point  de  la  section  projeté  horizontalement  en  p 
sur  mn  et  cherchons  sa  projection  verticale  ;  pour  cela  (3oi|,  menons 
la  projecton  horizontale  pq  de  la  génératrice  du  point  cherché  qui 
rencontre  la  base  aux  points  [q,  q'}  et  (r,  r').  Les  génératrices  du 
point  cherché  ont  pour  projection  verticale  q'pl  et  r'p'^  qui  coupent 
la  ligne  de  rappel  du  point  p  aux  points  cherchés  p;  et  pj. 

Pour  obtenir  la  tangente  à  la  section  au  point  (p,  p^),  construisons 
le  plan  tangent  au  cylindre  en  ce  point  ;  il  est  défini  (190)  par  la 
génératrice  (pr,  p',r')  et  la  tangente  {rt,  rt')  à  la  base  au  point  (r,  r'). 
La  tangente  cherchée  est  l'intersection  de  ce  plan  et  du  plan  sécant 
(333,  a"|  ;  on  connaît  a  priori  un  point  de  cette  intersection  en  |p,  pi), 
on  en  obtient  un  deuxième  en  {t,  f)  à  l'intersection  des  traces  hori- 
zontales ri  et  Psi  des  deux  plans.  La  tangente  cherchée  est  donc  la 
droite  [pi,  p'^i'). 

336.  a"  Points  sur  le  contour  apparent  hori:onlal.  —  L'intersection 
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du  plan  sécant  et  des  génératrices  {am,  a'm']  et  {bn.  b'ii')  de  contour 
apparent  horizontal  s'obtient  en  (m,  m')  et  [n,  n'). 


Les  plans  tangents  le  long  de  ces  génératrices  sont  verticaux  (a58)  ; 
par  suite  leurs  intersections  avec  le  plan  sikant  sont  les  verticales  m 
et  il  ;  les  tangentes  à  la  projection  verticale  de  la  section  aux  points 
m'  et  n'  sont  donc  les  droites  mm'  et  nn'  (i53).  On  obtient  ainsi  les- 
points  de  la  section  le  ptas  à  droite  et  le  plus  à  gauche. 
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337.  3"  Points  sur  le  contour  apparent  vertical.  —  Lea  génératrices 
de  contour  apparent  vertical  (dft,  d'h']  et  {ek,  e'k']  coupent  le  plan 
sécant  aux  points  (fi.,  h')  et  (ft,  k'). 

Les  tangentes  à  la  projection  verticale  de  la  section  aus  points  fi,' 
et  k'  sont  les  projections  d'h'  et  e'k'  des  génératrices  de  contour  appa- 
rent (ti8), 

338.  f,"  Points  le  plus  haut  et  le  plus  bas  de  la  seolion.  —  Ce  sont 
les  points  où  la  tangente  est  horizontale  (3i31  ;  comme  cette  droite  est 
dans  le  pian  sécant,  elle  a  même  direction  que  l'horizontale  (aP  xy) 
de  ce  plan. 

Pour  l'obtenir  on  procf'de  comme  il  a  été  déjà  mdiqué  pour  le 
cône  |3ia|  ;  on  construit  les  plans  tangents  au  cjlmdro  parallèles  a 
la  droite  (aP,  xy)  pour  cela  il  suffit  de  mener  les  tangentes  a  la 
base  parallèles  à  iP  leurs  points  de  contact  avec  la  base  "iont  le* 
extrémités  du  diametie  loj  perpendiculaire  à  aP  les  génératricea 
des  points  (i,  d  (j  j)  coupent  le  pian  sécant  aux  pomts  cheiches 
(w,  w')  et  [V,  V) 

Il  est  alors  facile  de  tracer  la  proiection  \eiticale  de  la  section  On 
a  représenté  sur  1  épure  la  partie  du  cylindre  comprise  enlie  le  plan 
sécant  supposé  trinsparont  et  Je  pian  honzontal 

339.  Cas  général.  —  Première  niétl]ode.  —  On  ramène  le  cas 
où  le  plan  sécant  est  quelconque  à  celui  où  il  est  perpendiculaire  à 
l'un  des  plans  de  projection  en  changeant  l'un  des  plans  de  projection 
de  façon  que  le  plan  sécant  soit  perpendiculaire  au  nouveau  plan  de 
projection  dans  le  nouveau  système  (I,  a44)  oa  (aS). 

On  procède  comme  dans  le  cas  du  cône  ;  nous  laissons  au  lecteur 
le  soin  de  faire  l'épure  ;  il  lui  sufllra  d'exécuter  des  constructions 
analogues  à  celles  des  n"  287  et  suivants. 

34Û.  Deuxième  métbode.  —  On  peut  procéder  comme  il  a  élé 
fait  pour  la  section  plane  d'un  prisme  (1,  agSl. 

Soit,  par  exemple,  à  chercher  l'intersection  avec  le  plan  Hi  du  cy- 
lindre de  base  circulaire  (r)  dans  le  plan  R  {fig.  i5i)  et  de  généra- 
trices parallèles  à  la  direction  G  . 

1°  Cherchons  la  droite  d'intersection  UV  du  plan  sécant  Ri  et  du 
plan  de  base  R. 

1°  Menons,  d'une  façon  arbitraire,  une  parallèle  00,  à  la  dirce- 
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lion  G   des   géiiératrices   et  déterminoiis  sa  t 
base  et  sa  trace  Oi  sur  le  pian  sécant. 

3"  Pour  trouver  l'intersection  des  généralric 


ace  0  sur  le  plan  de 
s  du  cylindre  avec  le 


plan  Ri,  nous  emploierons  des  plans  auxiliaires  déterminés   ; 
sivement  par  la  droite  OOi  et  cliacune  des  génératrices.  Ces  plans 
sont  ainsi  déflnis  par  deux  droites  parallèles. 

Il  suffit  alors  pour  obtenir  la  courbe  d'intersection  par  points  et  par 
tangentes  de  répéter,  mot  pour  mot,  les  constructions  indiquées  aux 
n"  296  et  suivants  à  propos  de  la  section  plane  du  cône. 

Les  remarques  feites  aux  n"  3oo,  3oi,  Son  sont  également  applica- 
bles à  la  recherche  des  sections  planes  du  cylindre. 

'Vil.  Application  I.  —  On  définit  un  cylindre  par  sa  base  circu- 
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laire  (o,  o')  dans  le  plan  vertical  et  la  direction  (og,  o'g')  de  si 


ralrices  [jig.  iSa),  Soit  d  construire  les  projections  d'une  section  droite 
da  cylindre,  c'est-à-dire  (Cane  section  par  un  plan  perpendiculaire  à  la 
direction  des  génératrices. 


Choixet  et  Mtneoh, 
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Pour  définir  les  traces  du  plan  sécant,  on  a  mené  par  un  point  x  de 
la  ligne  de  terre  les  perpendiculaires  aP  et  aQ  aus  projections 
03  et  o'ff'  de  la  direction  des  génératrices  (I,  169). 

La  droite  d'intersection  du  plan  de  base  et  du  plan  sécant  est  évi- 
demment la  trace  verticale  (iQ,  ay)  de  celui-ci,  que  nous  appellerons 
{av,  u'v'j  pour  garder  les  notations  du  n"  3io. 

Prenons  comme  droite  auxiliaire  la  parallèle  (03,  o'g')  aux  généra- 
trices passant  par  le  centre  (0,  o')  de  la  base;  elle  perce  le  plan  de 
base  au  point  (0,  0')  et  le  plan  sécant  au  point  (o,,  oj)  qu'on  a  déter- 
miné à  l'aide  du  plan  vertical  projetant  la  droite  et  de  son  intersec- 
tion (o)p,  (u'^')  avec  le  plan  sécant.  C'est  par  cette  droite  (ooi,  oV,) 
que  nous  allons  faire  passer  des  plans  auxiliaires  pour  déterminer  les 
points  de  la  section. 

3't2,  1°  Points  sur  le  contour  apparent  liorkonlal.  —  Les  génératrices 
de  contour  apparent  horizontal  sont  ceUes  des  points  (a,  a')  et  (0,  c') 
(378);  comme  ces  points  sont  diamétralement  opposés  sur  la  base, 
ils  sont  dans  un  même  plan  avec  la  droite  auxiliaire  (ooi,  00',)  ;  ce  plan 
a  pour  trace  verticale  a'o'<^  qui  rencontre  en  (f,  7')  la  droite  (av.  uV)  ; 
la  trace  du  plan  auxiliaire  sur  le  plan  sécant  est  la  droite  IfOi,  f'o;) 
qui  rencontre  les  génératrices  des  points  («,  a')  et  (c,  c')  aux  points 
cherchés  (m   m')  et  (11   n'j 

Les  tangentes  a  la  projection  1  onzontale  dt  la  section  en  m  et  n 
ont  les  projections  ams  et  cni  des  g^neratiices  de  ces  points  {u8|. 
Les  tangentes  à  la  projett  on  verticale  de  la  section  en  m  et  n' 
lont  les  projections  veiticales  des  dioites  du  plan  s  cant  pro|clces 
horizontalement  en  ms  et  ni  en  remarquint  que  ces  droites  sont 
parallèles  a  (uf*  projection  horizontale  de  la  dioitc  (m^,  w  ^  )  du  plan 
sécant,  on  conclut  que  les  tangentes  cherchées  m's'  et  n't'  sont  paral- 
lëes  à  (u'^'. 

343.  3°  Points  sur  le  contour  apparent  vertical.  —  Les  génératrices 
de  contour  apparent  vertical  sont  celles  des  points  {d,  d')  et  (/,  /') 
(373);  leurs  projections  verticales  d'j',  fi'  sont  tangentes  à  la  projec- 
tion verticale  de  la  hase.  Le  plan  auxiliaire  de  trace  verticale  d'o'f  les 
contient  toutes  deux  ;  comme  cette  trace  est  perpendiculaire  h  la 
direction  o'g',  elle  est  parallèle  à  la  trace  verticale  aQ  du  plan 
sécant  et  par  suite  (I.  iSa)  ces  deux  plans  ont  pour  intersection  la 
frontale  (poiç,  p'o,q')  du  plan  sécant  passant  par  le  point  (oi,  o',)  ; 
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on  obtient  les  points  ciiercliés  {p,  p')  et  [q,  q'j  à  l'intersection  de  celte 
droite  et  des  génératrices  des  points  {d,  df)  et  (/,/'). 

Les  tangentes  à  la  projection  verticale  aux  points  p'  et  q'  sont  les 
génératrices  d'p'elj'q'  (m8). 

La  tangenle  à  la  projection  horizonlale  au  point  g  s'obtient  par  la 
méthode  indiquée  au  n°  296  en  prenant  le  point  d'intersection  (i,  ï') 
de  la  droite  (un,  u'v')  et  de  la  trace  f'i'  du  plan  tangent  en  {q.  g')  sur 
le  plan  de  hase.  En  joignant  ie  point  q  au  point  i,  on  a  la  tangenle 
cherchée  qi. 

Comme  les  plans  tangents  au  cylindre  en  [q,  q'}  et  (p,  p')  sont 
parallèles,  il  en  résulte  que  les  tangentes  k  la  section  en  ces  points  sont 
parallèles  comme  intersections  du  plan  sécant  par  deux  plans  paral- 
lèles. On  obtient  donc  la  tangente  au  point  p  de  la  projection  hori- 
zontale en  menant  la  droite  pj  parallèle  à  qi. 

344.  3°  Point  quelconque  et  tangente  en  ce  point.  —  Considérons  le 
plan  auxiliaire  de  trace  verticale  k'o'h'  perpendiculaire  à  xy.  Il  coupe 
le  cylindre  suivant  les  génératrices  des  points  {k,  h')  et  {k,  k')  et  le 
plan  sécant  suivant  la  droite  (tuoi,  iit'o\);  les  points  de  rencontre- 
{iv.  Ml')  et  U,  s'i  de  ces  droites  sont  deux  points  de  la  section. 

Les  plans  tangents  en  ces  points  ont  pour  traces  verticales  les  tan- 
gentes à  la  hase  aux  points  {h,  h')  et  {k,  k]  qui  rencontrent  la  droite 
[uv.  a'v']  aux  points  (S,  6'1  et  (k,  ).'].  Les  tangentes  aux  points  [a,  s'i 
et  (»j,  w'i  sont  donc  les  droites  (aO,  ;'<)']  et  iwi.,  w'i.'j  (33a,  a°). 

î(4b.  Jonction  des  points  obtenus.  —  Si  la  trace  verticale  du  plan. 
auxiliaire  tourne  autour  du  point  0,  et  passe  successivement  par  les- 
points  a'h'f'dWà'  de  la  hase,  les  projections  verticales  des  points  cor- 
respondants construits  sur  la  section  se  succèdent  dans  l'ordre 
m's'q'n'w'p'  où  il  faut  les  joindre.  En  projection  horizontale,  on  les 
joint  naturellement  dans  le  même  ordre. 

Ponclaalion.  —  On  a  x>onctué  la  portion  du  cylindre,  supposé  solide; 
comprise  entre  le  plan  vertical  et  le  plan  sécant,  en  supposant  le  plan 
sécant  transparent. 

346.  Remarques.  —  I.  En  prenant  pour  droite  auxiliaire  OOj  la 
parallèle  aux  génératrices  menée  par  le  centre  de  la  base  circulaire  du 
cjlindre,  on  a  mis  en  évidence  l'existence  du  centre  de  symétrie  Oi 
de  la  section.  En  effet,  le  quadrilatère  déterminé  par  les  quatre  points 
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{h,,  h'],  {w,  w').  [s,  :'),  [k,  k')  a  pour  côtés  deux  génératrices  du 
cylindre,  c'est  donc  un  trapèze  et  la  droite  {ooi,  o'o\]  nnenée  parallè- 
lement aux  basea  par  le  milieu  (o,  o')  de  {hk,  hV),  passe  par  le 
milieu  (oi,  oj)  del'autrecôté  [wi,  w'i')  ;  lepoint  (oi,  o',)  estdoncun 
centre  de  symétrie  pour  la  section. 

La  section  est  d'ailleurs  une  eiiipse  et  les  tangentes  a.v\  extrémités 
d'un  diamètre  quelconque  fwi,  iv's')  sont  parallèles . 

347.  n.  Dans  l'épure  précédente,  le  choix  particulier  du  plan  sécant 
permet  de  déterminer  les  axes  de  la  projection  verticale  de  la  section. 

En  effet,  le  diamètre  p'q'  est  un  ax.e  de  cette  projection,  car  les  tan- 
gentes à  ses  extrémilés  p'f  et  q'i'  lui  sont  perpendiculaires.  L'autre 
axe  de  ia  projection  est  donc  dirigé  suivant  la  droite  o\g'  ;  on  déter- 
minerait facilement  les  sommets  situés  sur  cet  axe  à  l'aide  du  plan 
auxiliaire  de  trace  verticale  o'g'  qui  contient  les  génératrices  du 
cylindre  projetées  verticalement  suivant  o'g'. 


i.  Trouver  sur  la  section  plane  d'un  cône  (ou  d'un  cylindre)  à 
hase  circulaire  horizontale  (ou  de  front)  les  points  : 

i"  de  cote  donnée  ; 

a"  d'éloignement  donné  (on  appliquera  dans  chacun  de  ces  cas  la 
méthode  du  n"  379  ou  333,  Rem.). 

2.  On  donne  un  cône  a  base  circulaire  horizontale  et  une  droite  ; 
déterminer  les  plans  passant  par  la  droite  et  donnant  dans  le  cône 
une  section  parabolique. 

3.  On  donne  un  cône  à  base  circulaire  horizonfale  et  un  point 
(o,  a').  Mener  par  ce  point  les  plans  donnant  dans  le  cône  des  sec- 
tions circulaires  et  construire  ces  sections.  (Il  y  a  deux  tels  plans, 
l'un  paraUèle  au  plan  de  base,  l'autre  donnant  une  section  antipa- 
rallèle à  la  base;  voir  Grévy,  Compléments  de  Géométrie,  597. 

(Saiiit^Cyr.) 

4 .  Construire  la  section  d'un  cône  ou  d'un  cylindre  à  base  circu- 
laire horizontale  : 

i"  par  le  deuxième  plan  bissecteur  ; 

a"  par  un  plan  parallèle  au  deuxième  plan  bissecteur. 

5.  Un  segment  (ab.-a'b')  est  l'axe  d'un  tronc  de  cône  de  révolu- 
tion dont  on  donne  leî  rayons  des  hases  situées  dans  les  plans  menés 
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par  (a,  a')  et  {b,  h')  perpendiculairement  à  l'axe.  Représenter  les 
projections  du  tronc  de  cône.  Construire  le  sommet  du  cône  dont  le 
tronc  lait  partie. 

6.  On  donne  un  cône  ayant  pour  base  un  cercle  liorizonlal.  On  le 
coupe  par  un  plan  de  bout  parallèle  à  une  génératrice  de  contour 
apparent  vertical.  La  section  est  une  parabole  dont  on  demande  de 
trouver  le  sommet  de  la  projection  horizontale. 

7.  Un  cercle  o  donné  dans  le  plan  liorizontal  est  la  base  d'un  cône 
Ci  de  sommet  (s,  i'|.  Un  plan  PaQ  défini  par  ses  traces  coupe  le 
cône  Ct  suivant  une  courbe  qui  est  la  base  d'un  cône  Cî  de  sommet 
{t.  i'). 

i"  Construire  un  point  quelconque  de  la  section  du  cône  C3  par 
un  pian  R^S  défini  par  ses  traces  et  la  tangente  en  ce  point. 

3°  Trouver  sur  cette  section  le  point  le  plus  bant  et  le  point  le 
plus  bas,  le  point  le  plus  à  droile  et  le  point  le  plus  à  gauche. 

8.  On  donne  un  cercle  Ci  dans  le  plan  horizontal,  un  plan  verti- 
cal P  et  ti'ois  points  A,  B,  C.  Le  cône  de  sommet  A  et  de  base  Ci 
coupe  le  plan  P  suivant  une  courbe  Cs.  Le  cône  de  sommet  B  et  de 
directrice  Ca  coupe  le  planhoiizontal  suivant  une  courbe  C3  et  enfin 
le  cône  de  sommet  G  et  de  directrice  d  coupe  le  plan  P  suivant  la 
courbe  C4, 

1°  Construire   un  point    quelconque   de   Ci  ft  la  tangente  en  ce 

î"  Trouver  le  point  le  plus  à  droite  el  le  point  le  plus  à  gauche 
de  C(. 

9.  On  donne  un  cône  à  base  circulaire  horizontale  et  une  droite. 
Mener  par  la  droile  un  plan  coupant  le  cône  suivant  une  section  dont 
la  droile  est  un  diamètre. 
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CONES   ET   CYLINDRES   CIRCONSCRITS 
A  LA  SPHÈRE 


§1. 

Cône  ciroonscrit. 

34S.  On  a  déjà  rappelé  (ii5,  6")  les  propriétés 
c6ne  circonscrit  à  la  sphère  par  un  point. 


inélriquea  du 


'.  Déterminai  ion   des  contours  app.irenis.  —  Théorème, 

Si  le  cercle  de  contact  d'an  cône  circonscrit  à  une  splière  rencontre 
^  en    an  point    M    le 

contour  apparent  de 
la  sphère  relatif  à  un 
plan  P,  ce  point  M 
oppar lient  au  con- 
tour    apparent     da 

plan. 

2"  Les  projections 
sur  le  plan  P  des 
deux  contours  appa- 
rents et  da  cercle  de 
contact  sont  tangentes 
nu  point  m,  projec- 
tion du  point  M. 

Considérons  en 
sphère  de  centre  0 
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et  soit  M  un  poiat  commun  au  cercle  de  contact  AB  du  cône  et  de 
ia  sphère  et  au  cercle  CD  de  contour  apparent  de  la  sphère  relati- 
vement au  plan  P  (fîg.  i53|. 

I"  Puisque  le  point  M  est  sur  le  contour  apparent  de  ta  sphère  rela- 
tif au  plan  P,  le  plan  tangent  à  la  sphère  en  ce  point  est  perpendi- 
culaire au  pian  P  (116).  Gomme  le  point  M  est  sur  le  cercle  de  con- 
tact de  la  sphère  et  du  cône,  le  plan  tang-ent  k  ia  sphère  est  aussi  tan- 
gent au  cône  (ii5,  6")  ;  le  plan  tangent  au  cône  au  point  M  est  donc 
perpendiculaire  au  plan  P  et  le  point  M  appartient  bien  au  contour 
apparent  du  cône  relatif  au  plan  P  (258).  Ce  contour  apparent  com- 
prend par  suite  la  génératrice  SM  (aSg). 

3"  La  projection  ab  du  cercle  de  contact  A.B  sur  le  plan  P  est 
tangente  en  m  aux  projections  crf  et  sm  des  contours  apparents  de 
la  sphère  et  du  cône,  d'après  le  théorème  du  n"  1 18  qu'on  applique 
à  la  fois  au  cône  et  à  la  sphère. 

350.  Comme  la  projection  sm  delà  génératrice  SM  passe  par  la  pro- 
jection s  du  sommet  du  cône,  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Les  projections  des  contours  apparents  d'un  cône  cir- 
conscrit à  une  sphère  s'obtiennent  en  menant  aax  eonloars  apparents  de  la 
sphère  les  tangentes  par  les  projections  de  même  nom  da  sommet  de  ce  cône. 

351.  Remarque.  —  Le  raisonnement  qui  vient  d'être  fait  n'utilise 

que  les  hypothèses  de  l'énoncé,  la  défini- 
tion et  les  propriétés  du  contour  apparent  ; 
les  propriétés  de  la  sphère  n'y  sont  pas 
intervenues  ;  par  suite,  ie  théorème  s'ap- 
plique encore  lorsqu'on  remplace  la  sphère 
par  une  surface  quelconque. 


352.' Exemple.  —  Soit  une  sphère  défi- 
nie par  son  centre  (o,  o'I  et  ses  contours 
apparents  {jlg.  i54).  Le  cône  circonscrit  à 
cette  sphère  par  le  point  {s.  s']  a  pour  con- 
tour apparent  vertical  les  deux  génératrices 
projetées  verticalement  en  s'a',  s'b'  et  obte- 
nues en  menant  les  tangentes  à  la  circon- 
férence o'  par  le  point  s'. 
De  même,  le  i:ontour  apparent  horizontal  s'obtient  en.menant  par 
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la  projection  horizontale   s   du  sommet  les  tangentes    se  et  sd   au 
cercle  o  de  contour  apparent  hovi?,ontal. 

353.  Rëmabque.  —  Les  constructions  précédentes  ne  sont  pas  tou- 
jours possibles. 

Ainsi,  dans  l'épure  de  la 
figure  i55,  le  cône  a  en- 
core un  contour  apparent 
honzontal  projeté  en  se  et 
sd,  mais  il  n'a  plus  de  con- 
tour apparent  vertical,  car 
le  point  s'  se  projette  à 
l'inténeur  du  cercle  o'. 

Dans  l'épure  de  la  figure 
i5â,  le  cône  n'a  ni  contour 
apparent  horizontal ,  ni 
contour  apparent  vertical, 
car  chacune  des  projections 
du  sommet  {s,  s')  se  trouve 
à  l'intérieur  de  la  projec- 
tion du  contour  apparent  de  même  nom  de  Ja  sphère  bien  que  ce 
sommet  soit  extérieur  à  la  sphère  (i38j. 

354.  Détermination  du  cercle  ile  contact  du  cône  et  de  1% 
spttère-  —  Méthode.  —  Le  plan  P  du  cercle  de  contact  du  cône  et 
de  la  sphère  est  perpendiculaire  à  la  droite  qui  joint  le  sommet  S 
du  cône  au  centre  O  delà  sphère  |ii5,  6").  Pour  trouver  la  section  de- 
là sphère  par  ce  plan  P,  il  est  commode  de  changer  de  plan  vertical 
pour  amener  le  plan  P  à  être  de  bout,  car  on  est  alors  ramené  à  un 
cas  particulier  donnant  des  constructions  sinaples  |i54).  Ce  change- 
ment de  plan  rend  la  droite  SO  de  front  dans  le  nouveau  système  de 
projections. 

3bb.  Exemple.  —  Soit  k  déterminer  les  projections  du  cercle  de 
contact  de  la  sphère  (o,  o')  et  du  cône  circonscrit  à  cette  sphère  par 
lepointV  s']  (fig.  i57). 

I.  Projectiom  horizontale.  —  Le  contour  apparent  horizontal  du 
cône  s'obtient  en  menant  par  la  projection  horizontale  s  du  sommet 
les  tangentes  sa  et  si»  au  contourapparenl  horizontal  delà  sphère  (35o). 

Changeons  de  plan  vertical  en  prenant  une  nouvelle  ligne  de  terre 
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ariji   confondue  avec  la  projection  horizontale 
en  même  temps  prenons  comme  nouveau  plar 


u  de  raT:e  du  cône  et 
hori/onlal  de  projec- 


-'/"^ 


tion  le  plan  hori/onial  II'  qui  passe  par  le  centre  (o,  o'j  de  la  sphère. 

Le  centre  de  la  sphère  se  trouve  ainsi  sur  la  nouvelle  ligne  de  terre, 

ses  projections  sont  confondues  en  (o,  o'  )  ;  par  suite  le  contour  appa- 
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rent   voitical  de   la  sphère  dins   le  nouveau  système   e--t  confondu 
avec  le  conlour  appucnl  hoiizontal  fi35) 

Le  point  (s  9)  a  sa  nou\elle  proieition  verticale  sur  la  perpendi 
culaire  menée  par  i  a  v  y  et  a  une  distance  sa,  égale  a  sa  distante 
srs  a,a  nouveau  pian  horizontal  H  de  projection  L  a^.e  dj  cône  e«t 
la  droite  (so,  s,  >,)  Le  plan  du  ceide  de  confact  a  pour  trace  hoii 
ïontale  dans  le  nouveau  sv'-teme  la  droite  Piï  qui  coïncide  avec  «6 
car  les  points  de  h  sphue  piojetés  horizontalement  en  a  et  b  sont 
«ur  le  contour  apparent  hinzontal  de  la  sphère  et  par  suite  dans  le 
plin  H  sa  trace  verticale  est  pirsuite  U  perpendiculaire  «lOi  menée 
i  la  droite  s,o  par  le  point  a  cai  le  plan  est  peipendirulaire  à 
1  axe  du  lône  (sn  s  u,) 

Pour  construire  la  projection  horizontale  de  la  section  de  Id  sphèie 
(o,  oj)  par  le  plan  de  bout,  PiaïQi,  on  procède  comme  il  a  été  indi- 
qué au  n"  i54.  La  section  est  projetée  verticalement  suivant  le 
segment  c',d\  de  la  trace  verticale  du  plan  compris  à  l'intérieur  du 
contour  apparent  vertical  de  la  sphère.  Son  centre  est  le  point  l'u,  oij) 
commun  au  plan  PiaïQi  et  k  l'ase  {so.  s\o\)  du  cône.  Le  petit  axe 
de  l'ellipse  projection  est  dirigé  suivant  la  droite  tos  perpendiculaire 
à  la  trace  horizontale  aP  du  plan  et  les  sommets  situés  sur  cet  axe 
s'obtiennent  en  c  et  ci  en  rappelant  sur  cet  axe  les  points  projetés 
verticalement  en  c',  et  d\  à  l'intersection  de  la  trace  verticale  ît,Qi 
et  du  contour  apparent  vertical  de  la  sphère.  Le  grand  axe  de  l'ellipse 
est  dirigé  suivant  la  perpendiculaire  uio>\  au  petit  axe  et  a  même 
longueur  que  le  diamètre  c\d\  du  cercle  de  contact  ;  on  obtient  ses 
sommets  en  e  et  /  en  prenant  les  longueurs  tue  =  (v/  =:  tujc',. 

On  peut  alors  tracer  l'ellipse  projection  en  remarquant  qu'elle 
passe  aux  points  a  et  6  où  elle  est  tangente  aux  droites  snetsb  (SSgj. 

3S6.  Remarque.  —  On  s'est  servi  pour  construire  la  trace  verti- 
cale Qicti  du  planducercledecontacldu  contour  apparent  horizontal 
du  cône.  Il  peut  arriver  que  ce  contour  apparent  n'existe  pas  (353)  ; 
dans  ce  cas,  on  détermine  le  contour  apparent  vertical  du  cône 
s,c\,  s[d[  en  menant  par  le  point  s,  les  tangentes  au  contour  apparent 
vertical  de  la  sphère  dans  le  système  a'ij'i  (35o)  ;  comme  le  plan  de 
la  courbe  de  contact  est  de  bout  dans  ce  système,  sa  trace  verticale 
aQi  coïncide  avec  la  droite  c\d]  qui  joint  les  projections  verticales 
de  deux  de  ses  points.  Cette  construction  est  toujours  possible,  car  on 
suppose  le  point   (s,  s',")   extérieur  à  la  sphère  et  par  suite  s',    est  k 
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l'extérieur  du  contour  apparent  de  la  sptière.  car  la  distance  o[s[  est 
la  vraie  grandeur  delà  distance  des  deux  points  {o,  o\),  (s,  s[)  qui  est 
alors  plus  graade  que  le  rayon. 

357.  H.  Projection  veutics-le.  —  Une  construction  analogue  à  la 
précédente  donne  les  axes  de  l'ellipse  projection  verticale  du  cercle 
de  contact. 

On  prend  comme  nouveau  plan  horizontal  le  plan  de  bout  de 
trace  ai^ys  confondue  avec  o's'  et  comme  plan  vertical  le  plan  de 
front  F  passant  par  le  centre  (o,  o')  de  la  sphère.  Le  centre  de  la 
sphère  est  défini  dans  ce  nouveau  système  par  ses  deux  projections 
(c^,  o'|;,les  deux  contours  apparents  de  la  sphère  sont  confondus 
suivant  la  circonférence  o'.  Le  sommet  du  cône  a  pour  nouvelles 
projections  si  et  s'  ;  Sj  est  sur  la  perpendiculaire  à  x%yi  menée  par 
«'  et  à  une  distance  égale  à  sa,,  nouvel  éloigoement  du  point.  Le 
cône  a  pour  contour  apparent  vertical  les  tangentes  s'ff',  s'h'  menées 
par  le  point  s'  au  contour  apparent  de  même  nom  de  la  sphère  (35o)  ; 
le  plan  de  la  courbe  de  contact  a  pour  trace  verticale  la  droite  «iQa 
confondue  avec  g'h'  et  pour  trace  horizontale  la  droite  ajPs  menée 
par  le  point  a^  perpendiculaire  à  la  droite  sao^.  La  section  est  pro- 
jetée horizontalement  suivant  le  segment  hj-i  de  la  trace  horizontale 
du  plan  sécant  compris  à  l'intérieur  du  contour  apparent  horizontal 
de  la  sphère.  Son  centre  est  le  point  {tua.  «)')  ;  le  petit  axe  de  l'ellipse 
projection  est  dirigé  suivant  la  droite  tu's'  et  ses  sommets  sont  les 
projections  verticales  i'  et  j"  des  points  h  et  j-,,  situés  à  l'intersec- 
tion de  la  trace  horizontale  mV^  du  plan  et  do  contour  apparent 
horizontal  de  la  sphère  ;  le  grand  axe  m'n'  est  sur  la  perpendiculaire 
menée  par  le  point  oj'  à  la  droite  ix^yï  et  a  même  longueur  que  le 
diamètre  hj^  du  cercle  de  contact. 

La  ponctuation  a  été  faite  en  supposant  le  cône  transparent, 

388.  Bkharques.  —  1.  On  aurait  pu  déterminer  !a  trace  horizon- 
tale aaP^  du  plan  de  la  couihe  de  contact  dans  le  système  Xïji  en 
menant  par  le  point  sa  les  tangentes  Sîjî  et  saia  au  contour  appa- 
rent Oi  de  la  sphère  dans  ce  système.  La  trace  cherchée  est  la  droite 
qui  joint  les  points  h  et  js- 

On  aurait  pu  déterminer  un  point  quelconque  du  cercle  de 
■contact  et  la  tangente  en  ce  point  par  la  construction  indiquée  au 
n"  i54,  4^ 
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3b9.  II.  Comme  on  a  construit  les  deux  projections  indépendam- 
ment l'une  de  l'autre,  on  pourra  vérifier  :  i  o  que  les  deux  projeclions 
du  centre  (o  et  w'  sont  sur  une  même  ligne  de  rappel;  s"  que  les 
longueurs  c\d\  et  is/a  sont  égales,  car  toutes  deuï  représentent  le 
diamètre  du  cercle  de  contact. 


50.  Dans  le  cas  particulie 


e  point 


(s,ï')  est  sur  la  verticale  du 
centre  (o,  o']  {fig.  i58), 
l'axe  (ïo,  s'o'l  du  cône  est 
vertical  et  le  plan  du  cer- 
cle de  conlact  est  par  suite 
lioriïontal.  Ce  plan  H'  a 
pour  trace  verticale  la  droite 
a'b'    qui    Joint   les    deux 


ils   a'  et    b'  I 


aux    contours    apparents 
verticaux  du  cône  et  de  la 

Le  cercle  de  contact  est 
le  parallèle  horizontal  de 
la  sphère  situé  dans  le 
plan  H'  ;  il  se  projette  ver- 
ticalement suivant  le  seg- 
ment a'b'  et  horizontale- 
ment suivant  le  cercle  de 
centre  o  et  de  rayon  oa 
(i35).  La  ponctuation  a  été 


faite  en  supposant  la  surface  du  cône  opaque. 


droite  âonnée  les  pintis  kingenlf:  a 
■éaoïidre  a  l'aide  de 


361.  Application  I.   —  Mei\e 
irne  sphère  rfwinSe. 

Ce  problème  a  déji  été  résolu  (173)  ;  on  peu 
c6nes  circonscrits  à  la  sphÈre. 

SoLDTloK  GÈOMÉrRiuuE.  —  Soit  P  uo  ploo  langent  en  M  à  la  splière  0  et 
passant  par  la  droite  D  {fig.  iBg).  D'après  une  propriété  de  la  courbe  de 
contact  d'un  cône  circonscrit  i  la  sphère  (ii5,  50),  lo  point  M  est  situé  sur 
la  courbe  do  contact  (C)  de  la  sphère  et  du  cône  circonscrit  qui  a  son  som- 
met en  un  point  quelconque  de  la  droite  D  ;  lo  plan  P  est  d'ailleurs  tangent 
à  co  cÔno. 


362.  Dû   Ik   rcsulfenl   dcuï  procédés  pour   la  c 
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Ronlact  M  T  1°  on  prend 
surladroiioD  deux  points 
quelconques  A  et  B  et  on 
cherche  les  points  M  et  N 

conlact  ïïoc  la  sphère  des 
cônes  circonscrits  de  som- 
mets A  et  B.  Il  suffit  pour 
cola  de  chercher  la  droile 
A  d'intersection  des  plans 
de  cea  deux  cercles,  puis 
les  points  communs  à  cette, 
droite  et  J  la  sphère. 

363.  a°  Oii  Mon  on  con- 
sidère le  cane  circonscrit 
à  la  sphère  de  sommet  A 
et  on  lui  mène  les  plans 
tangcnls  par  la  droite  D; 
ce  qui  donne  les  plans 
cherchés. 

a64.  REHAiiQuE.  —  Si  le 
point  B  s'ëloigne  indéfini- 
ment sur  la  droite,  le  câno 

a  pour  limite  le  i:ylindre 
circonscrit  à  la  sphère  pa- 
rallèlement à  la  droite  D  . 
Cecylindrepeiitremplaccr 
l'un  des  cônes  précédents. 

363.  Problème  I.  — 

Soi;  d  mener  à  ta  fpkère 
définie  rar  ma  centre (o, o) 
et  ses  deux  conteurs  appa- 
rents tes  plans  tangents  par 
ta  droite  (ef,  ej)  {/ig.  •<io). 
Employons  le  premier 
procédé  indiqué  (36i), 
Mais  profilons  de  l'indéter- 
mination des  dcuï  points 
A  et  8  sur  la  droile  D 
pour  simplifier  les  cons- 
tructions , 

nons  sur  la  droite 

plan  horizontal  H' 
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do  centre  to,  o')  de  façon  que  le  cône  circonscrit  de  sommet  (n,  a')  ait  sore 
aïe  horizontal  en  {ao,  a'o').  Le  plan  de  son  cercle  de  contact  avec  la  sphère  qui 
est  perpendiculaire  à  l'ase  (ii5,  6")  est  par  suite  ïertical.  En  menant  les 
génératrices  ûc  et  ad  de  contour  apparent  horizontal  du  cône  (35û},  on  obtient 
en  c  et  d  les  projections  horizontales  de  dcui  points  de  la  courbe  de  contact; 
la  trace  horizontale  du  plan  do  cotte  courbe  est  donc  la  droite  cd  (1,  lag,  h")- 

a»  De  même,  prenons  sur  la  droite  {ef,  cf]  le  point  (fi,  b']  situé  dans  le 
plan  de  front  F  du  centre  (u,  o')  de  façon  que  le  cône  circonscrit  de  sommet 
(6,  6')  ait  son  aie  {bo,  b'o')  de  front. 

Le  plan  du  cercle  de  contact  avec  la  sphère  qui  est  perpendiculaire  k  l'ase 
(ii5,  6°)  est  par  suile  de  bout.  En  menant  les  génératrices  ii'g',  b'i  de  con- 
tour apparent  vertical  [35o|,  on  obtient  on  j'  et  i'  les  projections  verticales  de 
deui  points  do  la  courbe  de  contacl,  la  trace  verticale  du  plan  de  celte  courbe 
est  donc  la  droite  g'i  (I,  i3o,  U°), 

La  droite  d'intersection  du  plan  ïertical  de  trace  horizontale  ùd  et  du  plan 
de  bout  de  trace  verticale  g'ï  a  ses  projections  (pj,  jiq']  confondues  respecti- 
vement avec  cd  et  g'ï .  Pour  trouver  les  points  communs  !i  celte  droite  et  à  la 
sphère,  on  a  rabattu  sur  le  plan  horizontal  H'    du  centre  le  plan  vertical  de 

rence  de  diamètre  ci  ;  le  point  (r,  r'J  de  la  droite  situé  sur  la  charnière  ne 
bouge  pas  ',  le  point  (p,  p'\  se  rabat  en  v,  obtenu  en  portantsur  la  perpendi- 
culaire kpq  la  longueur  ppi  égale  à  fi'it.  Le  rabattement  rpi  dé  ladroite  coupe 
la  circonférence  on  nii  et  ni  ;  on  relève  ces  points  en  (m,  m']  et(n,  n']  qui  sont 
les  points  de  contact  cherchés. 


1.  Problème  II.  {Géom 


fiierpar  la  droite  b{o)a{liy 
les  pians  langeais  à  la 
sphère  définie  par  son 
centre  o{li)  et  son  Tayon 

Employons   le    deu- 
xième procédé  indiqué 
.    (3G31.  Prenons  sur  la 
droite  ()(o)o((i)  le  point 

cote  que  le  centre  de 


les  génératrices  ad  et  ae  de  contour  apparent  du  e< 
et  d  les  projections  do  deui  points  de  la  courbe  d 
par  suite  pour  trace  horizontale  la  droite  cd.  La  b 
plan  a  pour  diamètre  lo  segment  c[l\]d{!!}. 


sphère  par  ce  point  ait 
son  ase  a(llio((,)  hori- 
zontal et  que  son  cercle 
deconlactsoitparsuite 
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Il  reste  i  mener  les  plans  tangents  au  cùna  par  la  droite  a{l,}'i{v).  Pour 
cela  {99g).  on  prend  d'abord  le  point  d'inlerscclion  de  i»  droite  et  du  plan 
vertical  cd,  point  projeté  en  s  à  l'intersection  de  ab  et  de  cd  et  dont  la  cote 
est  sensiblement  (—  o,4}. 

Pour  mener  par  le  poinl  e|—  o,ù)  les  tangentes  àla  base  du  cône,  on  rabat 
le  plan  verlical  cd  sur  le  pian  horizontal  de  colc  !,  ;  la  base  du  cône  se  rabat 
suivant  la  circonférence  de  diamètre  cd  ;  le  point  e  se  rabat  en  Ei  à  la  distance 
cCl  de  la  charnière  égale  i  li,li  unités  de  l'éctielle.  De  ei  on  mène  les  tan- 
génies  Eiffli,  «iiii  au  rabattement  de  la  base;  les  points  m,  etn,  bo  relèvent  en  m 
et  n  de  cotes  respectives  |4  —  mm,)  et  (1  +  nnij,  qui  sont  les  poinls  de  con- 


367.  Rbuirçcbs.  —  1.  Lasolullon  précédente  est  en  défaut  si  la  droite  est  ho- 
(iîontale,  car  il  n'y  a  plus  sur  elle  un  poinl  ayant  la  cote  du  centra.  On  utilise 
alors  le  cylindre  circonscrit  à  la  spbère  parallèlement  à  la  droite  (36i). 
Nous  laissons  su  lecteur  le  soin  de  faire  t'épure. 

Il .  Dans  le  cas  où  la  droite  donnée  a  un  poinl  commun  avec  la  verticale 
ou  la  droite  de  bout  passant  par  lo  centre  de  la  spbère,  on  a  intérêt  i.  pren- 
dre le  point  commun  pour  sommet  du  ( 
son  aïe  perpendiculaire  à  un  plan  de  projeclion  el 
plan  suivant  un  cercle  (36o). 


368.  Application  II.  — Les  plans  lattgents  à  «ne  sphère  gui  foui  un  angle 
donné  evec  \m  plan  P  sont  tangents  à  l'an  ou  l'autre  de  deux  cônes  circonscrits  i 

/]  En  effet,  soit  un  plan  P  tangent 

f    j  BU  poinl  A  à  une  sphère  de  ceii- 

/      I  tre   O  et  qui  fait  avec  un   plan 

,    „      j  donné   H     un    angle    donné     a, 

/     /^     |P  AU!,....   du   »oi™    O   .ur   1. 

,      Z'  I  W  plan  H  la  perpendiculaire  OB  qui 

/     /     ;  /\^  rencontre  le  plan   P  au  point  S. 

Si  l'on  fait  tourner  la  figure  au- 
tour lie  l'axe  SO.  la  surface  de 
la  spljère  tourne  sur  elle-même, 
le  plan  P  reste  langent  à  la 
sphère  pendant  la  rotation,  de 
plus  il  fait  avec  le  plan  H  un 
angle  constant  (45),  qui  est 
l'angle  a  ;  et  comme  te  point  S 
situé  sur  l'aie  reste  immobile,  le 
plan  P  est  langent  au  c6ne  de 
sommet  S  circonscrit  ï  la  sphère 
lo  long  du  cercle  AC  décrit  par 
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diculsires  aux  plans  H  et  P  font  un  angle  égal  !i  l'un  des  angles  de  ces  deux 
plans  (1,  Sî6),  leur  angle  est  donc  l'angle  a  ou  son  aupplénienb.  Par  suite 
si  dans  un  plan  quelconque  Q  passant  par  la  droite  OB  on  mfcne  par  le  centre 
0  la  droite  AOA'  faisant  avec  OB  l'angle  a  et  si  on  prend  ses  pointe  d'intersec- 
tion A  et  A  avec  la  sphère  les  tangentes  en  A  et  A'  au  grand  cercle  de  la  sphcrc 
situé  dans  le  plan  Q  rencontrent  la  droite  OB  aux  points  S  et  S'  sommete  des 
deux  c^nes  circonscrits  k  la  sphère  auxquels  sont  tangents  les  plans  cherchés. 
On  remarquera  que  les  deux  points  S  et  S'  sont  symétriques  par  rapport 
au  centre  0  de  la  sphère. 


36''  Loméqvm  f  . —  Les  plans  tangents  a  une  sphère  de  penle  donnpe  lai 
rapport  au  pian  horizontal  sont  tangents  à  l'un  ou  lautie  du  deux  une' 
ciri-onscrita  â  cette  sphère  dont  les  sommetssont  sur  la  verticale  du  centre 


370     Proltlèine    —  Par  «n  point  [p,  p']  mener  à  une  sphère  définie  par  ioii 

enlte  fo     j  H  sf    c<i\tuirs  apparents  les  plam   tangents  qw   font  avec  le  pian 

horizontal   un   angle    donne    a 

Pour  déterminer  les  «om 
mets  des  canes  auquels  les 
plans  cherchés  sont  tangents 
procédons    comme    it    Ment 

le  plan  de  Iront  F  qui  lon- 
ticntia  lerbcale  los  ut)  du 
centre  de  la  sphère  il  coupe 
la  sphère  suivant  un  grand 
cercle  projeté  verticalement 
on  vraie  grandeur  suivanl  te 
contour  apparent  (C).  On  ob- 
tient un  rajon  de  la  sphère 
qui  fait  avec  la  verticale  du 
centre  l'angle  donné  a  en 
menant  dans  le  plan  de  front 
P  la  droite  (oa,  o'a']  dont  la 
projection  verticale  o'a'  fail 
avec  la  droite  o's'  l'angle  a. 
Ce  rajon  rencontre  la  sphère 
au  point  (a,  a']  et  la  tangente 
point  est  projetée  verticalement 


Fi  g.  163 


a  sphère 


au  grand  cercle  de  front 

suivant  la  tangente  a V  au  contour  apparent  en  o',  qui  rencontre  la  verticale 

du  centre  au  point  |s,  s'),  sommet  du  cône  circonscrit  cherché. 

Le  cercle  de  contact  du  c&ne  circonscrit  de  sommet  (s,  s')  et  de  la  sphère 
est  le  cercle  horizontal  de  la  sphère  qui  passe  par  le  point  (a,  a')  ;  il  est 
situé  dans  le  plan  horizontal  H'  et  se  projette  horizontalement  en  vraie  gran- 
deur suivant  le  cercle  de  cenire  o  et  de  rayon  oa. 

On  est  alors   ramené   îi   chercher  les  plans  passant  par   le  point  Ip,  p'|  et 
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taneenis  au  c6ne  qui  vient  d'être  défini.  Pour  ce]a(aa8),  on  joint  lo  sommet 
(s,  s']  du  cane  au  point  {p,  p']  et  on  cherche  le  pjint  d'intersection  (m,  m') 
de  la  droite  {m,  /m'j  avec  le  plan  horizontal  H'  de  la  base  du  cône.  Pois  par 
le  point  (m,  m'}  ainsi  obtenu,  on  mène  les  tangenles  à  la  haee  du  cAne  en 
Eraçant  les  tangentes  mb  et  me  à  la  projection  horizontale  de  cette  base  qui 
passent  parm;  les  pointe  de  contact  b  el  o  se  rappellent  verticalement  en 
6'  et  &  dans  le  plan  H'.  Lee  généralrices  de  contact  des  plans  tangents  et  du 
cdne  sont  tes  droites  {sb,  s'A'}  el  Isc.  s'c'j. 

On  obtiendrait  deux  autres  solutions  avec  le  cône  circonscrit  à  lai  sphère 
donl  le  sommet  (s,  sj)  est  le  point  symétrique  du  sommet  (s,  s')  par  rapport 
au  ceDlre(o,  o'). 


§  il- 
Cylindre  circonscrit. 

371.  On  a  déjà  rappelé  (ii5,  7°)  Ifia  propriclcs  gcoméiriques  du 
cylindre  circonscrit  il  la  sphère  parai lèlemiint  à  une  direction. 

37î3.  Détermination   des   contours  apparents.  Théoiènie,   ^ 

i"  Si  le  cercle  de  contact  d'un  cylindre  circonscrit  à  une  sphère  rencon- 
tre en  an  point  M  (e  co;i(o«r  apparent  de  la  sphère  relatij  à  an  plan  P, 
ce  point  M  appartient  an  contour  apparent  da  cylindre  relatif  au  même 
plan. 

3°  Les  projections  sur  le  pian  P  des  deux  contours  apparents  et  da 
cercle  de  contact  sonl  tangentes  au  point  m,  projeelion  da  point  M. 

La  démonstration  est  analogue  à  celle  du  théorème  correspondant 
relatif  au  cùiie  ch'conscrit  (S^g)  et  nous  ne  !a  reprendrons  pas.  On  en. 
déduit  aussi  le  théorème  suivant  : 

3/3.  Théorème.  —  Les  projections  des  contours  apparents  d'un 
cylindre  circonscrit  à  une  sphère  s'obtiennent  en  menonl  «ua:  contours 
apparents  de  la  sphère  les  tangentes  parallèles  à  la  projection  de  même 
nom  de  la  direction  des  génératrices. 

374.  Exemple  I.  —  Soit  une  sphère  définie  par  son  centre  io,  0') 
et  ses  contours  apparents  [jlg.  i6i|.  Le  cylindre  circonscrit  fi  cette 
sphère  parallèlement  à  la  direction  [ab,  a'b')  a  pourcontour.apparent 
vertical  les  deux  génératrices  projetées  verticalement  suivant  les  tan- 
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génies  e'd'  et  b'/  ' 


;ïlindres  circonscrits  a  la  sphère 

nées  au  contour  apparent  yertical  parallèiemenl 
à  la  droite  a'b'  {i^i). 

De  même,  le  contour  apparent 
horizontal  s'obtient  en  menant  au 
contour  apparent  horizontal  de  la 
sphère  les  tangentes  gh  et  kl  paral- 
lèles à  la  droile  ab  (373). 

375.  Délemiinalion  du  cercle 
de  contact  du  cylindre  el  de  la 
sphère.  —  Le  plan  P  du  cercle  de 
contact  du  cylindre  et  de  la  sphère 
est  le  plan  mené  par  le  centre  de  la 
sphère  pei'pendiculairemeht  à  la 
direction  des  génératrices  du  cylin- 
dre (ii5,  7").  On  est  donc  ramené  à 
constiuire  une  section  plane  de  la 
sphère  ti551. 

Nous  nous  bornerons  à  cette  indi- 


s  effectuer  la  construclio 


parallèiemenl  à  la  dirfclion  tt(i)6(5)  (fig.  i65). 
Le  contour  apparent  du  cylindre  s'obtient  c 


particulier  où  la  direction  donnée  est 
verticale  (ou  de  bout),  le 
cercle  de  contact  du  cy- 
lindre circonscrit  et  de  la 
sphère  est  le  contour  ap- 
parent horiïontal  (ou  ver- 
tical) de  la  sphère  {a6o), 
-^jjj  dont  les  projections  sont 
bien  connues  (iso). 

376.  Exemple  II.  (Géo- 
métrie cotée).  —  Soit  à  dé- 
terminer la  projection  du 
cercle  de  contact  d'ane 
sphère  de  centre  o(5)  et  de 
rayon  donné  avec  le  cyJin- 
dre  qui  lui  est  circonscrit 


menant  ai 
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apparent  de  la  sphère  les  tangentes  dh  et  ek  parallèles  à  la  droUe  ab, 
projection  de  la  direction  des  génératrices  (S'jS). 

377.  Projection  du  cercle  de  contact.  —  Prenons  un  plan  vertical  de 
projection  dont  la  trace  horizontale  œy  est  la  parallèle  menée  par  la 
projection  o  du  centre  de  la  sphère  parallèlement  à  la  projection  ab 
des  génératrices  et  en  même  temps  prenons  comme  nouveau  plan 
horizontal  de  projection  le  plan  horizontal  H'  de  cote  5  qui  passe 
par  le  centre  o(5)  de  la  sphère. 

Le  centre  de  la  sphère  se  trouve  ainsi  sur  la  nou\elle  ligne  de  leire 
o'(5)j'(51,  ses  projections  sont  confondues  en  o  ;  par  suite  le  con 
tour  apparent  vertical  de  la  sphère  dans  ce  système  de  projections 
est  confondu  avec  le  contour  apparent  horizontal. 

La  direction  des  génératrices  aii)b(5]  a  pour  projection  verticale 
la  droite  a'b'  ;  le  point  b(5)  situe  dan*!  le  plan  hotizontal  H  «c  pio 
jette  en  b'  snr  la  ligne  II  terre  t(o)vId)  et  le  point  a  est  projeté  en 
a'  à  une  distance  ta  de  ji  égale  a  sa  cote  relatne  au  plan  H  soit 
quatre  unités  de  !  échelle 

Le  plan  du  ceicle  de  contact  e  t  le  plan  mené  pai  le  ci  ntre 
perpendiculairement  a  li  droite  lab  a  b')  ;  ses  traces  oP  et  o(J  -unt 
respectivement  peipendiculaires  au\  droites  ab  tt  ab  . 

Le  cercle  de  contact  est  projeté  verticalement  suivant  le  segment 
fg'  de  la  trace  verticale  ûQ  qui  osl  compris  à  l'intérieur  du  contour 
apparent  vertical  de  la  spheie  (iSa). 

En  rappelant  f  et  g'  en/et  g  sur  la  ligne  de  terre  <By,  on  obtient 
les  sommets  /  et  j  du  petit  axe  de  l'ellipse. 

Le  grand  axe  de  l'ellipse  est  le  segment  e(5)rf(5j  qui  est  le  diamètre 
horizontal  du  cercle  de  conlact. 

On  peut  alors  tracer  l'ellipse  définie  par  ses  axes.  La  ponctuation  a 
été  faite  en  supposant  transparente  la  surface  du  cylindre  et  celle  de 
la  sphère  opaque. 

Keuabquu.  —  On  aurait  pu  déterminer  un  point  quelconque  du 
cercle  de  contact  et  la  tangente  en  ce  point  par  la  construction 
déjà  indiquée  (i5i,  i"). 
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1 .  Mener  à  une  sphère  donnée  les  plans  tangents  de  pente  donnée 
passant  par  un  point  donné.  {Géométrie  cotée.) 

2 .  Mener  à  une  sphère  les  plans  tangents  parallèles  à  une  direction 
donnée  et  faisant  avec  le  plan  vertical  un  angle  donné. 

3.  On  donne  deux  jwints  A  et  B  et,une  sphère  O  ;  mener  par  le 
point  B  les  pLans  tangents  au  cône  de  sommet  A.   circonscrit   k  la 

ISaint-Cyr.l 

i.  On  donne  une  sphère  et  deux  plans  qui  la  coupent.  Construire 
les  plans  tangents  communs  aux  deux  cônes  circonscrits  à  la  sphère 
ei  qui  ont  pour  cercles  de  contact  avec  elle  les  sections  de  la  sphère 
par  les  deux  plans  donnés. 

(Sainl-Cyr.) 

6,  Mener  à  une  sphère  un  plan  tangent  par  un  point  de  façon  que 
le  point  de  contact  de  ce  plan  et  de  la  sphère  se  trouve  dans  un  plan 
donné.  Considérer  les  cas  ; 

t»  où  ce  plan  est  vertical  ou  de  bout  ; 

2"  où  ce  plan  passe  par  le  centre  de  la  sphère. 

6.  {Géométrie  cotée.)  On  donne  une  sphère,  un  point,  une 
droite.  Mener  par  le  point  une  droite  tangente  à  ia  sphère  et  rencon- 
trant la  droite  donnée. 

7.  Mener  par  un  point  donné  une  droite  rencontrant  une  drolle 
donnée  et  située  h  une  distance  donnée  d'un  point  donné. 

{Saint- Cyr.) 

8.  On  donne  une  sphère  O  et  deux  droites  Di  et  Da  du  plan 
horizontal.  Trouver  un  point  S  tel  que  le  cône  circonscrit  par  S  à 
la  sphère  O  ait  pour  trace  sur  le  plan  horizontal  une  parabole  tan- 
gente aux  droites  Di  et  Ds. 

9.  On  donne  un  cercle  du  plan  horizontal,  construire  une  sphère 
passant  par  ce  cercle  et  telle  que  le  cône  circonscrit  à  cette  sphère  le 
long  du  cercle  :  i"  soit  tangent  h  une  droite  donnée  D  ;  ï"  ou  bien 
contienne  un  point  donné  M. 

{Sainl-Cyr.) 
10    Mènera  deux  sphères  les  plans  tangents  communs  faisant  un 
angle  donné  avec  le  plan  horizontal. 

U.  Mener  à  deux  sphères  données  les  tangentes  communes  paral- 
lèles k  une  direction  donnée. 

[Sainl-Cyr.) 
12.  Mener  à  une  sphère  des  plans  tangents  faisant  avec  les  plans  de 
projection  des  angles  donnés.  (On  peut   résoudre  de  cette  façon  le 
problème  déjà  traité  au  n°  ya.l 
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Ombre  au  flambeau. 

378-  Considérons  une  sphère  O  dont  la  surface  est  supposée 
•opaque  et  un  point  lumineux  S  {flg.  i66).  Les  rayons  lumineux  issus 
de  S  qui  rencontrent  la  sphère  en  deux  points  distincts  A.  et  B  sont 
situés  à  l'inférieur  du  cône  (C)  de  sommet  S  circonscrit  à  la  sphère. 
l.e  point  A.  est  le  plus  rapproché  de  la  source  S.  il  est  par  suite 
éclairé  ;  le  point  B  qui  est  du  côlé  opposé  à  la  source  est  dans 
l'ombre  propre  de  la  sphère  (I,  3ao).  Les  deux  points  d'intersection 
d'un  rayon  lumineux  et  de  la  sphère  se  confondent  dans  le  cas  où  le 
rayon  est  une  génératrice  du  cône  (C),  par  suite  le  contour  de  l'ombre 
propre  d'une  sphère  éclairée  par  an  point  lamineax  S  est  te  cerele  de 
eoataet  de  la  sphère  et  du  cône  circonscrit  de  sommet  S.  Ce  cône 
s'appelle  le  cône  d'ombre  de  la  sphère  relatif  au  point  S.  La  calotte 
aphérique  DEF  est  éclairée,  la  calotte  DEG  est  dans  l'ombre  propre. 

379.  Dans  les  mêmes  conditions,  l'ombre  portée  par  la  sphère  sur 
an  plan  P  est  la  région  de  ce  plan  située  h  l'intérieur  de  la  nappe  du 
cône  d'ombre  qui  s'étend  au  delà  du  cercle  DE  du  côté  opposé  au 
sommet  S.  Le  contour  C  de  cette  ombre  portée  est.  par  suite,  en  tota- 
lité oa  en  partie  la  section  du  cône  d'ombre  par  le  plan  P. 

380.  La  détermination  des  contours  de  l'ombre  propre  d'une 
sphère  et  de  l'ombre  portée  par  elle  sur  un  plan  revient  donc  à  des 
problèmes  déjà  traités  (355  et  178). 
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381.  Exemple  I-  —  Soil  un  point  tamineua:  s(i5,5)  el  une  splière 
de  centre  o(i,  5)  et  de  rayon  donné  [fig.  167).  Déterminer  t'ombre 
propre  de  la  sphère  et  l'ombre  portée  par  elle  sur  le  plan  horhontnl  de- 
projection. 


1°  Le  contour  apparent  du  cône  d'ombre  s'oblient  (35o)  en  menant 
par  la  projection  s  de  la  source  lumineuse  les  tangentes  sa  et  sb  au 
contour  apparent  de  la  sphère. 

i°  Ombre  propre.  —  Le  contour  de  l'ombre  propre  est  le  cercle  de 
contact  de  la  sphère  et  du  cône  qui  lui  est  circonscrit  par  le  point 
s(i5,5). 

Pour  déterminer  ce  cercle  (355),  faisons  une  projection  sur  le  plan 
vertical  de  trace  so,  auquel  le  plan  du  cercle  est  perpendiculaire.  Le 
point  s  se  projette  verticalementen  s',  sur  la  perpendiculaire  menée 
àla  droite  so  parle  point  s  et  aune  distance  de  s  égale  à  1 5. 5  unités 
de  réclielle.  On  construit  de  même  en  0'  la  projection  verticale  du 
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s  o(/i,  5)  de  la  sphère  cl  en  traçant  le  ceicte  de  centre  o'  et  de 


%. 


m. 


^lifeSi. 


même  rajon  que  !a  sphère 
de  la  sphère. 


1  obtient  le  contour  apparent  \erlical 
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Les  tangentes  s'c',  s'd'  menées  à  ce  cercle  par  le  point  s'  forment 
le  contour  apparent  vertical  du  cône  circonscrit. 

Le  plan  du  cercle  de  contact  est  de  bout  dans  le  syslème  de  pi-o- 
jectîons  considéré  et  sa  trace  verticale  est  la  droite  c'd'.  On  en  déduit 
par  une  construction  connue  (i54)  les  axes  de  la  projection  horizon- 
tale du  cercle.  Les  points  projetés  verticalement  en  e'  et  d'  sur  le 
contour  apparent  vertical  de  la  sphère  se  rappellent  en  c  et  d  sur  le 
segment  ef  projection  horizontale  de  ce  contour  apparent  ;  e  et  d 
sont  les  sommets  dn  petit  axe  de  l'ellipse  projection  du  cercle  de 
contact. 

Le  centre  de  cette  ellipse  est  le  point  u)  milieu  du  segment  éd.  Le 
grand  axe  est  par  suite  la  perpendiculaire  menée  à  la  droite  ef  par 
le  point  m  ;  on  obtient  ses  deux  sommets  3  et  h  en  portant  sur  lui 
à  partir  de  «i  les  longueurs  103  et  tak  toutes  deux  égales  au  rayon 
du  cercle,  qu'on  a  en  vraie  grandeur  sur  la  projection  verticale  en 
prenant  la  moitié  du  segment  c'd'. 

Il  est  alors  facile  de  tracer  l'ellipse  en  tenant  compte  de  ce  qu'elle 
passe  aux  points  a  et  b  et  qu'elle  y  est  tangente  aux  contours  appa- 
rents de  la  sphère  et  du  cône  (ii8  et  Sig). 

38â.  3°  Ombre  portée  sur  le  plan  horizonlal.  —  Le  contour  de  cette 
ombre  est  la  section  par  le  plan  horizonlal  du  cane  circonscrit  h  la 
sphère  par  le  point  sii5,5|  (379I. 

Les  axes  et  les  foyers  de  la  section  plane  d'un  cône  de  révolution 
sont  définis  par  le  théorème  de  Dandclin  'Grévy,  Compléments  de 
.  Géomélrie,  679). 

383.  Awe  focal.  —  L'axe  local  est  la  projection  del'asedu  cônesur 
le  plan  sécant.  Cet  axe  est  par  suite  dirigé  suivant  la  droite  so  et  les 
■sommets  sont  les  traces  horizontales  i  et  j  des  deux  génératrices  du 
cône  (sd,  s'd'l,  (se,  s'c'l  situées  dans  le  plan  vertical  qui  a  os  pour 
trace  horizontale. 

38'i.  Foyen.  —  Les  foyers  de  la  section  sont  les  points  de  contact 
du  plan  sécant  avec  les  sphères  inscrites  dans  le  cône  et  tangentes  à 
ce  plan.  Ces  sphères  sont  h  omo  thé  tiques  de  la  sphère  donnée  (0,  0'] 
par  rapport  au  centre  d'homothétie  (s,  s'(  et  les  plans  homologues 
du  plan  horizontal  dans  ces  homothéties  sont  les  plans  horizontaux 
tangents  à  la  sphère  {0,0'):  leurs  points  de  contact,  qui  sontles  points 
homologues  des  deux  foyers,  ont  pour  projection  verticale   k'  ou  l' 
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«t  leurs  projections  horizontales  coïncident  avec  le  point  o. 
En  joignant  ces  points  au  centre  d'homothétie  (s,  s'],  on  obtient 
deux  droites  projetées  horizontalement  suivant  so,  verticalement 
suivant  s'k"  et  s'I'  et  dont  les  traces  horizontales  m  et  rt  sont  les 
foyers  cherchés  :  en  efîet  le  point  m  par  exemple  est  l'homothétique 
du  point  {k,  k')  dansl'une  des  homolhéties  considérées. 

385.  Petit  axe.  —  On  mène  alors  le  petit  axe  de  la  section  perpen- 
diculaire à  ij  en  son  milieu  p  ;  on  décrit  de  m  comme  centre  une 
circonférence  de  rayon  égal  à  pi.  demi-grand  axe  de  l'ellipse  ;  elle 
■coupe  le  petit  axe  aux  deux  points  q  et  r,  qui  sont  les  sommets  du 
petit  axe  de  la  section,  d'après  une  propriété  bien  connue  (Grévy, 
Complémenls  de  Géométrie,  6a3). 

386.  Poinlssurle  conloar  apparent  horizontal  du  cône.  —  Ce  contour 
apparent  se  compose  des  deux  génératrices  projetées  horizontalement 
suivant  les  droites  sa  et  sb.  Les  deux  points  projetés  en  a  et  &  sont 
sur  le  contour  apparent  horizontal  de  la  sphère  ;  comme  la  droite  ab 
est  perpendiculaire  à  ia  ligne  de  terre  xy,  leurs  projections  verli- 
eales  sont  confondues  en  a'  et  b'  sur  e'f't  projection  verticale  du  con- 
tour apparent  horizontal  de  la  sphère.  Les  deux  génératrices  de  con- 
tour apparent  horizontal  du  cône  spnt  donc  {sa,  s'a'\  et  {sb,  s'b') 
dont  on  obtient  facilement  les  traces  horizontales  aux  points  (u.  lï] 
et  (y,  t^')  ;  ce  sont  les  deux  points  cherchés. 

Les  tangentes  à  la  trace  horizontale  du  cône  aux  points  a  et  u  sont 
respectivement  les  droites  sa  et  su  (ii8). 

Il  est  alors  facile  de  tracer  le  contour  de  l'ombre  irvjaq. 

387.  Point  quelconque  et  tangente  en  ce  point.  —  On  obtient  un 
point  quelconque  de  la  section  en  cherchant  la  trace  horizontale  d'une 
génératrice  du  cône  d'ombre  ;  la  tangente  en  ce  point  au  contour  de 
l'ombre  est  la  trace  horizontale  du  plan  tangent  au  cône,  qui  est  d'ail- 
leurs aussi  tangent  à  la  sphère. 

Nous  nous  bornerons  à  celte  indication  sans  effectuer  la  construc- 
tion correspondante  sur  l'épure. 

388.  Ponctuation.  —  L'épure  a  été  ponctuée  en  supposant  la  sphère 
opaque.  L'ombre  propre  a  été  couverte  dans  sa  partie  vue  de  hachures 
parallèles  à  la  droite  so  et  l'ombre  portée  de  hachures  obli([ues 
à  cette  droite. 
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38y,  Remarque.  —  Pour  déterminer  les  foyers  m  et  li  de  l'ombre 
propre,  on  peut  se  servir  d'une  propriété  qui  apparait  dans  la  dé- 
monstration du  théorème deDandelin(Grévy,  Compléments  de  Géomé- 
trie, 680)  :  Si  d'une  extrémité  J  de  l'axe  focal,  on  abaisse  la  perpen- 
diculaire jiv  sur  l'axe  s'o'  du  cône  et  si  w  est  le  point  où  cette  droite 
coupe  la  génératrice  s'i,  la  longueur  iw  est  égale  à  la  distance  des 
deux  foyers  de  la  section.  Par  suite,  en  portant  sur  la  droite  so,  de 
part  et  d'autre  du  point  p,  centre  de  la  section,  une  longueur  égale 
à  la  moitié  de  la  longueur  itu,  on  obtient  les  deux  fojers  en  m  et  11. 

390.  Natarede  l'ombre  portée.^  I.asection  plane  d'un  cône  de  révo- 
lution est  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole  suivant  que  le  plan 
parallèle  au  plan  sécant,  mené  par  le  sommet,  ne  coupe  pas  le  cône, 
le  coupe  ou  lui  est  tangent  (Gré^y,  Compléineni$  de  Géométrie,  ô-jg). 

Dans  le  problème  précédent  (38i),  i'ombre  portée  sur  le  plan  hori- 
zontal est  une  ellipse;  carie  plan  horizontal  H'  du  sommet  (s,  s')  ne 
coupe  pas  le  cône,  sa  trace  verticale  H'  élant  à  l'extérieur  du  conlour 
apparent  vertical  du  cône  [fig.  167!. 

Dans  le  cas  où  le  point  lumineux  (s,  s')  est  sut  la  verticale  du 
centre  de  la  sphère  {fig.  i58),  la  section  du  cône  d'ombre  parle  plan 
horizontal  est  un  cercle  de  centre   0   et  de  rayon    o'   facile  à  déter- 

391.  Exemple  II.  ^  On  donne  une  sphère  (0,  0')  tangente  au  plan 
horizontal.  Trouver  l'ombre  portée  par  celte  sphère  sur  le  plan  hori- 
zontal lorsqu'elle  esl  éclairée  par  le  poinl  lumineux  (s,  s')  de  cote  Infé- 
rieure à  son  diamètre  et  situé  dans  le  plan  de  front  du  centre  (fig.  168). 

Contours  apparents.  —  Les  projections  des  contours  apparents  du 
cône  circonscrit  à  la  sphère  par  le  poinl  (s,  s']  s'obtiennent  en 
menant  par  chaque  projection  du  poinl  les  tangentes  à  la  projec- 
tion de  même  nom  du  contour  apparent  de  même  nom  de  la 
sphère  (35o).  On  construit  ainsi  les  génératrices  projetées  horizonta- 
lement en  sa  et  s6  et  celles  projetées  verticalement  en  s'e'  et  s'd'. 

.192.  Ombre  propre,  —  Le  cercle  de  contact  du  cône  et  de  la  sphère, 
qui  limite  l'ombre  propre  sur  la  sphère,  est  dans  un  plan  P  perpen- 
diculaire à  la  droite  (so,  s'o'i  ;  comme  cette  droite  est  de  front,  le  plan 
P  est  de  bout  et  comme  il  contient  les  points  projetés  verticalement 
en  c'  et  d',  il  a  pour  trace  verticale  la  droite  c'd'  (I,  i3o.  i"). 

Le  cercle  de  conlact  a  donc  pour  projeclion  verticale  le   segment 
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rectiligne  dd'  ;  aa  projectiorj  horizonlale  se  déteimine  par  la  coi 
Iruclion  déjà  vue  |355|,  En  rappelant  horizontalement  les  points  c 


d'  en  c  et  d  sur  la  projection  horizontale  e/ du  contour  apparent 
vertical  de  la  sphère,  on  obtient  les  sommets  du  petit  axe  de  l'ellipse 
projection.  Le  milieu  oj  du  segment  cd  est  le  centre  de  l'eUipsedont 
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le  grand  axe  est  la  perpendiculaire  à  cd  menée  par  ce  point  m  et  dont 
la  longueur  gh  est  celle  du  diamètre  du  cercle  qu'on  trouve  en  c'd' 
sur  la  projection  verticale. 

Les  points  de  l'ellipse  situés  sur  le  contour  apparent  horizontal  sont 
les  pointa  de  contact  a  et  &  des  contours  apparents  horizontaux  du 
cône  et  de  la  sphère  (Sig). 

393,  Ombre  portée.  —  Ûireelions  infinies.  —  Le  plan  horizontal  H' 
mené  par  le  point  fs,  s')  détermine  sur  la  sphère  le  parallèle  projeté 
verticalement  suivant  le  segment  rectiligne  fc'C  et  horizontalement 
en  vraie  grandeur  suivant  le  cercle  de  centre  o  et  de  rayon  ok.  Les 
tangentes  sm  et  sn'menées  à  ce  cercle  par  le  point  s  sont  les  pro- 
jections horizontales  des  tangentes  horizontales  menées  à  la  sphère 
par  le  point  (s,  s')  ou  encore  des  génératrices  horizontales  (sm,  s'm') 
et  {sn,  s'n'j  du  cône  circonscrit  à  la  sphère  par  le  point  (s,  s')-  Par 
suite  la  section  du  cône  par  le  plan  horizontal  de  projection,  qui  est 
le  contour  de  l'ombre  portée  est  une  hyperbole  dont  les  directions 
infinies  sont  les  droites  (sm,  s'm'}  et  {sn,  s'n']  (Sig). 

394.  Asympiotes.  —  On  détermine  les  asymptotes  de  l'hyperbole 
par  le  procédé  déjà  indiqué  (Sig)  h  propos  de  la  construction  de  la 
section  plane  du  cône.  L'asymptote  est  l'intersection  du  plan  sécant 
et  du  plan  tangent  au  cône  le  long  de  la  génératrice  parallèle  au 
plan  sécant.  Prenons,  par  exemple,  la  génératrice  (sm,  s'm'].  Le  plan 
tangent  au  cône  au  point  (m,  m')  est  aussi  tangent  à  la  sphère,  car 
le  point  (m,  m'J  est  un  point  du  cercle  de  contact  du  cône  et  de  la 
sphère.  Ce  plan  est  donc  défini  par  la  tangente  |ms,  m's')  au  parallèle 
horizontal  de  la  sphère  qui  passe  par  ce  point  et  par  la  tangente  en 
(m,  m'I  au  grand  cercle  de  la  sphère  situé  dans  le  plan  vertical  de 
trace  horizontale  om.  Pour  déterminer  cette  deuxième  tangente,  on 
fait  subir  k  ce  grand  cercle  une  rotation  autour  de  la  verticale  du 
■centre  [o,  o'}  de  la  sphère,  de  manière  à  l'amener  dans  le  plan  de 
front  du  centre  ;  cette  rotation  amène  le  point  (m,  m'I  au  point  ((.  /') 
ou  l'on  mène  la  tangenle  il'  an  méridien  de  front  de  la  sphère  ; 
cette  tangente  {It.  J'f  )  est  ramenée  par  la  rotation  inverse  de  la  pré- 
cédente en  {ma,  m'u').  On  en  déduit  la  trace  horizontale  du  plan 
tangent  au  point  (m,  m  )  en  menant  pai  le  point  u,  trace  horizon- 
tale d'une  droite  du  plan  la  parallèle  uu  à  la  direction  sm  de  la 
projection  des  horizontales  du  pinn  Li  dioite  ni  est  une  asymptote 
de  l'hyperbole. 
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La  deuxième  asymptote  est  la  droite  wr  symétrique  de  la  première 
uupar  rapport  à  l'axe  focal  so. 

39b.  Sommets  el  foyers.  —  L'axe  focal  de  l'hyperbole  est  la  pro- 
jection 30  de  l'axe  du  cône  sur  le  plan  horizontal.  Un  foyer  de 
l'hyperbole  est  le  point  a  confondu  avec  le  point  o,  car  la  sphère  (o,  o'\ 
est  inscrite  dans  le  cône  et  tangente  au  plan  horizontal  au  point  (a,  i'}. 

Un  sommet  de  l'hyperbole  est  le  point  p  trace  horizontale  de 
la  génératrice  {sp,  s'p')  du  cône  située  dans  le  plan  de  front  de  trace 
horizontale  so. 

Les  points  de  l'hyperbole  situés  sur  le  contour  apparent  horizontal 
s'obtiennent  en  cherchant  les  traces  horizontales  {q.  q')  et  {s,  s')  des 
génératrices   {si,  s'i'l  et  (y,  s'f)  de  contour  apparent  horizontal  du- 

L'ombre  portée  ne  corhprend  que  la  branche  d'hyperbole  située 
sur  la  nappe  du  cône  qui  contient  la  spiière.  C'est  cette  branche  dont 
on  a  tracé  un  arc  en  qpi.  On  a  ponctué  l'épure  en  supposant  la. 
sphère  et  le  plan  horizontal  opaques  et  le  plan  vertical  transparent. 

396.  Problème-  —  On  donne  une  sphère  0  et  un  plan  P,  opaques 

totts  deax.  Trouver  le  lieu  des  points  lumineux    S  qui  font  porter  à  la 

spitère  0    sur  le 

r  I  plan  P  une  ombre 

/  /  limitée   par    une 

parabole        (fig. 

169). 

Pour     que    la^ 

section     par      le 

plan    P  du  cône 

circonscrit  à    la- 

sphère     par     le 

^    ^,,-'  /  point  S  soit  une 

\_  '  parabole,  il  faut 

~~^^  ,    '  etil  suRitquele 

17  plan     P'     mené 

parallèlement  au 

^"''  '^^  plan    P    par    le 

point  S    soit  tangent  au  cône  Ogo)  ou,  ce  qui  revient  au  même,  soit 

tangent  à  la  spbère.  Le  lieu  du  point  S  est  donc  formé  par  les  plans- 

P'  et  P"  tangents  à  la  sphère  et  parallèles  au  plan  P. 
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Pour  qu'il  y  ait  ombre  portée,  i!  faut  que  ia  sphère  se  trouve  entre 
le  plan  P  et  le  plan  parallèle  mené  par  S.  Par  suite  il  peut  arriver 
qu'un  des  deux  plans  P'  ou  P°  ne  réponde  pas  à  la  question,  c'est  le 
cas  du  plan  P"  pour  ia  disposition  de  la  figure  169  où  le  plan  P  est 
supposé  situé  au-dessous  de  la  sphère  Û. 


Ombre  au  soleil. 


397.  Considérons  une  sphère  O  dont  la  surface,  supposée  opaque. 
est  édairéo    pai-  des  rayons  lumineux  parallèles  à  la  direction    i 


ifiy-  1701.  Les  rayons  lumineux  tels  que  AB  qui  rencontrent  la 
sphère  en  deux  jioints  distincts  A  et  B  sont  situés  à  l'intérieur  du 
cylindre  (C)  circonscrit  à  la  sphère  parallèlement  à  la  direction  i. 
Le  point  A,  qui  est  du  côté  de  la  source  lumineuse,  est  éclairé  et  le 
point  B,  qui  est  du  côté  opposé  s  la  source,  est  dans  l'ombre  propre  de 
la  sphère  (I,  32o). 
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398.  Les  deux  points  d'intersection  d"un  rayon  lamineux  et  de  la 
sphère  se  confondent  dans  le  cas  où  ce  rayon  est  une  génératrice  du 
cylindre  (C|;  par  suite,  le  contour  de  l'ombre  propre  d'une  sphère  éclai- 
rée par  des  rayons  Inmineux  parallèles  est  le  grand  cercle  de  contact 
de  la  sphère  el  du  cylindre  circonscrit  parallèlement  à  ta  direction 
des  rayons  lumineux.  Ce  cylindre  s'appelle  le  cylindre  d'ambre  de  la 
sptière  relatif  à  la  direction  a.  L'hémisphère  DEF  est  éclairé,  l'hémi- 
sphère DGE  est  dans  l'ocnbre  propre. 

399.  Dans  les  mêmes  conditions,  l'ombre  portée  par  la  sphère  sur 
un  plan  P  est  ia  région  de  ce  plan  située  à  l'intérieur  du  cylindre 
d'ombre  et  située  par  rapport  à  !a  sphère  du  côté  opposé  à  la  source. 
Le  contoar  G  de  l'ombre  /.orlée  est  par  suite  la  section  du  cylindre 
d'ombre  par  le  plan  P. 

La  détermination  des  contours  de  ces  deux  ombres  sur  la  sphère  et 
sur  le  plan  P  revient  donc  à  des  problèmes  déjà  traités  [i-jG  et  SSg}. 

400.  Dans  le  cas  où  la  direction  des  rayons  lumineux  est  perpendi- 
culaire au  plan  P  {Jig.  Go),  le  contour  de  l'ombre  propre  est  le  con- 
tour apparent  de  la  sphère  par  rapport  au  plan  P  (1161  et  le  contour 
de  l'ombre  portée  est  la  projection  de  contour  apparent  sur  le  plan  P. 

401.  Exemple  I.  —  Soil  une  sphère  de  oenlre  0(6)  el  de  rayon 
donné  éclairée  par  des  rayons  lumirieuj;  parallèles  à  la  droite  a|6)È(o) 
{fig.  171}.  Déterminer  l'ombre  propre  de  la  sphère  et  l'ombre  portée 
par  elle  sur  le  plan  horizontal  de  projection. 

I'  Le  contour  apparent  du  cylindre  d'ombre  s'obtient  (873)  en  menant 
au  contour  appaient  de  la  sphère  les  tangentes  cd  et  ef  parallèles  à  la 
direction  ab  de  la  projection  des  rayons  lumineux. 

Les  points  projetés  en  c  et  e  sur  le  contour  apparent  de  la  sphère 
ont  même  cote  que  le  centre  de  la  sphère,  c'est-à-dire  six  unités.  Les 
traces  horizontales  de  ces  généi'atrices  s'obtiennent  en  dlol  et^o),  en 
prenant  sur  leurs  projections  les  longueurs  cd  et  ej,  égales  à  la  dis- 
tance ab  et  de  même  sens  qu'elle. 

402.  Ombre  propre.  —  Le  contour  de  l'ombre  propre  est  le  grand 
cercle  de  contact  de  la  sphère  et  du  cylindre  circonscrit  parallèlement 
à  la  droite  c(6)&(o)  (SgS).  Le  plan  de  ce  cercle  est  perpendiculaire  à 
la  direction    a{6)b[o]:    pour  détenniner  sa  projection,  faisons  une 
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plan  vertical  de  trace  ccy  parallèle  à  la  droite  ab  ; 
plan  ïerti- 


projectio 

le  plan  du  cercle  de  contact  est  de  bout  par  rapport  à 
cal.  Le  centre  de  la  sphère  se  projette  verticalement  en 
pendiculaire  nionce  à  la  droite  xy  par  le  point  o  et  il 


B  distance 


i4)o'  de  xy  égale  à  six  unités  de  l'échelle.  En  traçant  la  circonférence 
de  centre  o'  et  de  même  rayon  que  la  sphère,  on  obtient  le  contour 
apparent  vertical  de  la, sphère. 

On  obtient  de  même  en  e'd'  la  pi'ojection  verticale  de  la  généra- 
trice e(6|d(o)  ;  le  point  d  est  confondu  avec  le  point  o'  et  le  point  d' 
est  sur  la  ligne  de  terre  xy.  Les  tangentes  g'k',  k'i'  menées  au  con- 
tour apparent  vertical  delà  sphère  parallèlement  à  la  droite  c'd'  for- 
ment le  contour  apparent  vertical  du  cylindre  circonscrit. 

Le  plan  du  grand  cercle  de  contact  de  ce  cylindre  et  de  la  sphère 
est  de  bout  dans  le  système  de  projections  considéré  et  sa  trace  verti- 
cale est  la  droite  g'k'.  On  en  déduit  par  une  construction  déjà  vue 
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(i54|  les  axes  de  la  projection  horizonlale  du  cercle.  Les  poiiiLs  pro- 
jelés  verlicaiement  en  g'  etk'  sur  le  conlour  apparent  vertical  de  la 
sphère  se  rappellent  en  g  et  fc  sur  le  segment  mn.  projeclioii  horizon- 
tale de  ce  contour  apparent  ;  ^  et  fr  sont  les  sommets  du  pelit  ase  de 
l'ellipse  projection  du  grand  cercle  de  conlact.Lecentrede  cette  ellipse 
est  le  point  o,  car  le  cercle  de  contact  a  pour  centre  le  point  (o,  o'). 
Le  grand  axede  l'ellipse  est  la  projection  ce  du  diamètre  horizontal 
c(6)c(6)  du  cercle.? 

On  peut  alors  tracer  l'ellipse  définie  par  ses  deux  axes. 

403.  3°  Ombre  portée  sur  le  plan  horhonial.  —  Le  conlour  de  cette 
ombre  est  la  section  par  le  "plan  horizontal  du  cylindre  circonscrit  à 
la  sphère  parallèlement  à  la  direction  a(6|6(o)  (Sggj. 

Les  axes  et  les  foyers  de  la  section  plane  d'un  cylindre  de  révolu- 
tion sont  définis  par  le  théorème  de  Dandelin  (Grévy,  Complémenls  de. 
Géométrie,  ô^^), 

404.  Axe  focal.  —  L'axe  focal  est  la  projection  de  l'axe  du  cylin- 
dre sur  le  plan  sécant.  Cet  axe  est  par  suite  dirigé  suivant  la  droite 
ot.  projection  horizontale  de  l'asie  {ol,  o'i')  du  cylindre,  et  ses  sommets 
sont  les  traces  horizontales  h  et  i  des  deux  génératrices  du  cylindie 
igh,  g'h')  et  {hi,  k'i'j  situées  dans  le  plan  vertical  qui  a  pour  trace 
horizontale  oL 

405.  Petil  axe.  —  Le  centre  de  la  section  est  le  point  '.  trace 
horizontale  de  l'axe  (o(,  oT)  du  cylindre,  et  le  petit  axe  qui,  d'après  le 
théorème  de  Dandelin,  est  égal  au  diamètre  du  cylindre  est  le  seg- 
ment df. 

On  peut  alors  tracer  l'ellipse  définie  par  ses  deux  axes  ghcl  df. 

406.  Point  qaeleonqae  et  tangente  en  ce  point.  —  On  obtient  un- 
point  quelconque  de  l'ombre  portée  en  cherchant  la  trace  hori- 
zontale d'une  génératrice  du  cylindre  d'ombre;  la  tangente  en  ce 
point  au  contour  de  l'ombre  est  la  trace  horizontale  du  plan  tangent 
au  cylindre,  plan  qui  est  d'ailleurs  aussi  langent  à  la  sphère. 

Nous  nous  bornerons  à  celle  indication  sans  effectuer  la  construc- 
tion correspondante  sur  l'épure. 

407.  Ponctuation.  —  L'épure  a  été   ponctuée   en  supposant  la 
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sphère  opaque.  L'omhre  propre  a  élé  couvcrle  dans  sa  partie  vue  de 
hachures  parallèles  à  la  droite  ab  et  l'ombre  portée  de  hachures 
obliques  à  cette  droite. 

40S.  Si  l'on  cherche  ('ombre  parlée  sur  deux  plans  ooneoaranls  P 
et  Q,  il  faut  tenir  compte  des  remarques  générales  déjà  faites  II,  3i3 
et  suivants). 

Par  exemple,  dans 
le  cas  où  les  rayons 
lumineux  sont  pa- 
rallèles à  la  direc- 
tion i  [fig.  i^a],  ai 
l'ombre  portée  par 
la  sphère  0  sur  le 
plan  P  est  une  el- 
lipse ABCD  qui 
coupe  en  jV  et  B 
l'intersection  aj  des 
deux  plans,  seul  le 
segment  d'ellipse 
ACB  constituera 
l'ombre  portée  sur 
P.  Sur  Q,  on  trou- 
vera une  ombre  por- 
tée limitée  par  l'arc 
d'ellipse  AEH,  sec- 
ijon  du  cylindre 
d'ombre  par  le 
plan  Q. 

409.  On  a  donc 
à  déterminer  les  sections  du  cylindre  d'ombre  par  les  deux 
et  Q.  Puis  on  construit  les  points  A  et  lî  où.  le  contour  de 
portée  passe  d'un  plan  sur  l'autre  en  cherchant  les  points 

cylindre  et  à  la  droite  d'intersection  coy  des  plans  P  et  Q. 

bornerons  k  ces  indications. 


d'abord 
plan,  P 
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1.  Trouver  l'ombre  portée  par  une  droite  sur  une  sphère. 

2.  Trouver  l'ombre  portée  par  une  sphère  sur  une  droite. 

3.  Trouver  l'ombre  portée  sur  le  plan,  horizontal  par  uo  hémi- 
sphère limité  par  le  plan  horizontal  du  centre  de  la  sphère. 

4.  On  donne  une  sphère  située  au-dessus  du  plan  horizontal.  Dé- 
lerminpi  un  point  lumineux  (s,  s')  pour  que  l'ombre  portée  par  la 
aphère  sur  le  plan  horizontal  soit  une  parabole  tangente  à  deux 
droites  données  du  plan  horizontal. 

5.  On  donne  un  cjlindre  droit  à  base  circulaire  dont  une  base  est 
dans  le  plan  horizontal  ;  ce  cylindre  est  surmonté  d'un  hémisphère 
quia  poui  grand  cercle  de  base  la  base  supérieure  du  cylindre. 
Construire  i»  1  ombre  propre  du  solide  formé  par  le  cylindre  et 
l'hémisphère     2'  1  ombre  portée  sur  le  plan  horizontal. 

6.  Ombre  au  flambeau  sur  le  plan  vertical  d'une  calotte  sphérique 
limitée  par  un  cercle  horizontal.  Le  point  lumineux  est  au  centre 
de  la  sphère. 
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CHAPITRE   XII 
SURFACES   TOPOGRAPHIQOES 


SI. 


Bepréseutation  d'une  surface  par  des  courbes  de  niveau. 

410.  On.  appelle  surface  iopographiqae  toute  surface,  lelle  que  celle 
d'un  terrain,  qui  n'est  pas  susceptible  d'une  définition  géométrique. 
Pour  représenter  ces  surfaces  sur  une  épure,  on  emploie  les  méthodes 
de  la  géométrie  cotée;  mais,  quel  que  soit  le  nombre  de  points  de  la 
surface  définis  sur  l'épure  par  leurs  projections  cotées,  il  est  bien  évi- 
dent que  celle-ci  ne  peut  jamais  représenter  complètement  et  exacte- 
ment le  terrain.  Aussi  ne  cherche-t-on  qu'une  représentation  appro- 
chée de  ces  surfaces  par  le  procédé  suivant,  dit  des  courbes  de  niveau. 

4H.  Courbes  de  niveau.  —  Considérons  des  plans  horizontaux 
équidistanls,  dont  les 
cotes  forment  par  suite 
une  progression  arith- 
métique. Les  sections 
de  la  surface  par  ces 
plans  sont  dites  courbes 
]wrizùnlales  ou  de  ni- 
neatidecette  surface,  car 
les  points  d'une  même 
courbe  ont  la  même 
cote,  c'est-à-dire  sont  au 
ui     j,j  même  niveau.  Le  sont 

les  projections  de   ces 
courbes  que  l'on  trace  sur  l'épure  ;  elles  représentent  et  définissent  la 
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surface  avec  d'autant  plus  d'exactitude  quo  les  cotes  de  leurs  plans 
sont  plus  rapprochées  :  pvÈs  de  chacune  de  ces  courlies,  on  écrit  la 
cote  commune  à  tous  ses  points  {fig.  178)  ;  mais  on  peut  se  borner  à 
n'en  inscrire  que  quelques-unes  dont  la  connaissance  suffit  à  déter- 
miner facilement  les  autres,  si  l'on  tient  compte  que  leur  suite 
forme  une  progression  arithmétique, 

412.  ÉquidUiance  réelle,  équidlstance  graphique.  —  La  dis- 
tance verticale  entre  les  plans  horizontaux  de  deux  courbes  de  niveau 
consécutives  s'appelle  Véquidistance  réelle. 

En  général,  l'équidis lance  réelle  croît  quand  l'échelle  numérique 
(I,  iS)  diminue,  de  manière  à  éviter  de  tracer  sur  l'épure  des  courbes 
de  niveau  trop  rapprochées  et  de  compliquer  la  représentation  de  !a 
surface. 

On  appelle  éqaidistance  graphique  l'équidistance  réelle  réduite  à 
l'échelle  du  dessin. 

Si   l'échelle  numérique  est  la  fraction    — ,   l'équidistance  réelle 

étant  E,  l'équidistance  graphique  est    e  =1  — . 

Ainsi,  dans  la  carte  de  l'État-Major  français  qui  est  construite  à 
l'échelle  de  -r .  l'équidistance  réelle  est  ao  mètres  et  l'équidis- 
tance graphique  est  par  suite     -3 ^  -r-  de  milhmitie 


4Î3.  Courbes  maîtresses,  courbes  inleicalalres  — Dansiebul 
di  rendre  la  caiie  plus 
facilt  a  hre  on  trace 
souvent  d  une  façon 
particulière  ceitames 
courbes  légulièrement 
espacées  Tantôt  com- 
me dans  la  carlon'ra- 
phie  lui'fse  on  les  dis 
Inigue  pai  un  trait 
pomtdié  dont  1  effet  a 
quelque  distance  doit 
et)  e  le  même  que  celui 
du  trait  plein  des  autres  courbes  ;  tantôt  on  lenforce  ce  liait    l  es 


y  Google 


2;îi 


courbes,  qui  dans  l'un  et  l'autre  cas  sont  dites  courl>fS  jnaîiresses,  pren- 
nent souvent  dans  le  second  le  nom  de  courbes  grosses.  Ainsi,  dans 
la  figure  \-}ù.  les  courbes  de  niveau  de  cotes  4o  et  60  sont  des  courbes 
mailresses. 

Il  peut  arriver  que  dans  des  terrains  peu  accidentés  les  formes  ne 
soient  pas  sufGsamment  définies  par  les  courbes  tracées  à  l'équidis- 
tance  adoptée  ;  pour  définir  avec  plus  de  précision  la  partie  de  la 
surface  comprise  entré  deux  courbes  de  niveau  consécutives,  on  inter- 
cale entre  elfes  des  courbes  de  niveau  auxiliaires  que  l'on  nomme 
courbes  inlercalaires.  On  les  trace  généralement  en  pointillé.  Leur 


équidistance  est  u 
lance  réel  le. 


,s- multiple  simple 


)  de  l'équidis- 


Problèmes  relatifs  aux  courbes  de  niveau. 


414.  Problème  I.  —  Si 

face  iopographique  S  défini 


t  à  déterminer  la  cote  d'un  point  d'une  sur- 
par  des  courbes  de  niveau,  connaissant  ta 
projection  horizontale  m  de  ce 
point  {fig.  175). 

Supposons  le  point  jn  placé 
entre  les  courbes  de  niveau 
consécutives  ab  et  cd  décotes 
lao-^et  iSo". 

Comme  la  partie  de  la  sur- 
face comprise  entre  les  deux 
courbes  de  niveau   n'est   pas 

peut  obtenir  pour  le  point 


1  segment  de  droite  ef  à  pea 


exactement  définie 
projeté  en  m 

Pour  cela,  on  Irace  par  le  point  n 
près  normal  aux  deux  courbes  de  niveau,  c'est-à-dire  à  peu  près  per- 
pendiculaire aux  tangentes  er  etjt  à  ces  deux  courbes  aux  points  e 
et  /;  on  luppose  alors  que  ia  courbe  de  la  surface  projetée  suivantle 
segment  em/ est  ia  droite  e  (i3o)  /1.sïo)  et  on  détermine  la  cote 
du  point  de  cette  droite  projeté  en  m.  par  l'un  des  procédés  indi- 
qués dans  l'étude  de  la  ligne  droite. 
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Par  exemple,  on  appliquant  ia  méthode  numérique  (I,  18,  a"),  on 
trouïe  pour  la  distance  du  point  considéré  au  plan  horizontal  de  cote 
m£ 
«/' 
pure  les  longueurs  me  et  mf.  On  peut  aussi  évaluer  à  vue  (tceil  le  rap- 

mativement  égale  (i,  18,  Rem.  1)  à     120'"  + 10"  X  r 


0  l'expression  io"X  -^'    qu'on  calcule  après  avoir  mesurés) 
f.  On  peut  aussi  évaluï 
port  ~^  ;  s'ilparaitsensibiementégalà  -^,    lacotede  m  estapproxi- 


41S.  Remarque  1.  —  L'introduction  dans  ia  solution  précédente 
du  segment  recliligne  e{i3o)/(iao),  sur  lequel  la  variation  de  la  cote 
du  point  projeté  en  m  est  proportionnelle  à  la  distance  me,  est  un, 
moyen  d'approximation  en  tout  point  analogue  au  calcul  des  parties 
proportionnelles  dans  la  recherche  du  logarithme  d'un  nombre 
compris  entre  deux  nombres  consécutifs  de  la  table. 


4 16.  Remarque  II,  —  L'erreur  commise  dans  celte  détermination 
approchée  de  la  cote  dépend  de  la  forme  de  la  surface  entre  les  deux 
courbes  de  niveau  considérées.  Elle  est  d'autant  plus  faible  que  la 
eurfaco  est  mieux  représentée,  c'est-à-dire  que  les  plans  des  courbes 
de  niveau  sont  plus  rapprochés. 


417.    l'rohièm 


-  Section  d'ùi 


Soit  a  trouver  la  courbe  d'intersection  d' 
déllnie  par  des  courbes  de 


surface  topographique 
1  avec  un  plan  P  défini  par  son 
échelle  de  pente  (fig.  176). 

On  cherche  les  points  com- 
muns aux  courbes  de  niveau  qui 
définissent  la  surface  et  aux  ho- 
rizontales du  plan  P  qui  ont  la 
même  cote  ;  on  obtient  ainsi  les 
points  a(i5),  6(30),  cfaS),  d(3o) 
qui  définissent  approximative- 
ment la  section,  dont  on  obtient 
la  projection,  approchée  abed  en 
joignant   d'un   trait  continu    les 
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418.  Casp, 


R.  —  Le  plan  sécanL  est  vertical. 
Oii  définit  alors  ce  plan  par  sa  trace  horizontale  xy  {ftg. 
La  section  est  déterminée  par  les  pointa  de  rencontre  o(65),  6I70). 
c(75),  d{75),  el7o).    ...  des  courlJea  de  niveau  et  du  plar 


Pour  se  rendre  compte  de  la  forme  de  cetle  courbe,  il  est  commodr 
de  rabattre  le  plan  vertical  my  sur  un  plan  horizontal,  celui  de 
cote  65  par  exemple.  Les  pointa  qui  définissent  la  seclion  se  ra- 
battent en  a',  b',  a',  d',  e',  ...  sur  les  perpendiculaires  menées  à 
xy  par  leur  projection  et  à  une  distance  de  xy  égale  à  5  ou  10  unités 
de  l'échelle  suivant  qu'ils  sont  à  la  cote  70  ou  75  (I,  i841.  fOn  sup- 
pose que  les  cotes  sont  mesurées  avec  la  mAme  unité  que  les  lon- 
gueurs projetées  sur  l'épure.)  Enjoignant  ces  raballemenls  par  un 
trait  continu,  on  obtient  le  rabattement  approximatif  de  la  section, 
qu'on  appelle  quelquefois  profit  de  la  surface  ou  du  teriain  dans  la 
direction  a:y. 

419.  Conséquence.  —  Ce  rabattement  montre  que  si  la  surface  est 
opaque  (c'est  le  cas  d'un  terrain),  un  observateur  placé  au  point 
0(70)  ne  peut  voir  le  point  'c;751,  car  la  droite  b'k'  qui  joint  les 
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raballements  de  ces  deux  points  rencontre  le  profil  de  la  surface  au 
point  p'  situé  entre  b'  et  k'  ;  du  point  k{-j5)  on  voit  le  point  de  la 
surface  rabattu  en  p'  et  le  point  6(70)  est  caché  par  l'élévation  du 
terrain  rabattue  en  e'd'o'b'. 

42û.   ProhlèmelII.   —   Intersection  d'une  droite    e!  d'une  sur Jaee 
topographique. 

Pour  obtenir  les  pointa  où  une  droite  p(i5)g(3o)  donnée  par  sa  pro- 
jection cotée  rencontre  une  surface  topographîque  défini 


courbes  de  r 


Ig.  ,,S),    , 


par  la  droite  un  plan 
auxiliaire.  On  détermine 
ce  plan  en  se  donnant 
arbitrairement  la  direction 
qa  de  ses  horizontales  ;  or 
cherche  la  courbe  d'in- 
terscclion  aj3o)b[a5)c(ao) 
d(i5)  de  ce  plan  et  de  la 
surface  (417);  le  point  m 
où  la  droite  pq  rencontre 
la  courbe  abed  est  la  pro- 
jection approximative  d'un 
des  pointa  cherches.  On 
détermine  la   cote    de  ce 


point,  sensiblement  a 
droite  p[t5)g(3o). 


1  tenant  compte  de  ce  qu'il  est  s 


421.   Problème  IV-  —   Penle   d'ane  ligne  tracée   ; 


les  deux  points  0(30)  et  b(3o).  Si 
du  dessin  et  si  on  suppose  les  cotes 


■  la 


Soit  amb  la  projection  d'une  ligne 
qui  est  sur  la  surface  topographique 
à  laquelle  appartiennent  les  deux 
bes  de  niveau  Ci  et  Ca  de  cotes 
ao  et  3o  (fig.  179),  Si  l'arc  omb  ne 
s'écarte  pas  sensiblement  de  la  corde 
ab.  onappelie  penle  moyenne  de  cette 
ligne  entre  les  deux  points  a(ao]  et 
b(3o)  la  pentedeladroitedéflniepar 
la  distance  ab  à  l'échelle 
avec  la  même  unité  que 
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les  longueurs  de  l'épure,  cette  pente  est  la  valeur  du  rapport  — r- 

[i,  ai)  ou  encore  ~.  en  désignant  par  la  lettre  e  l'équidistance 
graphique  ;  ce  dernier  rapport  s'obtient  en  multipliant  les  deux  ter- 
mes du  premier  par  l'échelle  numérique  (iia). 

422.  Lignes  d'égale  pente.  —  Définltiou.  —  On  appelle  ligm 
d'égale  pente  d'une  surface  une  ligne  tracée  sur  cette  surface  et  dont 
la  pente  moyenne  reste  constante  entre  les  lignes  de  niveau  consé- 
cutives qu'elle  rencontre. 

423,  Problème  V-  —  Soti  à  mener  par  le  point  a(ao).  pris  sur  une 
surface  représentée  par  ses  courbes  de  niveau,  une    ligne  de  pente 

constante  et  égale  à  -^  {fig.  180). 

Ce  problème  est  analogue  à  celui  qui  a  été  déjà  traité  pour  le  plan 
(I,  45)  :  Mener  dans  an  plan,  par  un 
point  pris  dans  ce  plan,  ane  droite 
de  pente  donnée.  La  solution  qu'on 
va  donner  est  la  même  que  celle 
indiquée  dans  le  cas  du  plan  ;  mais 
dIoiB  qu  une  droite  est  définie  par 
deuj:  pomts  li  ligne  cherchée  sera 
deflmc  pai  ses  pomts  d  intersection 
d*ec  les  différentes  courbes  de  ni- 
veau delà  surface 
la  ligne  cheichee  rencontre  la  courbe 
bo  C  qui  passe  par  le  point  d 


Désignons  par  b  le  point  01 
ic  niveau  C,  consécutive  à  la 


i(ao),  La  pente  moyenne  de  la  ligne  cbeichee  entre  les  dcus  courbes 
C  et  Cl  a  pour  valeur  (iai)     —  =  -.-     d'où  l'on  déduit 


Par  suite,  si  du  point  a  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  -5-  1  on 
décrit  une  circonférence,  elle  rencontre  !a  courbe  Ci  aux  points  b 
et    6,    qui    appartiennent    aux   lignes   cherchées,    car    les    droites- 

a(2o)b(ao)  et  olaoïbilSol  ontla  pente  demandée  -v-- 
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De  la  même  maiiiÈre 


5e 


1  décrit  i 


féreoce  de  centre  b,  elle  rencontre  la  cotirbe  de  niveau  Ci  aux  poinis 
c  et  Ci,  projections  des  pointa  de  rencontre  de  Ga  et  des  lignes 
cherchées.  On  continuera  la  construction  de  la  même  manière  et  on 
définit  de  proctie  en  proche  les  projections  des  points  où  les  lignes 
cherchées  rencontrent  les  courbes  de  niveau  consécutives. 

424.  On  voit  qu'en  chaque  point  passent  deux  lignes  répondant  à 
la  question.  Ainsi  du  point  a(ao)  partent  les  deux  lignes  o(ao)ft(3o) 
et  a(ïo)6j(3o).  En  joignant  d'un  trait  continu  les  projections  des 
points  obtenus  et  situés  sur  des  courbes  de  niveau  dont  les  cotes  vont 
constamment  en  ci-oissant,  on  obtient  eii  abcd  la  projection  d'une 
des  lignes  cherchées. 


423.  Lignes  de  plus  grande  pente.  —  La  ligne  tracée  sur  une 
■surface  dont  la  projection  ab  passe  par  un  point  a  (fig.  179)  a  pour 

pente  la  valeur  de  la  fraction  —j-  (4ai).  Comme  le  numérateur  e  de 
ce  rapport  est  constant,  la  pcnle  est  !a  plus  grande  possible  lorsqije 
ah  prend  la  plus  petite  valeur  possi- 
ble ;  par  suite  on  obtient  la  ligne  de 
plus  grande  pente  de  la  surface  qui 
passe  au  point  a(io)  en  prenant 
pour  sa  projection  ah  (fin.  181)  la 
ligne  la  plus  courte  menée  par  a 
entre  les  deux  courbes  de  niveau 
Fig.  181  consécutives  ;  cette  ligne  est  ortho- 

gonale aux  deux  courbes  de  niveau 
aux  points  oii  elle  les  rencontre. 

On  détermine  de  cette  façon  la  projection  de  la  ligne  de  plus  grande 
pente  qui  passe  en  un  point  quelconque  de  la  surface  défini  par  sa 
projection  m,  et  on  prolonge  cette  ligne  de  proche  en  proche  de  la 
même  manière. 


426.  Remarque.  —  Sur  un  terrain  uni,  la  direction  des  lignes  de 
plus  grande  pente  est  celle  dans  laquelle  les  eaux  de  pluie  s'écoulent. 


a  point.  —  On  appelle  pente  d'an 
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sarface  en  un  point  M  (jig.  i8i),  la  pente  de  la  ligne  de  plus  grande 
pente  A.BCD  passant  par  ce  point. 

La  longueur  6c  de  la  portion  de  ligne  de  plus  grande  pente  pas- 
sant par  le  point  m  et  comprise  entre  les  deux  courbes  de  niveau  voi 
sines  s'appelle  l'écartemenl  des  courbes  en  ce  point.  Désignons  par  l 
la  mesure,  à  l'échelle  du  dessin,  de  l'écartement  bc. 

La  pente  de  la  surface  au  point  M  s'exprime  simplement  en  fonc- 
tion de  l'équidistance  grapliique  et  de  récarfemenl  l  des  courbes  en 
ce  point.  En  effet,  la  formule  établie  au  n"  4si  donne,  en  désignant 
par  P  la  pente  de  la  ligne  de  plus  grande  pente  ABGD  : 

c'est-à-dire 

Or,  sur  une  même  épure,  l'équidista.iice  graphique  e  est  cons- 
tante; la  formule  précédente  montre  alors  que  P  et  J  sont  inverse- 
ment proportionnelles  ;  par  suite  les  courbes  de  niveau  sont  d'autant 
plus  rapprochées  que  la  pente  de  la  surface  est  plus  forte, 

428.  Application  des  coDSidérations  précédentes  aux  cartes 
topographiques,  ^-  Les  plans  ou  caries  topographiques  sont  des- 
dessins qui  représentent  un  terrain  et  les  détails  de  sa  surface.  En 
général,  cette  représentation  est  obtenue  en  projetant  le  terrain  sur 
un  plan  horizontal  et  en  figurant  les  courbes  de  niveau  de  sa  surface 
(4ii).  On  peut  alors  résoudre  sur  la  carte,  qui  n'est  en  somme  qu'une 
projection  cotée  du  terrain,  les  problèmes  traités  dans  les  numéros 
précédents. 


429.  Impression  du  relief  donnée  par  les  courbes  de  niveau. 
—  Considérons  un  dessin  représentant  un  terrain  à  l'aide  de  courbes 
de  niveau  dont  l'équidistance  est  5"  {fig.  i8a)  ;  les  plans  horizontaux 
qui  les  déterminent  ont  pour  cotes  S5",  ^o",  S5",  . . .  Supposons  que 
les  cotes  aillent  en  croissant  h  mesure  que  les  courbes  s'éloignent 
de  nous  sur  le  dessin,  on  en  conclut  que  le  terrain  va  en  montant  à 
mesure  que  les  courbes  s'éloignent. 

Considérons  maintenant  une  sinuosité  acb  de  ces  courbes  qui  nous 
présente  sa  concavité  ;  prenons  deux  points  a  et  6  sur  la  courbe  6o 
de  part  et  d'autre  de  la  sinuosité.  La  droite  qui  joint  sur  le  terrain- 
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les  deux  points  a(6o),  6(60)  est  une  droite  liorizontale.  Or,  sa  projec- 
tion ab  coupe  les  cour- 
bes 35  et  5o  ;  donc,  les 
points  de  la  surface  du 
terrain  dont  les.  projec- 
tions sont  sur  le  seg- 
ment ab  sont  situés 
au-dessous  de  AB,  et 
la  sinuosité  considérée 
conespond  pour  le  ter- 
riin  \  une  dépression. 
Pdi  suite  loisque  l'ob- 
seriateur  place  devant 
lui  un  dessin  représentant  un  terrain  qui  va  on  montant,  toute 
concavité  des  courbes  tournée  vers  l'observateur  correspond  à  une 
dépression  et  toute  convexité  à  une  saillie. 

Si  l'on  veut  se  rendre  un  compte  plus  exact  de  la  forme  d'un  ter- 
vain,  on  en  chercbera  le  profil  dans  différentes  directions  par  la 
construction  indiquée  au  n°  il8.  Mais  il  n'est  pas  toujours  nécessaire 
de  construire  le  rabattement  ab'&d'e'fgh'l^i'i'p  du  profil  (fig.  177);  en 
se  déplaçant  sur  xy,  de  la  gauche  vers  la  droite,  le  sens  de  la  varia- 
tion de  la  cote  des  points  qu'on  rencontre  a{65)bl-]oic{-]B) . . .  indique 
suffisanimenl  en  général  les  mouvements  do  la  surface  du  sol. 


fIk-  isi 


430.  Ëcbelle  numérique-  —  On  appelle  échelle  numérique  d'une 
carte  ou  d'un  plan  le  rapport  qui  existe  entre  la  longueur  d'une 
ligne  sur  la  carte  ou  le  plan  et  la  longueur  de  la  projection  hori- 
zontale de  la  ligne  correspondante  du  terrain 

Dire  qu  un  plan  ou  une  caite  est  a  1  échelle  de  1  Soooo  c  est  dire 
que  chaque  longueur  de  i  mette  mesurée  sur  le  dessin  lepiesente 
5o  kilomètre'-  de  la  projection,  ou  encoie  qu  un  centimetic  du  des- 
sin correspond  à  5iio  mtlie".  de  lapiojettion  du  terrain 

431.  Échelle  graphique  ou  métrique  —  Si  1  expression  de 
l'échelle  numérique  n'esl  pas  très  simple,  elle  nécessite  dans  les 
applications,  des  calculs  que  1  on  fait  généralement  de  tête  et  qui 
peuvent  entraîner  des  erreuis  Pour  les  éMtei,  on  a  recouis  1  ce 
qu'on  nomme  une  échelle  graphique  ou  métrique 

Une  échelle  giaphique  est  une  hgne  droite  tiacee  ;rcni,i  aie  ment 
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en  dessous  du  plan,  et  divisée  en  segments  représentant,  à  l'échelle, 
des  multiples  entiers  de  l'unité  de  longueur.  Ainsi,  dans  la  carte  de 
l'Élat-Major  français,  qui  est  a  l'cciieRc  de  1/80000,  le  kilomètre  doit 


i  /i  n    çrfikjae 


être  représenté  par  1/80  de  i™  soit  ia™"a  On  prend  alors  une  droite 
de  35  centimètres  (Jig  i831  et  on  la  dnisc  en  20  parties  égales  de 
Ëï™™,5  chacune,  que  Ion  numerotu  de  giuche  a  droite:  o,  i.  a, 
3,  ..,  20  kilomètres.  Pour  qu  on  puisse  mesurer  les  kngueurs  in- 
férieures au  kilomètre  on  piolonge  1  échelle  giaphique  d'une  divi- 
sion vers  la  gauche  et  on  partajje  celte  dinsun  en  10  parties  égaies, 
numérotées  cette  fois  de  droite  à  gauche  de  o  a  i  d  chacune  des 
subdivisions  a  pour  longueur  i™™  aS  et  représente  loo  mètres  de  la 
projection  du  terrain.  Cette  pai  tie  de  1  échelle  est  le  Inlon. 

Pour  mesurer  une  distance  à  l'aide  de  l'échelle  graphique,  on  place 
une  bande  de  papier  rectiligne  sur  la  carte,  de  façon  que  son  bord 
passe  par  les  points  dont  ou  vevit  connaître  la  di^itance  et  on  marque 
ces  points  sur  la  bande  avec  un  crayon  ;  ou  bien  encore  on  place  à 
chacune  des  cstrémités  de  la  longueur  à  mesurer  les  pointes  d'un 
compas  convenablement  ouvert.  On  porte  ensuite  sur  l'échelle  la 
longueur  obtenue,  de  façon  que  l'une  de  ses  eitrômités  tombe  exac- 
tement sur  l'une  des  divisions  de  l'échelle  et  l'autre  dans  le  talon. 

Si  la  première  extrémité  se  trouve  par  exemple  sur  la  division  8 
de  l'échelle,   et  l'autre  extrémité  entre  les  divisions  i  et  5  du  talon. 


Echelles   Métriques     (  eoooo  )  , 


la  longueur  cherchée  est  comprise  entre  8  kilomètres  ioo  mètres  et 
8  kilomètres  5oo  mètres  ;  ou  achève  la  mesure  en  appréciant  à  vue 
la  fraction  d'hectomètre  qui  reste, 

432,  La  figure  i84  est  la  reproduction   d'une  partie  de  l'échelle 
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métrique  qui  figure  sur  les  cartes  de  France  au  80000e,  publiées  par 
le  Service  géographique  de  l'Armée  Elle  comporte  une  double  gra- 
duation, celle  du  haut  en  mètres,  celle  du  bas  en  kilomètres.  L'échelle 
se  trouve  en  entier  au  bas  de  la  Planche  II,  à  la  fin  du  volume. 


Flaniinétrie    —  Nivellement. 

433.  Les  opérations  à  l'aide  desquelles  on  construit  les  carte» 
topographiques  sont  de  deux  sortes,  celles  de  la  planimétrie  el  celles 
du  nivellement. 

434.  Planimétrie.  ~  ha  planimétrie  a  pour  Lut  de  construire 
sur  le  papier  des  figures  semblables  aux  projections  sur  un  plan 
horizontal  de  celles  que  forment,  à  la  surface  du  sol,  les  construc- 
tions, les  voies  de  communication  {routes,  chemins  de  fer,  canaux, 
etc.),  les  lignes  de  séparation  des  cultures,  les  bords  des  cours 
d'eau,  des  lacs,  les  rivages  do  la  mer,  etc.  Dans  la  plupart  des 
cartes,  on  relève  également  les  limitas  administratives,  bien  qu'elles 
ne  soient  pas  des  lignes  réelles, 

'l35.  Nous  allons  indiquer  sommairement  les  principaux  procédés 
employés  dans  les  opérations  de  la  planimétrie,  pour  déterminer  sur 
la  carte  les  pointa  qui  représentent  les  différents  points  d'un  terrain , 
On  commence  toujours  par  substituer  aux  figures  compliquées  for- 
mées à  ta  surface  du  sol  par  les  objets  à  représenter  des  figures  poly- 
gonales a'adapfant  le  mieux  possible  aux  premières.  11  faut  ensuite 
mesurer  les  côtés  et  les  angles  des  projections  horizontales  de  ces 
polygones.  Les  instruments  de  mesure  les  plus  simples  sont  :  pour 
les  longueurs,  la  chaîne  d'arpentear,  pour  les  angles,  le  graphomètre. 
Comme  il  s'agit  de  représenter  les  projections  horizontales  des  figures 
sur  le  terrain,  il  faut  avoir  soin,  dans  la  mesure  des  longueurs  de 
maintenir  constamment  la  chaîne  horizontale,  En  ce  qui  concerne  les 
angles,  le  graphomètre  peut  donner  directement  la  mesure  de  leurs 
projections  horizontales 
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436,  i"  Procédé  par  intersection.  —  On 

très  exactement  sur  le  terrain,  la  projection 

^  horizontale  d'une  droite  dite  base,  limitée 

/      x        ^  à  deux  points   A  et  B,  nettement  définis 

,  ^■■\      \  (_ff3.  i85).  Cela  fait,  en  transportant  succes- 

/     /■^  \  \  sivement  le   graphonkètre  aux  extrémités 

i^L_. ^         de  cette  base,  on  mesure  les    projections 

horizontales  des  angles  que  font  avec  AB 
les  rayons  visuels  dirigés  des  points  A  et 

B  vers  les  points  G,  D, qu'il  s'agit  de  lever. 

Il  ne  reste  plus  ensuite  qu'à  reporter  sur  le  dessin  qu'on  effectue 
la  mesure,  réduite  à  l'échelle  choisie,  de  la  projection  de  la  base  AB 
et  les  différents  angles  mesurés,  pour  obtenir  une  figure  semblable  à 
la  projection  horizontale  de  ceUe  du  lorrain.  Un  point  tel  que  G  est 
ainsi  déterminé  par  V  ialersedion  des  deux  droites  AC  et  BG:  de  là 
le  nom  donné  au  procédé. 


Flg.  185 


4,31 .  2"  Procédé  par  cheminement.  —  Dans  ce  procédé,  on  sup- 
pose les  points  à  lever  reliés  par  nne  ligne  polygonale  .\BC...  ifig.  !86) 
et  on  mesure  les  projections  horizontales 
des  côtés  de  cette  ligne,  ainsi  que  les  pro- 
jeclions  de  chacun  de  ses  angles;  on  re- 
porte ensuite  ces  mesures  sur  le  dessin. 

Pratiquement,  on  détermine  le  plus  sou- 
vent, non  les 
angles    ABC, 
Fig,  m  BCD....  mais 

ceus  formés 
par  chacun  des  côtés  du  polygone  avec 
une  direction  fixe  NS.  généralement 
la  direction  Nord-Sud.  Pour  mesurer 
les  côtés  de  la  ligne  ABGD,  on  est 
obligé  de  la  parcourir  en  entier,  de 
là  le  nom  de  cheminement  donné  au 
procédé. 


438.  3°  Procédé  par  rayonnement, 
—  Dans  ce  procédé,  on  détermine  la  position  d'une  série  de  points  A, 
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B,  C,  D (fig.  i87}r(!partis  autour  d'un  point  O,  en  mesurant 

les  projections  tiorizontales  des  rayons  OA,  OB,  OC, . . . ,  ainsi  que 
les  projections  horizontales  des  angles  que  font  ces  rayons  entre  eux, 
ou  tnieiix  encore  les  projections  des  angles  qu'ils  font  avec  une 
direction  fine  NS,  généralement  la  direction  Nord-Sud. 

439.  Nivellement.  —  Les  opérations  dunnellcment  ont  poui  but 
de  définir  le  relief  du  sol,  c'est  à  due  Ls  différentes  foimes  de  ^a 
surface.  Elles  consistent  principalement  dans  la  dftei  mination  de* 
courbes  rfe  nfoeau  et  dans  la  mesure  des  liauteurs  d  un  ceilain  nom 
bre  de  points  de  la  surface  du  sol  au  dessus  dun  plan  borizontal  de 
comparaison  si  la  carie  a  une  petite  étendue,  ou  d'une  surface  qui 
prolonge  le  niveau  moyen  des  mers  si  le  terrain  à  représenter  a, «ne 
grande  étendue.  Ces  hauteurs  ont  reçu  le  nom  de  cotes  d'altitude. 

En  France,  les  cotes  sont  exprimées  en  mètres  au-dessusd'un  repère 
tracé  à  Marseille,  à  la  hauteur  du  niveau  moyen  delà  mer. 

Le  problème  élémentaire  du  nivellement  consiste  à  mesurer  la 
différence  des  cotes  de  deux  points  ;  en  effet,  parlant  du  repère  de 
Marseille,  on  pourra  ainsi  calcul^  de  proche  en  proche  les  altitudes 
de  tous  les  points  que-  l'on  aura  intérêt  à  déterminer , 

Les  instruments  employés  dans  les  opérations  du  nivellement  sont 
nomhreux  ;  l'un  des  plus  simples  est  le  niveau  d'eau,  que  nous  allons 
décrire  rapidement. 

440.  Niveau  d'eau.  —    Le  niveau  d'eau  est  un  instrument  base 

sur     les    propriétés 

cants.  11  se  compose 

ifig.  i88)  d'un  tube 

métallique  qui  doit 

'y  être,  dans  les    me- 

J^ai  suTPS,     placé    dans 

*     ^^  blement  horizonta- 

Fig.  jgs  le  ;   les    extrémités 

coudées  de  ce  tube 

relèvent  verticalement  et  se  terminent  par  deux  fioles  sans  fond, 

verre,  mastiquées  sur  le  tube  métallique.  Le  tout  est  monté  sur 

pied  en  bois. 
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On  verse  de  l'eau  dans  le  tube  de  manière  que  les  fioles  soient  rem- 
plies jusqu'auï  deux  tiers  environ.  En  vertu  du  principe  des  vases 
communicants,  les  surfaces  terminales  des  liquides  sont  dans  le  même 
plan  horizontal;  c'est  ce  plan  horizontal 

_  .M ~M~"  1"^'  constitue  le  plan  de  tiisée  ;  l'expé- 

rience  montre  d'ailicuis  que  la   meil- 
leure direcUon  à  prendre  pour  faciliter 
la  visée  et  la  rendre  sûre  est  la  tangente  intérieure  aux  deux  r 
circulaires  de  l'eau  dans  les  fioles  Ifig.  189). 


est  l'instrument  à  l'aide  duquel  on  mesure 
la  distance  du  sol  au  plan  de  visée  du 
nneau  d  eau  La  mite  la  plus  commune 
est  une  règle  plate  divisée  en  centime 
lies  [fig  iqo)  1p  long  de  laquelle  se 
déplace  une  plaque  de  tôle  appelée 
voyant  et  partagée  en  quatie  quarts 
peints  alternatuement  en  longe  et  en 
blanc  La  ligne 
hunzontale      de 


alic 


couleui  nt  la 
hqne  Je  Joi  La 
douille  a  laquelle 
est  lixéle  ^oyant 
peut  être  serrée  par  une  via  de  pres- 
lon  contie  le  montant  de  la  mire  un 
eiidement  ou  se  trouie  un  mdex  graM^ 
coiiispond  \  la  ligne  de  foi  et  permet 
de  mesuiei  ses  déplacements  le  long  de 
la  régie  divisée. 


44^.    Détermination  de    la   diflë- 
s^  '  '  ronce    des    cotes    de    deux    points 

t'ie-  '*  A  et  B.  —  1"  Si  les  deux  points  A  et  B 

ne  sont  pas  trop  éloignés  l'un  de  l'autre,  l'opérateur  se  place  avec 
son  niveau  d'eau  entre  ces  points  {fig.  rgi);  de  là,  il  vise  le  voyant 
de  la  mire,  que  son  aide  transporte  successivement  en  A  et  B  ;  sur 
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les  signes  que  lai  fait  l'opérateur,  l'aide  élève  < 
jusqu'rt  ce  que  la  ligne  de  foi  soit  dans  le   plar 


1  abaisse  le  voyant, 
de  visée  du  niveau 


Pis.  191 

d'eau.  Lorsque  cette  condition  est  remplie,  l'aide  lit  et  note,  dans 
chacune  des  deux  positions,  la  hauteur  à  laquelle  se  trouve  la  ligne 
de  foi.  La  différence  h  entre  les  cotes  des  deux  points  est  mani- 
feslement  ceUe  des  deux  lectures  faites  sur  la  mire. 

3°  Lorsqu'O  s'agit  de  trouver  la  différence  des  cotes  de  deux  points 
A.  et  B  trop  éloignes  l'un  de  l'autre  (Jig.  igalpour  qu'on  puisse  faire 
des  visées  sûres,  en  procédant  comme  il  vient  d'être  dit  (i"),  ou  lorsque 
la  différence  de  ces  cotes  est  plus  grande  que  la  hauteur  de  la  mire, 
■on  établit  entre  ces  points  des  stations  intermédiaires  a,  b,  c,  d.  On 
place  d'abord  le  niveau  entre  A  et  la  première  station  a,  h  distance 
^ussi  égale  que  possible  de  chacun  de  ces  points.  Le  porte-mire  se 
place  en  A  ;  l'opérateur  vise  la  mire  et  par  signes  fait  amener  la  ligne 
de  foi  en  A'  dans  le  plan  de  visée  du  niveau  L'aide  bt  et  note  la 
hauteur  AA'  qu'on  appelle  uoup  airiere,  puis  se  porte  en  a  où  les 
mêmes  opérations  recommencent  1  aide  lit  el  note  de  même  la  hau- 
teur aa'  qui  s'appelle  coup  avant 

L'opérateur  se  poite  alors  avec  son  nneau  entre  i  et  &  et  les 
mêmes  opérations  recommencent  el  ainsi  de  suite  jusqu'entre  les 
deux  derniers  points.  Les  hauteurs  du  voyant  ou  comme  on  dit,  les 
hauteurs  de  mire  étant 

tiii,  oiî,  mj,     .    .   .      pour  les  coups  arrière, 
11.    n.2.    nj,      ...      pour  les  coups  avant, 

la  différence  de  niveau  entre  le  i"  et  le  a°  point  est  m,  —  ni  avec 
son  signe  ;  entre  le  a''  et  le  3^  elle  est  m^  —  is,  etc. 
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La  diiréiencc  totale  de  haiileur  entre  le  dernier  point  et  le  premier 


mt  —  iii  -\-  nii  —  rii  -i-  nij  —  n^  +  ..,, 
ou      {nii  +  m->  +  m, -+- ...)  —  [ii,  -(-  n^  +  n^  +  ...)  ; 
autrement  dit  :  la  différence  de  niveaa  entre  les  points  extrêmes  est 
égale  à  ta  différence  entre  la  somme  des  coups   arrière  et  celle  des 
coups  avant, 

443.  Tracé  des  courbes  de  niveau  sur  le  terrain.  —   On  peut 
facilement,  au  mojen  du  niveau  et  de  la  mire,  tracer  sur  le  terrain 
la     ligne     de    niveau    passant    par 
B  un   point   A.   (fig.    tgS).   Pour   cela, 

l'aide   se  transporte  d'abord  en  A,. 
tandis     que     l'opérateur    place    le 
L  en   station   en  un  point  O 
0  d'où  il  peut  viser  un  grand  nombre 

pjg   193  de  points  ayant  même  cote  que  le 

point  A.  Sur  les  indications  de  l'opé- 
rateur, l'aide  fixe  alors  le  voyant  dans  le  plan  de  visée'  du  niveau 
d'eau  et  plante  un  jalon  en  A  ;  puis,  sans  toucher  au  voyant,  il  se  dé- 
place sur  le  terrain  en  tenant  la  mire  verticalement,  jusqu'à  ce  que 
l'opérateur  aperçoive  de  nouveau  la  ligne  de  foi  dans  le  plan  de  visée 
du  niveau  qui  est  resté  en  station  au  point  0,  mais  dont  on  fait 
tourner  le  tube  en  le  laissant  toujours  horizontal  ;  à  ce  monnent,  l'o- 
pérateur fait  signe  à  l'aide  de  s'arrêter  et  de  placer  un  nouveau  jalon  ; 
le  pied  B  de  ce  jalon  est  à  la  mê  i  e  cote  q  e  le  point  A.  On  déter- 
mine de  la  même  manière  d'autre  po  nts  f  D,...  ayant  même  cote 
que  le  point  A  et  on  les  jalonne  pare  lie  ne  t  II  ne  reste  plus  qu'à 
déterminer  sur  la  carte  les  p  ject  ons  des  points  A.  B,  C,  D  et  à 
joindre  ces  projections  par  un  I  a  t  cont  nu  pour  avoir  la  ligne  de- 
niveau  du  point  A. 
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Signes  et  teintes  conventionnels. 

444.  Signes <^onveQtlo^Del6.  ^Tous  les  détailsde  ia  planimétrie 
sont  représentés  sur  la  carie  par  des  signes  conventionnels,  parfois 
accompagnés  de  mots  ou  d'abréviations  explicatifs.  Les  objets  sont 
généralement  représentés  à  leur  grandeur  réduite  à  i'échelle,  mais,  à 
cause  de  leur  très  grande  importance,  les  routes,  les  chemins  de  fer, 
les  canauï  ont  dû  être  grossis  pour  attirer  l'œil. 

Ces  signes  et  ces  abréviations  peuvent  varier  d'une  carte  à  l'autre 
Nous  nous  boriîerons,  dans  ce  qui  suit,  à  parler  de  la  carte  de  France, 
au  I  /8o  ooo  publiée  par  le  service  géographique  de  l'armée  et  dite  carie 
d'État-major  ;  on  trouvera  le  tableau  de  ses  signes  conventionnels  à 
la  fln  du  volume  (PI  I). 

On  trouve  aussi  sur  la  carte  quelques  nombres  ;  ils  indiquent  l'al- 
titude des  points  qu'ils  accompagnent  (Voir  PI.  I.  a^  Colonne, 
Nota). 

445.  Teintes  conveatlonnelles.  —  Pour  rendre  sensible  à  l'œil  le 
relief  d'un  terrain  à  la  simple  inspection  de  la  carte,  on  a  recours  à 
des  teintes  dont  l'intensité  varie  avec  la  pente  du  terrain  :  on  arrive 
ainsi  à  obtenir  une  impression,  immédiate  du  relief,  qu'on  nomme 
effet  ou  modelé. 

Lorsque  les  courbes  de  niveau  sont  très  rapprochées,  leurs  traits 
suffisent  à  rendre  apparent  le  relief  du  sol  ifig.  199  et  aoi). 

Lorsque  ces  courbes  sont  très  espacées,  on  se  sert  en  général  de 
l'hypothèse  suivante  pour  fixer  la  teinte  à  donner  h.  chaque  partie  du 

446.  Hvpolhese  de  I  éclalreinent  zénillial  — On  suppose  le  tei 
rain  éclaire  par  des  rayons  luniineux  verticiux  qui  iiennent  du 
zénith,  c  eit  a  duLdniges  de  haut  en  bas 

Si  l'on  coupe  un  faisceau  prismatique  de  ttls  1  j\  ms  par  un  plan 
horiiîonlil  elpirun  phnobhque   lesdeux  secinn    obteuuen   \,Bf  D 
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et  A'B'C'D'  (/îg.  194)  reçoivent  la  même  quantité  de  lumière,  celle 
qui  passe  à  l'intérieur  de  la  sur- 
face prismatique.  Mais  comme  la 
surface  oblique  A'B'C'D'  est  plus 
grande  que  la  surface  horizontale 
ABGD,  chaque  unité  de  surface  du 
quadrilatère  A'B'C'D'  reçoit  moins 
de  lumière  qu'une  unité  de  surface 
du  quadrilatère  AliCD.  Par  suite, 
une  surface  oblique  est  moins  éclai- 
rée qu'une  surface  horizontale  et 
son  éclairement  diminue  lorsque  sa 
pente  augmente. 
j,-ig  las  Aussi,  dans  les  cartes  teintées  d'a- 

près cette  hypothèse,  on  représente 
en  blanc  les  parties  horizontales  du  terrain  et  les  parties  inclinées 
sont  d'autant  plus  teintées  que  leur  pente  est  plus  raide. 


- ;,D 

B" \ ^ 

- '. ly 

B' \ ^ 


447.  Hachures. 


par  des  Cl 


intions  que  n 


moyens  ordinaires  pour  obtenir  ces 
teintes  dans  une  carte  consiste  à 
tracer  des  hachures  (flg  195) 
entre  les  courbes  de  niveau  que 
1  on  efface  ensuite  Les  hachures 
sont  de*:  portions  de  ligne  de 
plus  grande  pente  que  le  dei- 
smateur  tiace  entie  deuï  couibes 
de  niveau  consécutives  On  fait 
vaiier  leur  écartemcnt  et  leur 
opaisseui  suivant  qu  on  veut  ob 
tenir  une  teinte  plus  ou  moins 
foncée. 

Le  tracé  des  hachures  est  réglé 
allons  exposer  sommairement 


insi  la  convention  suivante  qui 
récartement  des   hachures  est 


448.  Loi  du  quart.  —  On  nomme 
détermine  l'écartement  des  hachures 
■égal  aa  quart  de  lear  longueur. 

Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  de  tracer  des  hachures  entre 
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deux  courbes  de  niveau  consécutives  ab,  cd  {fig.  196).  On  mène  une 
première liachurcac;  on  porie  sur  l'une  des  lignes  de  niveau  la  lon- 
gueur ab  =  aa  et  on  partage  ensuite  celte 
longueur  ab  en  quatre  parties  égales  ;  cela 
fait,  par  les  points  de  division  on  mène  les 
hachures  normales  aux  deux  courbes.  On  con- 
tinue ainsi  de  proche  en  proche  et  on  voit  que 
pj     jgg  les  hachures  seront  d'autant  plus  rapprochées 

que  les  courbes  de  niveau  seront  elles-mêmes 
plus  resserrées  ;  par  suite,  les  portions  de  terrain  à  pente  raide 
seront,  sur  la  carte,  plus  foncées  que  celles  où  !a  pente  est  douce  ;  c« 
résultat  apparaît  nettement  sur  la  figure  195. 
Il  y  a  plusieurs  exceptions  à  la  convention  précédente, 
i"  Quand  l'écartement  des  courbes  devient  inférieur  à  2°""  tout 
en  restant  supérieur  à  i/4  de  millimÈtre,  on  conserve  aux  hachures 
l'écartement  uniforme  de  i/s  miUimètre,  mais  on  force  leur  épais- 
seur ;  au-dessous  de  l'écartement  de  i/i  de  miUimètre,  on  emploie 
un  signe  particulier  qui  s'applique  également  aux  rochers  et  aux 
escarpements  (Voir  Pi.  II  à  la  fin  du  volume). 

ao  Quand  la  pente  est  inférieure  à  i/64,  ce  qui  correspond,  pour 
réquidislance  graphique  de  t/4  de  millimètre  (qui  est  celle  de  la 
carte  de  l'Êtat-Major,,  à  un  écartement  de  courbes  de  plus  de  16  mil- 
limètres, on  ne  met  plus  de  hachures.  En  effet,  la  pente  de  i/64  étant 
extrêmement  douce,  les  hachures  seraient  très  éloignées  les  unes  des 
autres  et  pourraient  être  confondues  avec  des  lignes  de  la  planimétrie 
(chemin,  fossé,  ruisseau). 

449.  L'épaisseur  des  hachures  est  déterminée  defaçon  que  ifirappori 
de  la  surface  noire  couverte  par  tes  hachures  à  la  sarfaceqai  reste  blan- 
che sar  le  papier  soit  égal  aa  —  de  ta  penle  du  terrain  dans  la  région 
où  se  Irouvenl  ces  hachures.  L'épaisseur  des  hachures  augmente 
donc  avec  la  pente,  ce  qui  contribue  à  renforcer  le  modelé. 
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Mouvements  du  sol. 


450.  Les  principaux  éléments  des  accidents  du  terrain,  sont  les 
versants,  les  croupes,  les  ravins.  Ils  présentent  avec  certaines  figures 
géométriques  une  analogie  qu'il  ne  faut  cependant  pas  exagérer . 
Nous  allons  les  examiner  d'abord  et  nous  indiquerons  ensuite  leurs 
combinaisons. 


451.  Versant.  - 
plane  et  inclinée  s 


Un  versant  est  une  surface  de  terrain  à  peu  près 
r  l'horizon  ;  de  cette  définition,  il  résulte  qu'un 


versant  sera  représenté  par  des  courbes  de  niveau  à  peu  près  recti- 
lignes  et  sensiblement  parallèles  entre  elles  {fy.  ig-;}  ou  par  des  ha- 
chures disposées  par  bandes  également  parailcles  {Jig.  198). 


482.  Croupe.  —  La  croupe  est  l'acddent  formé  par  la  rencontre 
de  deux  versants  simples  qui  se  raccordent  suivant  une  surface 
arrondie. 

La  figure  199  est  une  succession  de  courbes  de  niveau  représentant 
une  croupe  formée  par  deux  versants  se  raccordant  à  peu  près  sui- 
vant la  ligne  ABCD.  La  figure  300  est  la  représentation  de  la  même 
croupe  au  moyen  de  hachures;  on  voit  que  ces  hachures  s'épanoviis- 
sent  en  éventail  au  voisinage  du  raccordement  des  deux  versants. 
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On  appelle  faîle  ou  Ugne  de  faite  la  ligne  de  rencontre  de  deu> 
versants  dont  les  horizontales  sont  à  peu  près  parallèles. 


453.  Ravin.  —  Un  ravin  est  un  accident  eonslitué  par  deux  ver- 
sants qui.  en  se  raccordant,  déterminent  une  concavité;  la  ligne  sui- 
vant laquelle  se  raccordent  ces  versants  a  reçu  le  nom  de  thalweg  :  le 
thalweg  est  la  ligne  suivie  par  les  eaux  au  fond  du  ravin. 

La  figure  ïoi  est  une  succession  de  courbes  de  niveau  représentant 


un'  ravin  dont  le  thalweg  abed   a  été  tracé.   La  figure 
représentation  du  même  ravin  au  moyen  des  Iiachures  ; 
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ces  hachures  convergent  vers  le  Ihaiweg  et  sont  plus  clairsemées  dans 
son  voisinage. 

Les  croupes  et  les  ravins  semblent  avoir  des  représentations  ana- 
logues ;  cependant  il  est  facile  de  ne  pas  les  confondre.  D'abord 
le  sens  de  la  croissance  des  cotes  sur  les  courbes  empêche  toute 
erreur  ;  avec  les  hachures,  dans  la  plupart  des  terrains,  on  reconnaît 
les  ravins  à  leur  forme  plus  étranglée,  tandis  que  les  croupes  sont 
généralement  plus  larges. 

Un  ravin  en  s'élargissant  prendra  le  nom  de  va[U}n  ou  de  vallée. 
suivant  son  importance , 

La  rencontre  de  deus  thalwegs  s'appelle  un  confluent. 

454.  Mamelon.  —  Un  mamelon  est  un  accident  en  saillie,  qui  peut 
être  considéré  comme  formé  par  l'adosscment  de  deux  ou  plusieurs 
croupes. 

Un  mamelon  est  représenté  (flg-  ao3)  par  une  série  de  courbes 


9  telles  que  chacune  d'elles  renferme  toutes  celtes 
dont  les  cotes  sont  plus  élevées.  La  figure  ao^  représente  le  même 
mamelon  au  moyen  des  hachures. 

Lorsque  la  partie  la  plus  élevée  d'un  mamelon  a  une  assez  grande 
étendue,  sa  surface  est  généralement  peu  accidentée  et  peu  inclinée  : 
elle  prend  alors  le  nom  de  plateau.  Un  petit  mamelon  si 
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i55.  Col.  —  Un  col  peut  être  considéréàla  fois  comme  formé  par 
l'opposition  de  deux  croupes  et  t'opposilion  de  deux  ravins  (fig.ioô). 


de  telle  manière  que  le  point  de  cote  m  minium  sur  les  lignes  de  faite 
des  croupes  soit  en  même  temps  le  poinl  de  cote  maximum  sur  les 
flialwogs  des  vallées. 

La  figure  ao5  est  la  reproduction  du  levé  d'un  col  au  moyen  de 
courbes  de  niveau  ;  la  figure  ao6  est  la  représentation  du  même  col  en 
hachures. 

La  forme  d'un  col  est  en  gros  celle  d'une  selle  de  cavalerie. 


iVI. 

Lecture  de  la  Carte  â'État-M[a]or. 

456.  iDdlcations  générales.  —  Les  feuilles  de  la  carte  d'État- 

Major  à  l'échelle  de  - — ~  sont  des   rectangles  dont  les  côtés  ont 

pour  longueur  5ot™  et  80™,  correspondant  à  un  rectangle  de  terrain 
de  40''"  sur  641""  ;  ces  feuilles  sont  aussi  livrées  au  public  par  quarts 
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ayant  aSom  sur  io'".  Nous  supposerons  dans  ce  qui  v 
le  lecteur  a  la  feuille  entière  entre  les  mains 


457.  Chaque  feuille  complète  porte  un  numéro  d'ordre  dans  le 
haut  de  la  marge  h  droite,  et  comme  titre  le  nom  de  la  localite  la 
plus  importante  qui  s'y  trouve.  Dans  la  marge  inférieure  se  trouvent 
des  échelles  graphiques  (43i,  432). 

Le  cadre  de  la  carte  est  entouré  d'une  première  graduation  com- 
posée de  parties  alternativement  grises  et  blanches  ;  leurs  divisions 
correspondent  à  des  points  dont  la  latitude  ou  la  longitude  sont 
eïprîmées  en  nombres  entiers  de  minutes  seiagésimales.  En 
dedans  se  trouve  une  deuxième  graduation  analogue,  mais  en 
minutes  centésimales  dégrades.  Ces  graduations  permettent  de  tracer 
sur  la  carte  les  méridiens  et  les  parallèles  et  par  conséquent  de  déter- 
miner approximativement  la  longitude  et  la  latitude  d'un  point  quel- 
conque de  la  carte. 

D'ailleurs,  sur  chaque  feuille  on  a  tracé  les  méridiens  et  les  paral- 
lèles espacés  de  lo'  en  lo'. 

Dans  les  quatre  angles  des  marges  sont  indiquées  les  coordonnées 
(longitude  et  latitude)  en  grades  et  fractions  décimales  de  grades  de 
chacun  de  ces  angles  et  leurs  distances  en  mètres  au  méridien  de 
Paris  et  au  parallèle  dont  la  latitiide  est  /'|D°  (ou  Sov). 

488.  Lecture  de  la  carte-  —  Lorsqu'on  connaît  très  bien  les 
signes  conventionnels  (iM).  il  est  facile,  avec  un  peu  d'habitude,  de 
lire  la  planimétrie  de  la  carte  d'État-Major.  Quant  à  la  lecture  du 
relief,  elle  ne  peut  s'apprendre  qu'à  la  longue  par  la  comparaison  de 
la  carte  avec  le  terrain  qu'elle  représente. 

Nous  conseillons  donc  aux  élèves  de  se  procurer  une  carte  d'un 
pays,  moyennement  accidenté,  qu'ils  connaissent  bien  et  de  se  prome- 
ner ensuite  gur  le  terrain  en  cherchant  à  retrouver  tous  les  détails 
qu'ils  apercevront. 

Nous  donnons  à  la  fin  du  volume,  à  titre  de  spécimen  cartogra- 
phique, le  quart  S.-O.  de  la  feuille  de  Paris  [n'  i8  de  la  carte  d'État- 
Major]  (PI.  11). 

459.  Orlenlatton  de  la  carte.  ~  Pour  que  la  comparaison  du 
terrain  et  de  la  carte  soit  commode,  il  faut  disposer  celle-ci  de  façon 
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que  les  méridiens  (et  non  les  côtés  du  cadre)  soient  parallèles  à  la 
direction  Nord-Sud. 

On  peut  y  arriver  de  deiix  façons  :  sans  instnimenl,  ou  à  l'aide 
d'une  petite  boussole. 

460.  Dans  le  premier  cas,  il  convient  au  début  de  poser  la  carte 
sur  un  support  horizontal,  table,  parapet  en  pierie,  borne,  etc.,  où 
l'on  peut  la  faire  tourner  et  la  maintenir  conimodément  jusqu'à  co 
qu'on  ait  arrêté  définitivement  sa  position.  Si  l'on  tient  compte  de 
ce  que  ies  méridiens  sont  placés  dans  la  direction  Nord-Sud, 
toutes  les  droites  joignant  deux  points  sur  la  carie  seront  parallèles 
aus  plans  verticaux  contenant  les  points  correspondants  du  terrain, 
et  inversement. 

Par  suite,  si  on  connaît  le  pays,  on  cherche  sur  la  carte  la 
position  du  point  où  l'on  se  trouve,  qu'on  appelle  slalion,  et  celle 
d'un  point  qui  en  est  vu,  un  clocher  par  exemple  ;  on  tourne  alors 
la  carte  jusqu'à  ce  que  la  droite  qui,  sur  elle,  joint  ces  deux  points 
soit  bien  dirigée,  ce  qu'on  vérifie  en  se  plaçant  du  côté  opposé  au 
point  visé,  et  en  alignant  dans  sa  direction  la  droite  qui  sur  la  carte 
joint  la  station  et  ce  point. 

Pour  plus  de  sûreté,  on  exécute  une  seconde  opération  analogue  à 
l'aide  d'un  autre  point  éloigné  dans  une  direction  différente  de  la 
première,  de  manière  à  vérifier  l'orientation  donnée  à  la  carte. 

Dans  certains  cas,  l'opération  est  plus  simple  ;  si.  par  exemple,  on 
se  trouve  sur  une  route  en  ligne  droite  sur  une  grande  longueur, 
rien  n'est  plus  facile  que  de  tenir  la  carte,  même  à  la  main,  de  façon 
queleprolongement  delalignede  la  carte  qui  représente  cette  route- 
soit  dirigé  suivant  la  route. 


461.  Uoussole  A  pince.  —  L'emploi  d'une  petite  boussole  bre- 
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loque  munie  d'une  pince  formée  d'un  fil  de  laiton  enroule  en  res- 
sort [fig.  307)  permet  d'opérer  plus  commodément  On  tient  i  la 
main  la  carte  pliée  de  façon  que  son  épaisseur  soit  sulïisanle  la 
partie  utile  étant  seule  visible;  on  flxe  la  boussole  d&isus  en  un 
point  quelconque  mais  en  s  stre  gnant  u  ce  q  e  la  ligne  Nord  Sud 
du  cadran  fasse  avec  les  mér  d  en  traces  sur  la  caile  un  petit  angle 
égal  à  la  déclinaison.  Cette  décl  na  o  est  o  c  dent  île  «t  d  environ 
ib".  H  est  alors  facile  de  ten  r  con  tan  ment  la  carte  de  façon  que 
l'aiguille  reste  au  dessi  s  d     ette  1  g 


462,  Poche  A  caries 


Ueur,  — .  On  emploi  aussi  fie  plus  en 
plus  la  poufie  à  cartes  ou  liseur,  enve- 
loppe transparente  (en  celluloïd  ou 
mica)  dans  laquelle  on  introduit  la 
carte,  après  l'avoir  plîée  suivant  un  rec- 
tangle dont  les  côtés  ont  en  général 
la  direction  des  méridiens  ou  des  paral- 
lèles. Sur  la  surface  extérieure  de  la 
poche  est  collée  une  petite  boussole 
(fig.  2o8i  dont  on  se  sert  comme  il  a 
été  indiqué  au  paragraphe  précédent 
pour  orienter  la  carte. 

Sur  l'une  des  faces  de  la  poche  est 
tracé  en  traits  rouges  un  quadrillage 
dont  le  côté  est  la  longueur  qui  repré- 


sente à  l'échelle  du 


[1  kilo- 


mètre du  terrain,  soit  i'^°',i5;   ce  qua- 
drillage sert  à  l'évaluation  rapide  des  distances  sur  la  carte  et  consti- 
tue une  sorte  d'échelle  graphique  généralisée  qui  se  trouve  reportée 
sur  la  carie  même,  grâce  à  la  transparence  de  l'enveloppe. 
L'autre  face  de  la  poche  porle  souvent  un  quadrillage  de  côté  i^"' 

pour  l'évaluation  des  dislances  surlescartesà  l'échelle  du  ■ — ~  ou 


5ûoi 


On  utilise  < 


100  000*  publiée  par  le  r 
l'Algérie  (Échelle  au  5oo 
carte  de  France  au  5o  oc 
l'armée. 


quadrillage  pour  la    carte  de  France  au 

nistère  de  l'Intérieur  ou  pour  la  carte  de 
1*)  ou  les  quelques  nouvelles  feuilles  de  la 
'  publiée  par  le  service  géographique  de 
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Le  liseur  présente  en  outre  l'avanfage  de  mettre  la  carte  à  l'abri  des 
souillures. 


463.  Usage  de  la  carte  sar  le  terrain.  —  On  oriente  d'abord  la 
carte  1457I.  Puis  on  se  met  en  route  à  partir  d'un  point  connu 
dans  une  direction  que  l'on  détermine  et  on  a  soin,  dans  les  débuts, 
de  consulter  Tréquemmcnt  la  carte  pour  y  retrouver  les  positions 
qu'on  occupe  successivement  sur  le  terrain.  On  peut  du  reste  repor- 
ter assez  exactement  sur  la  feuUle  ces  différentes  positions,  en  mesu- 
rant au  pas  les  distances  parcourues. 

A.  chaque  station,  on  «camine  dans  les  différentes  directions,  aussi 
loin  qu'on  peut  les  distinguer,  les  objets  et  les  accidents  du  terrain  ; 
on  les  compare  avec  leur  représentation  sur  la  carte  (Plancbe  11,  a  la 
fin  du  volume)  ;  on  se  rend  vite  un  compte  exact  de  la  nature  de  cette 
représentation,  en  même  temps  qu'on  voit  quels  sont  les  objets'  que 
le  topographe  a  dû  omettre  et  quels  sont  ceux  qu'il  a  cru  devoir 
exagérer  (i4i). 

Tout  en  parcourant  le  terrain,  on  observe  si  l'itinéraire  que  l'on 
suit  rencontre  des  pentes  ascendantes  ou  descendantes  et  on  exa- 
mine de  quelle  manière  elles  sont  représentées  sur  la  carte.  On  con- 
sidère aussi  les  accidents  qui  se  trouvent  de  part  et  d'autre  de  cet 
itinéraire,  mais  il  faut  se  méfier  des  appréciations  faites  à  vue.  L'éva- 
luation des  distances  est  en  effet  facilement  entachée  d'erreurs, 
qui  tiennent  principalement  h  ce  que  la  transparence  de  l'air  est 
extrêmement  variable. 

Il  faut  surtout  prendre  des  directions  sur  des  points  qu'on  a  recon- 
nus, les  reporter  sur  la  carte,  -examiner  les  objets  qui  s'échelonnent 
à  droite  et  à  gauche  de  chacune  d'elles,  les  comparer  avec  la  carte  et 
procéder  toujours  du  connu  à  l'inconnu.  Enfin,  toutes  les  fols  que 
la  chose  est  possible,  on  cherche  à  voir  les  mêmes  objets  sous  plu- 
sieurs aspects.  Sans  cette  précaution,  il  arrive  aux  personnes  les  plus 
exercées  de  commettre  des  erreurs  qu'elles  corrigent  bientôt  ;  mais 
le  débutant  ne  manque  jamais  de  mettre  les  siennes  sur  le  compte 
de  la  carte. 
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PROPOSÉES   AUX  CONCOURS   D'ADMISSION 
AUX.  ÉCOLES 


INSTITUT  AGRONOMIQUE 


On  trace  suc  an  plan  horizontal  ud  triangle  ABC  dont  les  côtés  ont 
pour  longueurs  respectives  : 

AB=5d"",     AC  =  75""".     BC  =  65"'"'. 

Sur  les   verticales  des   points    A,  B,  C,     on   porte    AD  =:  35"'". 
BE  =  tio»"",     CF  =:  3o""°.  el  on  demande  ; 

1=  de  déterminer  l'angle  du  plan  du  triangle  DEF  avec  le  plan 
horizontal  {on  indiquera  cet  angle  sur  l'épure  par  un  arc  de  cercle 
de  aS™"'  de  rayon,  décrit  de  son  sommet  comme  centre  et  compris 
entre  ses  côtés)  ; 

a"  de  construire,  en  reportant  les  données  sur  une  autre  partie  de 
la  feuille  de  dessin,  la  projection  horizontale  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  DEF. 

(On  déterminera  les  axes  de  l'elUpse  ainsi  obtenue  et  on  indiquera 
à  l'encre  lea  constructions  qui  fournissent  l'un  des  pointa  de  celte 
ellipse  et  la  tangente  en  ce  point.) 


On  donne  sur  un  plan  horizontal  un  triangle  AtSC  dont  les  côtés 
sont  AB  =z  60™™,  AC  =  80™",  BC  =  90™".  On  porte  sur  la  verticale 
du  point  A  une  longueur  AD  ^  Sô™"  et  on  imagine  une  sphère, 
d'un  rayon  égal  à  ^o™™,  ayant  pour  centre  le  point  O .  On  demande  : 

1°  de  déterminer  l'angle  que  fait  avec  le  plan  horizontal  le  plan 
tangent  à  la  sphère  qui  passe  par  la  droite  BC  et  laisse  au-dessous 
de  lui  le  centre  de  cette  sphère  ; 

a"  de  construire,  après  avoir  reproduit  les  données  sur  une  autre 
partie  de  la  feuille  de  dessin,  la  projection  horizontale  de  la  section 
de  la  sphère  sur  le  plan  BOG. 

(1890,  2'  session.] 

Chollet  et  MiBEun,  II  V 
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Un  ti-iangle  équiiatéral  de  8=""  de  côté  -,  tracé  dans  un  plan  hori- 
zontal de  projection,  sert  de  base  à  une  pyramide  dont  les  arêtes 
inclinées  sur  ce  plan  ont  une  même  longueur,  égale  à  ii'". 

On  circonscrit  une  sphère  à  cette  pyramide  et  l'on,  coupe  cette 
sphère  par  un  plan  passant  par  son  centre  et  par  l'un  des  côtés  du 
triangle  de  base  de  la  pyramide. 

Construire  l'ellipse  projection  horizontale  de  la  section  de  la  sphère 
ainsi  obtenue. 

(1891.) 

Représenter  par  ses  deux  projections  un  rhéophore  composé  d'un 
disque  circulaire  C  de  diamètre  d=  8""  et  d'ime  tige  Cl  perpendi- 
culaire à  ce  disque,  menée  par  son  centre  C  et  ayant  pour  longueur 
Cl  =  d  =  8™. 

La  tige  Cl  fera  a\ec  le  plan  horizontal  un  angle  c.  =  4o°  et  avec 
le  plan  vertical  un  angle  f  =:  3oo.  Le  disque  C  sera  au-dessus,  en 
avant  et  k  droite  de  la  tige  Ci,  La  tige  et  le  disque,  supposés  d'épais- 
seur négligeable,  seront  représentés  chacun  par  un  simple  trait. 

(1894.) 

Construire  la  projection  horizontale  d'une  circonférence. 

Données.  —  Cette  circonférence  est  la  base  d'un  cône  droit  qui 
repose  par  une  arête  SA  sur  leplan  horizontal  de  projection;  SA.  =  8*=". 
L'arête  SA  prolongée  rencontre  la  ligne  de  teiTOen  B  ;  AB  =;  a''",  àj 
[exactement  AB=  a'^"  (j/5— !)],  angle  SBa;  =  45°  ;  enfin  le  dia- 
mètre de  la  circonférence  est  ^al  à  SA.  On  déterminera  un  point 
de  la  projection  et  la  tangente  en  ce  point,  ainsi  que  les  sommets 
et  les  tangentes  issues  de  S.  On  disposera  l'épure  de  façon  que  le 
centre  de  l'ellipse  soit  au  milieu  delà  feuille. 

___^^  (1896.) 

La  ligne  de  terre  est  le  petit  ase  de  la  feuille  ;  0  est  le  centre  de  la 
feuille. 

La  projection  horizontale  d'une  droite  D  coupe  le  grand  ase  de  la 
feuille  à  8="  en  avant  de  0  et  la  ligne  de  tei^re  a  lo'^"  à  droite  de  O. 
La  projection  verticale  de  cette  droite  passe  par  O  et  est  parallèle  à 
sa  projection  horizontale.  Un  point  A  se  projette  horizontalement 
en  0  et  a  une  cote  de  lo™  On  mène  la  perpendiculaire  AB  du 
point  A  surla  droite  D  rencontrant  cette  droite  en  B.  Sur  AB  comme 
diamètre,  on  décrit  un  cercle  C  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  la 
droite  D,  Dans  le  cercle  C,  on  inscrit  un  carré  dont  AB  estdiagonale 
et  qui  sert  de  base  à  une  pyramide  régulière  de  &""  de  hauteur  dont 
le  sommet  est  vers  la  gauche. 

Représenter  par  leurs  deux  projections  le  cercle  C  et  la  pyramide. 
On  distinguera  les  parties  vues  et  les  parties  cachées  en  supposant 
les  plans  de  projections  transparents. 

(1903.) 

La  ligne  de  terre  ay  est  le  petit  axe  de  la  feuille  '  n  cube,  dont 
le  côté  vaut  10'=»',  repose  par  sa  base  sur  le  plan  horizontal  :  les  deux 
sommets  les  plus  en  avant  de  cetlebase  sont  symétriques  par  rapport 
au  grand  axe  de  la  feuille,  sur  une  même  parallèle  h  J>y,  distante 
de  xy  de  la'".  De  plus,  on  suppose  tracée  la  circonférence  C  inscrite 
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dans  la  face  verticale  du  cube  située  le  plus  en  avant.  On  fait  tournei- 
la  figure  de  So"  autour  de  Ay,  de  façon  à  la  relever  ;  puis,  à  partir 
de  cette  position,  on  la  fait  encore  tourner  de  60"  vers  la  gauclie, 
autour  d'un  axe  perpendiculaire  au  plan  vertical  passant  par  le  centre 
dji  cube.  On  demande  de  représenter,  dans  cette  position  définitive, 
par  ses  deuï  projections,  l'ensemble  formé  par  le  cube  et  la  circon- 
férence C. 

(1905.) 

La  ligne  de  terre  xy  est  le  petit  axe  de  la  feuille. 

Un  point  0,  situé  dans  le  plan  horizontal  sur  le  grand  axe  de  la 
feuille  à  ô""  en  avant  de  xy,  est  le  centre  d'un  Iriangie  équilatérai 
ABC  situé  dans  le  plan  horizontal,  de  hauteur  égale  a  12*^™  :  BC  est 
parallèle  k  xy  et  A  est  le  sommet  le  plus  en  avant. 

ABC  est  la  base  d'un  tétraèdre  régulier  SABC  situé  au-dessus  du 
plan  horizontal. 

Dans  les  faces  SAB,  SAC,  SBC  on  décrit  du  point  S  comme  centre 
des  circonférences  de  rayon  égal  à  8'^°', 

On  demande  de  représenter  par  ses  deux  projections  la  portion  de 
la  surface  du  tétraèdre  SABC  comprise  àt'extérieur  descirconférences. 
^_^_  (1906.) 

La  ligne  de  terre  XY  est  le  petit  axe  de  la  feuille.  —  Un  parallélé- 
pipède rectangle  P,  dont  la  hauteur  vaut  g""»  et  est  dirigée  suivant  le 
grand  axe  de  la  feuille,  a  pour  base  située  le  plus  en  avant  un  carré 
de  2""  de  côté,  dont  le  centre  est  dans  le  plan  borizontal,  et  dont 
deux  côtés  sont  horizontaux  :  la  distance  de  cette  base  au  plan,  ver- 
tical est  de  la"".  —  De  plus,  on  suppose  tracée  dans  le  plan  de  cette 
base  une  circonférence  C  de  5''»'  de  rayon,  concentrique  au  carré. 
On  fait  tourner  la  figure  de  3o°  autour  de  XY,  de  façon  à  la  relever  ; 
puis  à  partir  de  celte  position,  on  la  fait  encore  tourner  de  60°,  vers 
la  gauche,  autour  d'une  perpiendiculaire  au  plan  vertical,  passant  par 
le  centre  du  parallélépipède. 

On  demande  de  repr&enter,  dans  cette  position  définitive,  par  ses 
deux  projections,  l'ensemble  formé  par  le  parai lélcpipcde  P  et  la 
circonférence  C. 

(1907.) 
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Un  cône  oblique  à  base  circulaire  a  pour  base  une  circonférence 
(C),  de  centre  0  et  de  rayon  égal  à  35"™,  située  dans  le  plan  hori- 
zontal de  cote  zéro. 

Son  sommet  S  est  déterminé  par  sa  projection  s  située  à  une  dis- 
tance   Os  ^  50™"     du  point  O  et  i>ar  sa  cote  égale  à  109™™. 

a  est  la  projection  horizontale  d'un  point  A  de  cote  égale  à  3o™™.. 
La  distance  aa  au  plan  vertical  OS  est  égale  à  4o™™  et  la  distance  Oï 
à  60™™. 

Mener  par  le  point  A  un  plan  qui  détermine  dans  le  cône  donné 
une  section  antiparallèle  (C'I.  Construire  la  projection  horizontale  de 
cette  section,  déterminer  ses  axes  et  les  points  qui  se  trouvent  sur  le 
contour  apparent  du  cône. 

Construire  les  sphères  passant  :  d"  par  la  base  (tl)  et  le  sommet  S  ; 
3*1  par  la  circonférence  (C'I  et  le  sommet  S  ;  3°  par  les  deux  circonfé- 
rences (C)  et  (C;. 

Les  plans  d'intersection  de  ces  trois  sphères  prises  deux  à  deux  se 
coupent  suivant  une  même  droite  :  la  déterminer. 

(1894.) 

Une  sphère  de  rayon  R  ^=  5o""  est  tangente  au  plan  boriïontal 
de  cote  zéro  au  point  o.  D'un  point  A,  situé  dans  ce  pian  à  une 
distance    oA  =  100™™,    on  mène  successivement  : 

1°  les  deux  tangentes  à  la  sphère  faisant  avec  la  verticale  un  angle 
de  4oo ; 

2°  les  deux  tangentes  à  la  sphère  faisant  avec  l'horizontale  oA  un 
angle  de  33°. 

Ces  quatre  tangentes  étant  considérées  comme  les  arêtes  d'une 
pyramide  indéfinie  de  sommet  A.  tracer  la  projection  du  volume 
11  à  la  sphère  et  à  cette  pyramide. 

(18*J5.| 


Une  sphère  de  rayon  R  :^  45™™  est  tangente  au  plan  horizontal 
de  cole  o  en  un  point  A.  Par  ce  point  A  on  mène  une  droite  d  fai- 
sant avec  le  plan  horizontal  un  angle  de  60"  et  l'on  considère  le 
cône  de  révolution  dont  cette  droite  d  est  l'axe  et  dont  l'angle  au 
sommet  est  de  i5°. 

Tracer  le  contour  apparent  de  ce  cône  et  les  projections  de  son 
intersection  avec  la  sphère  :  i"  sur  le  plan  horizontal  ;  »'  sur  un  plan 
vertical  perpendiculaire  à  la  projection  de  la  droite  d  sur  le  plan 
horizontal  ;  3"  sur  un  plan  vertical  parallèle  k  cette  droite. 

On  supposera  dans  le  tracé  que  la  sphère  est  un  corps  opaque  dont 
on  a  enlevé  la  partie  commune  à  la  sphère  et  au  cône. 

(1897.) 
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{Géométrie  cotée.)  Dans  le  plan  horizontal  de  cote  z6ro  on  donne 
une  droite  D  et  un  point  A  aur  cette  droite. 

Mener  par  la  droite  D  deux  demi-plans  rectangulaires  P  et  P', 
au-dessua  du  plan  horizontal,  dont  l'un  fasse  avec  ce  plan  un  angle 
deSo"., 

Tracer,  sur  le  plan  horizontal  et  sur  le  plan  vertical  perpendicu- 
laire à  D,  le  contour  apparent  du  cône  solide  droit  à  base  circulaire 
donné  ayant  son  sommet  en  A  et  tangent  aux  deux  demi-plans  P  et 
P'. 

Le  cane  droit  a  une  hauteur  égale  à  80°""  et  un  demi-angle  au 
sommet  de  îo". 

On  commencera,  pour  résoudre  la  question,  par  mener  par  A.  une 
droite  faisant  avec  chacun  des  deux  demi-plans  un  angle  de  3o". 
(1898.) 

(Géoméiriecoiée).  Un  tétraèdre  ABCD  a  pour  base  BCD  un  triangle 
équilaliéral,  et  la  face  ABC  est  un  triangle  isocèle  de  sommet  A 
fAB  —  AC).  On  donne  le  côté  BC  =  gS"""  du  triangle  équilatéral 
BGp  et  les  deux  angles    ABD  —  50"    et    ABC  =  65». 

Construire  les  projections  de  ce  tétraèdre,  dont  la  base  BCD  est 
dans  le  plan  horizontal  de  cote  zéro,  sur  le  plan  horizontal  et  sur  un 
plan  vertical  perpendiculaire  à'  BC. 

Trouver  le  centre  0  de  la  sphère  circonscrite.  De  ce  point  comme 
centre  on  décrit  une  sphère  8  tangente  aux  faces  ABD,  ADC  :  inter- 
section de  cette  sphère  avec  la  face  ABC.  Construire  la  tangente  en  un 
point  de  cette  courbe  d'intersection.  Déterminer  les  points  qui  se  trou- 
vent en  projection  horizontale  sur  le  contour  apparent  de  la  sphère. 

Dans  le  tracé  graphique,  oti  supposera  que  le  tétraèdre  ABCD  et 
la  sphère  S  sont  deux  corps  opaques  se  pénétrant  mutuellement. 

11899.) 

CoBE  ÉviDÉ  PAR  UN  :VNeLE  DIÈDRE,  —  Ligne  dc  terre  à  ili^'"  du  bord 
inférieur  de  la  feuille. 

Gabe.  -—  On  donne  deux  points  A  et  B,  situés  dans  le  premier  diè- 
dre et  placés  sur  une  ligne  de  bout  dont  les  projections  sont  sur 
l'axe  de  la  feuille. 

A  a  pour  éloignement    ai:"'  et  pour  cote  ■]'""  : 
B  —  11=""  —         ■j"". 

Ces  pointa  sont  les  extrémités  d'une  diagonale  d'une  section  cen- 
trale faite  dans  ie  cube  parallèlement  aux  plans  des  deux  faces  (F).  Ces 
faces  (F)  sont  d'abord  supposées  horizontales.  Pour  placer  le  cube 
dans  sa  position  définitive,  on  suppose  qu'il  tourne  autoui'  de  AB, 
en  sens  inverse  des  aiguilles  d'une  montre,  d'un  angle  de  60". 

Angle  dièdre.  —  Considérons  la  face  du  cube  qui,  avant  la  rota- 
tion, se  trouvait  en  avant  et  à  droite.  L'arête  du  dièdre  est  l'intersec- 
tion de  cette  face  dans  sa  situalion  définitive  avec  le  plan  vertical 
qui  passe  par  A  et  B.  Les  faces  du  dièdre  passent  par  les  centres  des 
faces  |F|  du  cube  dans  leur  position  définitive. 

On  représentera  ce  qui  reste  du  cube,  supposé  plein  et  opaque, 
après  enlèvement  de  !a  portion  située  dans  l'angle  dièdre. 

(1904.) 
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Une  sphère  de  centre  0,  do  ravon  égal  à  q"",  est  tangente  au  plan 
horizontal.  Soient  A.B  un  diamètre  horizontal  de  la  sphère,  C  le 
milieu  de  Ok,  D  le  point  le  plus  élevé  de  la  sphère.  Par  les  trois 
points  B,  C,  D,  mener  trois  parallèles  faisant  des  angles  de  i5°  avec 
le  plan  horizontal  et  perpendiculaires  à  la  direclion  Ali.  Trouver  la 
projection  horizontale  de  l'intersection  de  la  sphère  et  de  la  surface 
prismatique  indéfinie  ayant  ces  trois  parallèles  pour  arêtes  latérales. 

Représenter  la  surface  (supposée  opaque]  de  la  sphère  comprise  dans 
la  surface  prismatique.  Construire  les  sommets  des  ellipses  îormant 
la  projection  de  l'intersection  et  écrire  les  cotes  des  points  corres- 
pondants. 

Mener  les  tangen  les  à  ces  ellipses  en  leurs  points  situés  sur  les  pro- 
jections des  arêtes. 

Construire  les  projections  des  points  de  l'intersection  déterminés 
par  le  plan  horizontal  de  cote  iS"". 

Mener  à  l'interseclion  les  tangenles  parallèles  aux  côtés  du  triangle 
BCD  et  écrire  les  cotes  des  points  de  contact. 

(1895. 1 

Tracer  à  8'^™  du  bord  inférieur  de  la  feuille  une  droite  sur  laquelle 
on  prendra  sa  :=  io'=™,  st  =  a6'™,  sh  =r  a^"",  s  étant  i  i3'™du 
bord  de  la  feuille  à  droite  du  desrinaleur.  s  estia  projection  horizon- 
tale du  sommet  S  d'un  cône  de  révolution.  La  cote  du  sommet  S 
est  de  là'". 

a  et  b  sont  les  traces  horizontales  des  deux  génératrices  du  cône 
situées  dans  le  plan  projetant  horizontalement  son  axe. 

Un  triangle  isocèle  ead  situé  dans  le  plan  horizontal  a  sa  base 
cd  =■  5""  ;     sa  hauteur  relative  à  cd  est  ah. 

Ce  triangle  est  la  base  d'un  prisme,  dont  les  arêtes  ont  une  pcnte 

égale  à  —  ;  l'arête  issue  de  a  coupe  Ss  entre  S  et  s. 

Représenter  la  projection  horizontale  de  la  partie  du  cône  solide  et 
opaque  extérieure  au  prisme  et  comprise  entre  le  plan  horizontal  et 
son  sommet. 

(1896,) 

Une  sphère  est  tangente  au  plan  horizontal  en  un  point  A  ;  dlc 
passe  par  un  point  B  qui  a  pour  cote  73"'™  et  qui  se  projette  en  un 
point  b  à  une  distance  de  A  égale  à  06"".  {Placer  A  et  b  sur  une 
droite  distante  de  1  iS""  du  bord  inféneur  delà  feuille,  A  à  ao"""  à 
gauche  du  milieu  de  cette  droite  et  b  à  gauche  de  A|. 
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Considérei- le  plan  P  mené  par  le  point  A  perpenilîculairement  au 
rayon  OB  et  le  triangle  équilaléral  CDE  inscrit  à  la  section  de  celte 
sphère  par  ce  plan,  en  plaçant  horizonlalement  le  côté  DE,  de 
manière  que  sa  cote  soit  inférieure  à  celle  de  C.  Sur  la  perpendicu- 
laire en  C  au  plan  P,  prendre  un  point  S  de  cole  égale  à  aio"". 

La  sphère  étant  supposée  opaque,  représenter  la  portion  de  son 
volume  comprise  dans  le  tricdre  dont  les  arêtes  sont  les  droites  indé- 
finies se,  SD,  SE. 

(!897.) 

Données.  —  i"  Un  tétraèdre  SMNP  dont  les  faces  MPiP  et  SMN 
sont  des  triangles  équilatéraux  ;  la  première  est  dans  le  plan  horizon- 
tal. MN  égal  à  aao"""  est  parallèle  au  bord  inférieur  de  la  feuille  et  à 
une  distance  de  ce  bord  égale  à  So""".  La  pente  de  la  face   SMN    est 

— -  Le  tétraèdre  est  au-dessus  du  plan  horizontal  et  se  projette  au- 
dessus  de  MN. 

3°  Un  hémisphère  de  rayon  égal  à  70°"",  reposant  par  sa  base  sur  le 
plan  horizontal  et  au-dessus  de  ce  plan.  Le  centre  de  cet  hémisphère 
est  situé  sur  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  MN,  au-dessus  et 
à  90""  de  MN. 

Représenter  la  projection  horizontale  de  la  portion  supposée  opaque 
de  l'hémisphère  intérieure  au  tétraèdre.  —  Ecrire  à  l'encre  rouge  les 
cotes  exprimées  en  millimètres  des  sommets  utiles  ries  courbes  d'in- 
tersection. —  fleprésenter  en  traits  noirs  et  Ans  les  lignes  de  niveau 
de  ce  solide  déterminées  par  des  plans  équidistants  de  lo""",  à  partir 
du  plan  horizontal.  —  Construire  les  tangentes  aux  ini«rseclions  des 
deux  solides  aux  points  qui  ont  pour  cole  So"".  puis  celles  qui  se 
projettent  perpendiculairement  à  MN. 

(1898.) 

Tracer  une  droite  parallèle  au  bord  inférieur  de  la  feuille  è  lo^"'  de 
ce  bord  ;  sur  cette  droite  marquer  un  point  s,  à  a'^'"  du  bord  de 
droite,  et  prendre  sA  égale  è  10'".  Le  point  s  est  la  projection  hori- 
zontale d'un  point  S  de  cole  20^"'  et  la  droite  sÂ  est  celle  d'une 
droite  SA  de  l'espace. 

On  mène  par  SA  deux  plans  de  pente  — —  et  par  S  le  plan  perpen-- 

dlcùlaire  au  plan   SsA,   de  pente  ^.   et  coupant  sA  entre  s  et  K. 

Ces  trois  plans  et  le  plan  horizontal  déterminent  un  tétraèdre  SiBC 

Un  cône,  dont  la  directrice  est  une  circonféren  et       d       I   pi 
horizontal,  décentre  A  et  d'un  diamètre  égal  à  po 

met  un  point   I,  de  cote  10'"  et  se  projetant  h         ntal  m  nt    n 

Représenter  le   corps  solide  opaque  comm  n  à  Sn      t  a 

tétraèdre  SAP.C, 

Construire  les  tangentes  aux  projections  hor     niai     d         u  b 
d'intersection  de  ces  deux  solides:  1"  aux  point  d  nt    •*  t  tu^ 
sur  SA  ;  1°  aux  points  où  ces  tangentes  aux  projections  sont  perpen- 
diculaires à  sA  ;   3"  aux  points  où  elles  sont  parallèles  à  AB  et  à  AG. 
(1899.) 
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Sur  une  droite  parallèle  au  bord  inférieur  de  la  feuille  et  située  à 
i4  eenlimÈtrea  de  ce  bord,  marquer  les  points  A  et  6.  A  à  ta  cen- 
timètres et  b  à  33  centimètres  du  bord  de  gauche. 

A  est  le  centre  d'une  sphère  de  lo"™  de  rayon  et  b  est  le  point  de 
contact  avec  le  plan,  de  comparaison  (plan  de  la  feuille)  d'une  sphère 
■de  lo""  de  diamètre,  dont  le  centre  est  B. 

Soit  I  le  point  où  la  droite  AB  perce  le  plan  horizontal  tangent  à 
.la  fois  à  ces  deux  sphères,  et  soit  G  lepointde  cotemasimuni  del'in- 
tersection  de  ces  mêmes  sphères  ;  soit  enûn  P  le  plan  qui  a  IG  pour 
ligne  de  plus  grande  pente. 

Représenter  la  projection  horizontale  de  l'ensemble  des  portions 
des  surfaces  sphériques  qid  est  compris  entre  le  plan  de  comparaison 
et  le  plan  P,  On  supposera  le  plan  P  transparent,  les  surfaces  sphé- 
riques opiaques,  et  on  supposera  enlevée  la  portion  de  chaque  surface 
sphérique  comprise  dans  l'autre  sphère. 

Construire  les  projections  horizontales  des  tangentes  menées  de  I 
aux  sections  faites  dans  les  sphères  par  le  plan  P.  Inscrire  les  cotes 
du  point  I,  des  points  de  contact  des  tangentes  précédentes  et  des 
points  de  contact  des  tangentes  menées  aux  deus  sections  planes  :  i° 
parallèlement  au  plan  horizontal  ;  Z"  parallèlement  au  plan  vertical 
contenant  les  centres  des  sphères. 

(1900.) 

Sur  une  droite  parallèle  au  bord  inférieur  de  la  feuille,  et  à  i3"" 
dece  bord,  marquer  les  points  s,  T.  o,  i-espectivement  à  3"",  6=°'  et 
30°"  du  bord  de  droite.  Ces  points  sont  situés  dans  le  plan  de  com- 
paraison désigné  par  H.  s  est  la  projection  sur  H  d'un  point  S  de  cote 
a=",  0  celle  d'un  point  0  de  cote  8'^°'. 

Un  cône  de  révolution  a  pour  sommet  le  point  S  et  pour  base  un 
cercle  de  centre  O  ayant  lo""  de  rayon. 

T  est  le  sommet  d'un  angle  trièdre  dont  une  arête  TA,  de  pente 

—  ,  se  projette  suivant  To,  les  cotes  croissant  de  T  vers  o  Les 
deux  faces  qui  passent  par  TA  ont  chacune  pour  pente  —  .    La 

■troisième  face  est  sur  H. 

■  On  considère  la  partie  du  cône  située  à  l'intérieur  du  trièdre  ; 
/représenter  la  projection  sur  H  de  ce  solide  supposé  opaque. 

Les  génératrices  de  contour  apparent  du  cône  rencontrent  la  base 
■de  ce  cône  en  deuï  points  ;  marquer  leurs  cotes. 

Les  deux  premières  faces  du  trièdre  coupent  le  cône  suivant  des 
arcs  d'ellipses  ;  marquer  les  cotes  des  points  où  ces  arcs  rencontrent 
le  contour  apparent  du  cône  et  où  ils  rencontrent  les  génératrices  se 
projetant  suivant  so. 

La  troisième  face  coupe  le  cône  suivant  une  hyperbole  ;  construire 
les  asymptotes  de  cette  courbe.  Enfin,  mener  les  tangentes  à  cette 
;hyperbole  et  au  cercle  de  base  du  cône,  aux  points  où  ces  deux 
«ourbes  se  coupent. 

^____  (1901.) 

On  construit  sur  le  plan  horizontal  un  triangle  isocèle  sab  dans 
lequel  sa  =  sb  =  loS™™  et  ab  =  i8a™".  ab  est  parallèle  au  bord 
de  droite  de  la  feuille  et  à  loo™"  de  ce  bord  ;  a  est  à   lo"™  du  bord 


y  Google 


ECOLE    SPECIALE 


265 


i  n  férié  ar  de  la  feuille;  s  esta  droite  de  ab.  Un  point  S,  de  coteaio'"", 
se  projette  en  s. 
Par   chacune  des  droites  Sa  et  Sb  on  mène  les  plans   de   pente 

—  et  —  dont  les  traces  rencontrent  à  gauche  de  ab  le  prolonge- 
ment de  la  hauteur  sh  du  triangle  sab.  On  considère  te  quadrilatère 
convexe  formé  par  ces  quatre  traces  et  on  le  prend  pour  base  d'une 
pyramide  ayant  S  pour  sommet. 

Une  droite  parallèle  à  06,  ayant  pour  cote  18™™,  se  projette  à  une 
distance  de  ab  égale  à  90"""  et  à  gauche  de  ab.  Elle  est  l'axe  d'un 
cylindre  de  révolution  dont  le  rayon  est  de  So""" . 

Représenter  la  surface  opaque  de  la  partie  de  ia  pyramide  qui  est 
extérieure  au  cylindre.  Tracer  les  projections  horizontales  des  tan- 
gentes à  l'inlerseclion  aux  points  situés:  1°  sur  le  contour  apparent 
horizontal  du  cylindre  ;  a"  sur  la  génératrice  la  plus  élevée  ;  3"  sur 
la  génératrice  qui  est  dans  le  plan  horizontal  et  à  gauche  de  la 
projection  de  l'axe.  Mener  encore  à  la  projection  horizontale  les 
tangentes  parallèles  à  sh  et  les  plus  rapprochées  de  sh.  Enfin  mar- 
quer les  cotes  des  points  de  contact. 

(i90S.) 

i"  Sur  une  parallèle  au  bord  inférieur  de  la  feuille,  à  aS  centimè- 
tres de  ce  bord  et  à  éeale  distance  du  milieu  de  la  feuiUe,  on  prend  à 
gauche  un  point  A,  a  droite  un  point  B,  lels  que  AB  =:::  li  centi- 
mètres. On  considère  deux  sphères  de  même  rayon  tangentes  entre 
elles,  situées  au-dessus  du  plan  de  comparaison  et  tangentes  à  ce  plan 
l'une  en  A,  l'autre  en  B.  Une  troisième  sphère  de  rayon  égal  à 
4  centimètres  est  tangente  aux  deux  premières  et  au  plan  de  com- 
paraison en  un  point  C  qui  est  à  déterminer  et  que  l'on  prendra  du 
côté  du  bord  inférieur  de  la  feuille  par  rapport  à  AB. 

a"  Des  points  A,  B,  C  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  le  plan 
des  centres  des  trois  sphères  ;  elles  coupent  ces  sphères  respective- 
ment aux  points  A',  B',  C  autres  que  A.  B,  C.  Déterminer  les  pro- 
jections et  les  cotes  de  ces  points. 

3°  Les  droites  AA',  BB',  GC  prolongéessont  iesarêleslatéralesd'un 
prisme  triangulaire  Indéfini.  Déterminer  par  points  les  sections  faites 
dans  les  trois  sphères  par  les  faces  latérales  de  ce  prisme  et  représen- 
ter ce  qui  reste  des  sphères  quand  on  enlève  leprismeet  les  portions 
des  sphères  intérieures  h  ce  prisme. 

On  passera  à  l'encre  la  construction  des  points  de  cote  10  centimè- 
tres des  sections  de  la  sphère  de  gauche,  des  tangentes  en  ces  points, 
des  points  des  sections  situés  sur  les  contours  apparents  et  enfin  les 
tangentes  aux  sections  aux  points  A,  B,  0,  A',  B',  C. 

(1004.) 

Un  tétraèdre  régulier  SABC  repose  par  sa  base  ABC  sur  le  plan 
de  comparaison.  L'arÈte  du  tétraèdre  est  égale  à  i5  centimètres,  l.e 
côté  GB  est  parallèle  aux  grands  côtés  de  la  feuille.  Le  sommet  S  est 
à  égale  distance  des  deux  grands  côtés  et  à  t8  centimètres  du  bord 
inférieur  de  la  feuille 

Dans  le  triangle  ASC,  fdce  du  tétraèdre,  on  inscrit  un  cercle.  On 
construit  dans  ce  ceicle  un  hexagone  régulier  dont  un  des  côtés  est 
parallèle  à  AC.  Cet  hevagone  est  la  section  par  la  face  ASC  d'un 
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prisme  dont  les  arêtes  sont  parallèles  à  l'arête  SB  du  tétraèdre  Le, 
<;entre  de  gravité  de  la  face  ASB  du  tétraèdre  est  le  centre  d'une 
sphère  passant  par  A.. 

Déterminer  l'intersection  du.  prisme  et  de  la  sphère. 

Représenter  la  sphère  siipposce  .pleine  en  enlevant  la  parUe  de  ce 
solide  comprise  dans  le  prisme. 

(190S.) 

Partie  restante  d'uk  cube  creux  ebtahé  par  un  autre  cube. —  Cube 
(Cl).  Côté  r=  io="  ;  un  sommet  est  au  point  O  (o,  o,  o)  ;  le  centre 
est  sur  Oz;  le  plan  vertical  yOi  est  un  plan  de  symétrie,  et  l'arête 
qui  est  dans  ce  plan  et  qui  passe  par  le  point  0  est  du  côté  de  Oy 
par  rapport  au  plan  xO:. 

Cube  (Cîi.  lise  déduit  du  cube  (C.)  en  faisant  subir  à  ce  cube  une 
translation  qui  amène  le  sommet  placé  en  0  au  point  (a*^",  o,  o)  sui- 
vie d'une  rotation  de  5o  grades,  dans  le  sens  des  aiguilles  d'une  mon- 
tre, autour  de  la  diagonale  verticale. 

On  représentera  ce  qui  reste  du  cube  (Ci),  supposé  creux  et  opa- 
jjue,  après  enlèvement  de  la  partie  qui  se  trouve  dans  le  cube  (Gs|. 

(1907.) 
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